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Připomeňte si větu o implicitńıch funkćıch. Ve značeńı použitém na cvičeńı věta ř́ıká toto.

Definition 1 (Implicitně zadaná funkce). Bud’ F (x,y) funkce z Rn+m do Rm, a bud’ x ∈ Rn a y ∈ Rm. Uvažujme soustavu
rovnic

F (x,y) = 0,

aneb ve složkách

F1(x1, x2,⋯, xn, y1, y2,⋯, ym) = 0,

F2(x1, x2,⋯, xn, y1, y2,⋯, ym) = 0,

⋮
Fm(x1, x2,⋯, xn, y1, y2,⋯, ym) = 0.

Řešeńım této soustavy pro x ∈ Ω ⊂ Rn nazýváme takovou funkci f ∶ Ω ⊂ Rn → Rm

y = f(x),

aneb ve složkách

y1 = f1(x1, x2,⋯, xn),
y2 = f2(x1, x2,⋯, xn),
⋮

ym = fm(x1, x2,⋯, xn),

která po dosazeńı řeš́ı soustavu F (x,y) = 0, aneb plat́ı F (x,f(x)) = 0. Funkce f se nazývá funkce implicitně zadaná
soustavou F (x,y) = 0. (Pro funkci f často nezavád́ıme nový symbol, vztah y = f(x) prostě ṕı̌seme jako y = y(x).)

Theorem 2 (Věta o implicitńıch funkćıch). Uvažujme funkce zadané implicitně ve smyslu předchoźı definice. Předpokládej-
me, že:

1. Bod [x0,y0] = [x01, x02,⋯, x0n, y01 , y02 ,⋯, y0m] je bod, který řeš́ı rovnici F (x,y) = 0, to jest plat́ı F (x0,y0) = 0.

2. Funkce F má v okoĺı bodu [x0,y0] spojité prvńı parciálńı derivace podle všech proměnných. (Tı́mto se mı́ńı, že každá
složka F , tedy funkce Fi, i = 1,⋯,m má v okoĺı bodu [x0,y0] spojité parciálńı derivace podle všech proměnných.)

3. Determinant

det
∂F

∂y
= det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂F1(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y1

∂F1(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y2
⋯ ∂F1(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂ym
∂F2(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y1

∂F2(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y2
⋯ ∂F2(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂ym

⋮ ⋮ ⋮
∂Fm(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y1

∂Fm(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂y2
⋯ ∂Fm(x1,x2,⋯,xn,y1,y2,⋯,ym)

∂ym

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

je v bodě [x0,y0] r̊uzný od nuly.

Pak existuje okoĺı Ω bodu x0 takové, že na tomto okoĺı jsou jednoznačně dány spojité funkce f ∶ x ∈ Ω ⊂ Rn → Rm, které
řeš́ı soustavu F (x,f(x)) = 0, a pro které plat́ı y0 = f(x0). Nav́ıc plat́ı, že funkce f má spojité prvńı parciálńı derivace
podle všech proměnných x1,⋯, xn. (Tı́mto se mı́ńı, že každá složka f , tedy funkce fi, i = 1,⋯,m má v okoĺı bodu x0 spojité
parciálńı derivace podle všech proměnných.)

Remark 3 (Výpočet parciálńıch derivaćı implicitńıch funkćı). Z praktického hlediska je d̊uležitý postup jak źıskat hodnoty
parciálńıch derivaćı implicitně zadané funkce. To lze provést následuj́ıćım zp̊usobem. Předpokládejme, že implicitně zadaná
funkce je dobře definována ve smyslu předchoźı věty. Použijeme-li standardńı, byt’ lehce matoućı, značeńı y = y(x) namı́sto
y = f(x), m̊užeme psát

F (x,y(x)) = 0.

Cı́lem je źıskat vzorce pro ∂y
∂x

, aneb ve složkách

∂y

∂x
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y1(x1,x2,⋯,xn)

∂x1

∂y1(x1,x2,⋯,xn)

∂x2
⋯ ∂y1(x1,x2,⋯,xn)

∂xn
∂y2(x1,x2,⋯,xn)

∂x1

∂y2(x1,x2,⋯,xn)

∂x2
⋯ ∂y2(x1,x2,⋯,xn)

∂xn

⋮ ⋮ ⋮
∂ym(x1,x2,⋯,xn)

∂x1

∂ym(x1,x2,⋯,xn)

∂x2
⋯ ∂ym(x1,x2,⋯,xn)

∂xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Zabývejme se kupř́ıkladu prvńım sloupcem, to jest hledejme derivace implicitně zadané funkce podle proměnné x1. Derivo-
vańım F (x,y(x)) = 0 podle x1 — použ́ıváme větu o derivováńı složené funkce — źıskáme

∂F1(x,y)
∂x1

∣
y=y(x)

+ ∂F1(x,y)
∂y1

∣
y=y(x)

∂y1(x)
∂x1

+ ∂F1(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

∂y2(x)
∂x1

+⋯ + ∂F1(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

∂ym(x)
∂x1

= 0,

∂F2(x,y)
∂x1

∣
y=y(x)

+ ∂F2(x,y)
∂y1

∣
y=y(x)

∂y1(x)
∂x1

+ ∂F2(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

∂y2(x)
∂x1

+⋯ + ∂F2(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

∂ym(x)
∂x1

= 0,

⋮
∂Fm(x,y)

∂x1
∣
y=y(x)

+ ∂Fm(x,y)
∂y1

∣
y=y(x)

∂y1(x)
∂x1

+ ∂Fm(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

∂y2(x)
∂x1

+⋯ + ∂Fm(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

∂ym(x)
∂x1

= 0.

(Značeńı ∂F1(x,y)
∂x1

∣
y=y(x)

ř́ıká: “Derivuj funkci F1 jakožto funkci x1, x2,⋯, xn, y1, y2,⋯, ym podle proměnné x1. Jakmile

skonč́ı̌s, dosad’ za y1, y2,⋯, ym hodnoty źıskané z rovnic y1 = y1(x1, x2,⋯, xn), y2 = y2(x1, x2,⋯, xn),⋯, ym = ym(x1, x2,⋯, xn).)
Toto je soustava lineárńıch rovnic pro vektor neznámých

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y1(x)
∂x1

∂y2(x)
∂x1

⋮
∂ym(x)

∂x1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

kterou m̊užeme přepsat do tvaru

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂F1(x,y)
∂y1

∣
y=y(x)

∂F1(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

⋯ ∂F1(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

∂F2(x,y)
∂y1

∣
y=y(x)

∂F2(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

⋯ ∂F2(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

⋮ ⋮ ⋮
∂Fm(x,y)

∂y1
∣
y=y(x)

∂Fm(x,y)
∂y2

∣
y=y(x)

⋯ ∂Fm(x,y)
∂ym

∣
y=y(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y1(x)
∂x1

∂y2(x)
∂x1

⋮
∂ym(x)

∂x1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂F1(x,y)
∂x1

∣
y=y(x)

∂F2(x,y)
∂x1

∣
y=y(x)

⋮
∂Fm(x,y)

∂x1
∣
y=y(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Matice, která se objevuje v této úloze, tedy matice

A =def

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂F1(x,y)
∂y1

∂F1(x,y)
∂y2

⋯ ∂F1(x,y)
∂ym

∂F2(x,y)
∂y1

∂F2(x,y)
∂y2

⋯ ∂F2(x,y)
∂ym

⋮ ⋮ ⋮
∂Fm(x,y)

∂y1

∂Fm(x,y)
∂y2

⋯ ∂Fm(x,y)
∂ym

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRy=y(x)

je tatáž matice jako ve větě o implicitńıch funkćı. (Jen jsme použili značeńı, které zab́ırá méně mı́sta.) Ve věte o implicitńıch
funkćıch požadujeme, aby byl determinant této matice r̊uzný od nuly. Matice je tedy invertibilńı a m̊užeme psát

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y1(x)
∂x1

∂y2(x)
∂x1

⋮
∂ym(x)

∂x1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂F1(x,y)
∂x1

∂F2(x,y)
∂x1

⋮
∂Fm(x,y)

∂x1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRy=y(x)

.

Obdobně bychom postupovali i v př́ıpadě derivaćı podle daľśıch proměnných.

1. Projděte si znovu př́ıklad diskutovaný na cvičeńı. Ve značeńı odpov́ıdaj́ıćım větě o implicitńıch funkćıch jsme řešili
následuj́ıćı úlohu. Bud’ y1 a y2 funkce proměnné x1, které jsou zadané implicitně vztahy

x1 − y1 −
1

y1
= 0,

y2 − y21 −
1

y21
= 0.

Spočtěte dy2

dx1
. Přesně sledujte postup popsaný výše.

2. Bud’te funkce y1 a y2, jakožto funkce proměnné x1 a x2, zadány implicitně soustavou rovnic

x1ey2 + y1 lnx2 − e = 0,

x1y1 + x2ey2 − (2 + e) = 0.

Vypočtěte ∂y1

∂x1
a ∂y2

∂x1
v bodě x01 = 1, x02 = 1.
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3. Uvažujte funkcionál

φ(f) =def ∫
1

0
x(df

dx
)
2

dx.

Ukažte, že funkcionál na množině funkćı f se spojitou derivaćı a s okrajovými podmı́nkami f(0) = 1 a f(1) = 0 nenabývá
minima.

1. Rozmyslete si, že funkcionál je vždy nezáporný.

2. Ukažte, že pokud je φ(f) = 0, pak funkce f muśı být konstantńı a nemůže tedy splňovat okrajové podmı́nky.

3. Uvažujte funkci

gN =def
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, x ∈ [0, 1
N
] ,

− lnx
lnN

, x ∈ ( 1
N
,1] ,

kde N ∈ N je parametr. Ukažte, že plat́ı φ(gN) = 1
lnN

, a tedy φ(gN) → 0+ pro N → +∞.

4. Rozmyslete si, že z výše uvedeného plyne, že funkcionál skutečně nenabývá na uvedené množině minima minf φ(f),
ale že existuje pouze inff φ(f) a plat́ı inff φ(f) = 0.

(Fakt, že funkce gN nemá klasickou derivaci v bodě 1
N

a př́ısně vzato tedy nepatř́ı do množiny funkćı se spojitou derivaćı,
zat́ım ignorujte. )


