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Piipomeiite si vétu o implicitnich funkcich. Ve znaceni pouzitém na cviceni véta iika toto.

Definition 1 (Implicitné zadand funkce). Bud F(z,y) funkce z R™™ do R™, a bud x € R™ a y € R™. UvaZujme soustavu
rovnic

F(xz,y)=0,

aneb ve slozkdch

Fl(m17$27"'7xn7y17y27"'7ym) = 07
FQ(‘Tlax?a"'7xn7y1ay27"'aym) =0,

Fm(l‘l,l‘g, 5 Tns Y1, Y2, 7ym) =0.

Resenim této soustavy pro € Q c R nazjvdme takovou funkci f : Q) c R® - R™

Y= f(m)v
aneb ve slozkdch

y1 = fi(zr, @2, Tp),

Y2 = fQ(xlaan“'vxn)a

Ym = fm(xlaan "'7xn)a

kterd po dosazeni tesi soustavu F(x,y) = 0, aneb plati F(x, f(x)) = 0. Funkce f se nazgvd funkce implicitné zadand
soustavou F'(x,y) =0. (Pro funkci f casto nezavddime novy symbol, vztah y = f(x) prosté piseme jako y = y(x).)

Theorem 2 (Véta o implicitnich funkcich). UvaZujme funkce zadané implicitné ve smyslu predchozi definice. Predpoklddej-
me, ze:

1. Bod [x°,y°] = [29,29, -, 22,49, 49,42 ] je bod, ktery esi rovnici F(x,y) =0, to jest plati F(x° y°) = 0.

2. Funkce F md v okoli bodu [x°,y°] spojité pruni parcidlni derivace podle viech proménngjch. (Timto se mini, Ze kazdd
slozka F, tedy funkce Fy, i =1,---,m md v okoli bodu [2°,y°] spojité parcidini derivace podle viech proménnych.)

3. Determinant

OF1 (21,22, %n,Y1,Y2,,Ym ) OF1 (21,22, Tn,Y1,Y2,Ym) .. OF1(21,22,,Tn,Y1,Y2,Ym)
Oy1 Oy2 OYm
9 OF3(x1,%2, ", %n,Y1,Y2,,Ym ) OF (1,2, %nY1,Y2, 5 Ym) . OF2(@1,%2,%n Y1,Y2,Ym)
det 87 =det Oy1 9y Oym 5
Y : : :
OF (21,22, %n,Y1,Y2,5Ym)  OFm (21,22, Tn,Y1,Y2,Ym) . OFm (21,22, ,Tn,Y1,¥2,Ym)
Oy Oy Oym

je v bodé [2°,y°] rizng od nuly.

Pak existuje okoli Q bodu x° takové, Ze na tomto okoli jsou jednoznacéné ddny spojité funkce f :ax € Q c R® - R™, které
7esi soustavu F(z, f(x)) = 0, a pro které plati y° = f(x°). Navic plati, Ze funkce f md spojité proni parcidlni derivace
podle viech proménnych 1, . (Timto se mini, Ze kazdd slozka f, tedy funkce f;, i=1,---»m md v okoli bodu x° spojité
parcidlng derivace podle vsech proménniych.)

Remark 3 (Vypocet parcidlnich derivaci implicitnich funkei). Z praktického hlediska je duleZity postup jak ziskat hodnoty
parcidlnich derivaci implicitné zadané funkce. To lze provést ndsledujicim zpiusobem. Predpokladejme, Ze implicitné zadand
funkce je dobFe definovdna ve smyslu predchozi véty. PouZijeme-li standardni, byt lehce matouct, znaéeni y = y(x) namisto
y = f(x), miZeme psdt

F(z,y(x))=0.
Cilem je ziskat vzorce pro g—g, aneb ve sloZkach
Oy1 (1,22, Tn) Oy (z1,22,52n) . Oyi(z1,22,,T0)
oxq Oxo Oxy,
dy Oy2(x1,®2,%n)  Oy2(T1,@2,%n) . Oy2(z1,%2,,T0)
- - Oz Oxa Oxy,
ox : : :
OYym (21,22,,20)  OYym(T1,22,742n) . OYm(®1,22,,Tn)

oxq Oxo Oxy,
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Zabyvejme se kuptikladu prvnim sloupcem, to jest hledejme derivace implicitné zadané funkce podle proménné xy. Derivo-
vanim F(x,y(x)) = 0 podle 1 — pouZivime vétu o deriwovdni sloZené funkce — ziskdme

oF(z,y) . oF(z,y) Oy (x) . oF1(z,y) Iy2(x) . OF(z,y)
011 yey(a) W yey@ 01 O lyey@ O71 Dy
aFQ(w7y) " aFQ(m7y) 891(‘3) + aFQ(way) 392(5'3) + n aFQ(way)
011 Nyey(a) 0 yey@y 971 02 yey@y 9m1 OYm
aF’m(may) + aFm(w7y) 83/1(-’”) i 3Fm($,y) 6:’-/2(58) n i 8Fm(way)
021 yy(a) O yey@ 9 02 lyey(@) 971 OYm
(Znacent %fl’w @ fikd: “Derivuj funkci Fy jakoZto funkci x1,22, - Tn,Y1,Y2, "
y=y(x

skonéis, dosad zayi,ys,

- Ym hodnoty ziskané z rovnic yy = y1 (21,22,

xn)va = y2($1,$2;"',$n

)7..

y=y(x)

y=y(x)

y=y(x)

SYm = ym(331»3327"'7

IYm ()

8171

MY ()

8(E1

OYm (CE )

8%1

 Ym podle promeénné xi.

=0,

=0,

=0.

Jakmile

Toto je soustava linedrnich rovnic pro vektor nezndamych

Ay1 (x)
811
Oy2(x)
811
: )
aynl(w)
oz
kterou miZeme prepsat do tvaru
OF (z,y) OF: (z,y) OF (=,y) OF1(z,y)
oY1 Oya Ay M Oz
y=y(x) y=y(z) ™ ly=y(z) GEN y=y(x)
OF3 (x,y) OF3 (z,y) OF> (z,y) dy2(z) OF> (z,y)
i ly=y(x) Oz ly=y() Oy y=y(2) dx1 | =-— Oz, y=y(2)
OF (z,y) OF (z,y) C?F,,L(m,y) Fym (2) (')F,,L(:c,y)
0y1 Oy Oy 91 Oy
y=y(z) y=y(x) m o ly=y(z) y=y(z)
Matice, kterd se objevuje v této tloze, tedy matice
OF(zy)  OFi(x,y) OF: (x,y)
. 8(1/1 . Oy2 _ Oym
0Fy(zy)  OF(z.y) 9Fs(2,y)
A =qer 87'41 8?_42 aym
8F7nim7y) 8Fm,iway) OFn, '(:c,y)
oy dy2 ym y=y(z)

je tatdz matice jako ve vété o implicitnich funkci. (Jen jsme pouzili znacent, které zabird méné mista.) Ve véte o implicitnich
funkcich pozadujeme, aby byl determinant této matice ruzny od nuly. Matice je tedy invertibilni a muZeme psdt

9y1(x) OF1(z,y)
oz, oz
Oy2(x) OF: (=,y)
Oz = _A71 Oz
OYm () OFm (z,y)
9z Oz y=y(z)

Obdobné bychom postupovali i v pripadé derivaci podle dalsich proménnych.

1. Projdéte si znovu piiklad diskutovany na cvic¢eni. Ve znaceni odpovidajicim vété o implicitnich funkcich jsme fesili
nasledujici ilohu. Bud' 3; a 1o funkce proménné x;, které jsou zadané implicitné vztahy

1
xl—yl——:O,
Y1
1
Y2 —yi - — =0.

1

dys

Spoctéte do - Ptesné sledujte postup popsany vyse.

2. Bud'te funkce y; a s, jakozto funkce proménné z; a z, zaddny implicitné soustavou rovnic

162 +y1Ilnxg —e =0,

x1y1 +x2e¥2 - (2+¢€) = 0.

Y1 Oy2

Vypoctéte 271 a 5, v bode 2Y=1,29=1
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3. Uvazujte funkcional

&(f) =det folﬂﬂ(jb{;)Q dz.

Ukazte, ze funkciondl na mnoziné funkef f se spojitou derivaci a s okrajovymi podminkami f(0) =1 a f(1) = 0 nenabyvd
minima.

1. Rozmyslete si, ze funkcional je vzdy nezaporny.

2. Ukazte, zZe pokud je ¢(f) =0, pak funkce f musi byt konstantni a nemuze tedy spliiovat okrajové podminky.

1, 0,+]
gN:def{ Inz xe[ N]

3. Uvazujte funkci

“mve we(we 1l

kde N € N je parametr. Ukazte, ze plati ¢p(gn) = 1N, a tedy ¢(gn) — 0+ pro N — +oo.

=L
4. Rozmyslete si, ze z vyse uvedeného plyne, ze funkcional skute¢né nenabyva na uvedené mnoziné minima miny ¢(f),
ale ze existuje pouze infy ¢(f) a plati inf s ¢(f) = 0.

(Fakt, ze funkce gy nemd klasickou derivaci v bodé % a prisné vzato tedy nepatii do mnoziny funkci se spojitou derivaci,
zatim ignorujte. )



