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1. Ukažte, že naši definici Laplace operátoru pro skalárńı funkci ϕ, to jest
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lze upravit do ekvivalentńıho tvaru
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což je vztah, který je často viděńı v učebnićıch. (Značeńı je stejné jako na přednášce, g je metrický tensor.)

Uvědomte si, že uvedené vzorce maj́ı dvoj́ı význam. Předně, jsme schopni bez větš́ıho úsiĺı aplikovat Laplace operátor na
funkci, která je vyjádřená v křivočarých souřadnićıch. Dále, jsme schopni “definovat” Laplace operátor kdykoliv máme
k dispozici metrický tenzor. To je vhodné pokud chceme zavést Laplace operátor na “křivé ploše” – v takovém př́ıpadě
pak hovoř́ıme o Laplace–Beltrami operátoru.

2. Bud’ A ∈ R3×3 hladké tensorové pole v R3, a bud’ v ∈ R3 libovolné konstantńı vektorové pole. Operátor rotA, který pro
všechna v ∈ R3 splňuje rovnici

(rotA)⊺ v = rot (A⊺v)
se nazývá rotace tensorového pole A. Ukažte, že v kartézských souřadnićıch má právě zavedený operátor vyjádřeńı

[rotA]ij = εjkl
∂Ail

∂xk
,

a dále ukažte, že pro libovolné vektorové pole u a tensorové pole A plat́ı

rot (∇u) = 0,
div (rotA) = 0.

3. Uvažujte jednoduše souvislou oblast Ω v R3. Ukažte, že pro dané tensorové pole S existuje vektorový potenciál w, to
jest S = ∇w, právě když pro každé x ∈ Ω plat́ı

rotS = 0.
(Použijte podmı́nky integrability a ukažte, že je lze zapsat ve výše uvedeném tvaru.)

4. Zabývejte se nyńı otázkou, zda lze dané tensorové pole � ∈ R3×3 zapsat jako symetrický gradient nějakého vektorového
pole U . (Předpokládejte samozřejmě, že � je symetrické tensorové pole.) Aneb chcete zjistit, jaká je nutná a postačuj́ıćı
podmı́nka pro tensorové pole �, tak aby na jednoduše souvislé oblasti Ω v R3 pro nějaké U ∈ R3 platilo

� = 1
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Ukažte, že nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci potenciálu U je v tomto př́ıpadě

rot ((rot �)⊺) = 0.

[Nutná podmı́nka] Můžete postupovat kupř́ıkladu takto. Př́ımým derivováńım ukažte, že pokud je � = 1
2
(∇U + (∇U)⊺),

pak

rot � = 1

2
(∇(rotU))⊺ .

Rovnici přepǐste do tvaru 2 (rot �)⊺ = ∇(rotU) a zformulujte nutnou podmı́nku pro integrabilitu této rovnice. T́ım
dokážete nutnou podmı́nku.

[Postačuj́ıćı podmı́nka] Můžete postupovat kupř́ıkladu takto. Stejně jako v nelineárńım př́ıpadě, který jsme studovali
na přednášce, použijeme několikrát za sebou obecnou podmı́nku integrability. Stejně jako v předchoźım kroku sestavte
rovnici

∇(rotU) = 2 (rot �)⊺ .
Splněńı podmı́nek integrability zajist́ı, že pro (známou) pravou stranu 2 (rot �)⊺ existuje potenciál a tak, že

∇a = 2 (rot �)⊺ .
Zbývá tedy naj́ıt U jako řešeńı rovnice pro (známou) pravou stranu ∇a

∇ rotU = ∇a.
Podmı́nky integrability jsou v tomto př́ıpadě zjevně splněny, a dokonce můžeme tvrdit, že, např́ıklad, rotU = a. Z této
rovnice chcete odvodit rovnici ve tvaru ∇U = A, kde A je nějaký (známý) tensor, a tuto rovnici vyřešit s odkazem na
obecné podmı́nky integrability. Přeṕı̌sete-li rovnici

rotU = a
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v souřadnićıch, a vzpomenete-li si na definici axiálńıho vektoru, snadno nahlédnete, že vhodným kandidátem na antisy-
metrickou část ∇U je tensorové pole 1

2
Aa. (Matice Aa je antisymetrická matice přǐrazená vektoru a, aneb pro každé w

plat́ı rovnost Aaw = a ×w.) Hledaná rovnice pro ∇U je tedy

∇U = � + 1

2
Aa.

(Pravá strana je známá funkce, � je dané tensorové pole a Aa je źıskáno řešeńım rovnice, ve které vystupuje pouze �.)
Zbývá ověřit podmı́nky integrability pro posledńı rovnici, aneb ověřit, že rot (� + Aa) = 0. Ověřeńı podmı́nek integrability
je ovšem snadné, pokud si předem dokážete rovnost

rotAa = (diva) I − (∇a)⊺ .


