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1. Ukazte, ze nasi definici Laplace operatoru pro skalarni funkci ¢, to jest
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coz je vztah, ktery je casto vidén{ v uéebnicich. (Znaceni je stejné jako na predndsce, g je metricky tensor.)
Uvédomte si, ze uvedené vzorce maji dvoji vyznam. Pfedné, jsme schopni bez vétsiho tusili aplikovat Laplace operator na
funkei, ktera je vyjadiend v kifivocarych souradnicich. Déle, jsme schopni “definovat” Laplace operator kdykoliv médme
k dispozici metricky tenzor. To je vhodné pokud chceme zavést Laplace operator na “kfivé plose” — v takovém ptipadé
pak hovoiime o |Laplace—Beltrami| operatoru.

2. Bud’ A € R**3 hladké tensorové pole v R3, a bud v € R? libovolné konstantni vektorové pole. Operator rot A, ktery pro
véechna v € R? spliiuje rovnici
(rotA)" v =rot (ATv)

se nazyva rotace tensorového pole A. Ukazte, ze v kartézskych soufadnicich mé praveé zavedeny operator vyjadieni
0A,
6$k ’

a dale ukazte, ze pro libovolné vektorové pole u a tensorové pole A plati

[rOtA]” = ejkil

rot (Vu) =0,
div (rot A) = 0.
3. Uvazujte jednoduse souvislou oblast Q v R3. Ukazte, ze pro dané tensorové pole S existuje vektorovy potencidl w, to

jest S = Vw, pravé kdyz pro kazdé x € Q) plati
rotS=0.

(Pouzijte podminky integrability a ukazte, Ze je lze zapsat ve vyse uvedeném tvaru.)

4. Zabyvejte se nyni otdzkou, zda lze dané tensorové pole € R3*3 zapsat jako symetricky gradient néjakého vektorového
pole U. (Pfedpoklddejte samoziejmé, ze je symetrické tensorové pole.) Aneb cheete zjistit, jakd je nutnd a postacujic
podminka pro tensorové pole , tak aby na jednoduse souvislé oblasti Q v R? pro néjaké U e R? platilo

= % (VU +(vU)").

Ukazte, ze nutnd a postacujici podminka pro existenci potencidlu U je v tomto piipadé
rot ((rot )T) =0.

[Nutnd podminka] Muzete postupovat kupiikladu takto. Pfimym derivovdnim ukazte, ze pokud je = % (VU + (VU)T),
pak
1 T
rot = B (V(rotU)) .
Rovnici piepiste do tvaru 2(rot )" = V (rotU) a zformulujte nutnou podminku pro integrabilitu této rovnice. Tim
dokazete nutnou podminku.

[Postacujici podminka] Muzete postupovat kupfikladu takto. Stejné jako v nelinedrnim piipadé, ktery jsme studovali
na predndsce, pouzijeme nékolikrat za sebou obecnou podminku integrability. Stejné jako v pfedchozim kroku sestavte
rovnici

V (rotU) =2 (rot )'.
Splnéni podminek integrability zajisti, Ze pro (zndmou) pravou stranu 2 (rot )" existuje potencial a tak, ze
va=2(rot ).
Zbyvé tedy najit U jako feSeni rovnice pro (zndmou) pravou stranu Va
vrotU = Va.

Podminky integrability jsou v tomto pfipadé zjevné splnény, a dokonce muzeme tvrdit, ze, napiiklad, rot U = a. Z této
rovnice cheete odvodit rovnici ve tvaru VU = A, kde A je né&jaky (zndmy) tensor, a tuto rovnici vyfesit s odkazem na
obecné podminky integrability. Piepisete-li rovnici

rotU =a
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v soufadnicich, a vzpomenete-li si na definici axidlniho vektoru, snadno nahlédnete, ze vhodnym kandidatem na antisy-
metrickou ¢ast VU je tensorové pole %Aa. (Matice A4 je antisymetrickd matice pfifazend vektoru a, aneb pro kazdé w
plat{ rovnost A,w = a x w.) Hledand rovnice pro VU je tedy

1
vU = + =-A,.
2
(Pravd strana je zndméa funkce, je dané tensorové pole a A, je ziskdno feSenim rovnice, ve které vystupuje pouze .)

Zbyvé overit podminky integrability pro posledni{ rovnici, aneb ovérit, ze rot ( + Ag) = 0. Ovéfeni podminek integrability
je ovSem snadné, pokud si predem dokazete rovnost

rotA, = (diva) 1 - (Va)'.



