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Jednotlivé kroky pii vypoctech stru¢né, ale co nejpiesnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké

tvrzeni, nezapomerte ovérit splnéni predpokladi.

Jméno a piijment:

Skupina:
Priklad 1 2 3 Celkem bodu
Bodu 35 30 35 100
Ziskéano

1. Pomoci integrace vhodné komplexni funkce spoctéte integral

+oo sin x
———duz,
/_oo (2 +1)(z — )

pricemz integral chapeme ve smyslu hlavni hodnoty.

Reseni:

hodnoty plati

sinx

/:OOOO (@2 + 1)z —m)

+oo eit
R ——dt | .
(/too 2+ 1)t —) )
Pro pozdéjsi pouziti si oznacme

“+o0 eit
J =de —d¢
aef /t:,oo 2 +1)(t—n)

7 uvedeného plyne, ze hledany integral muzeme zkusit spocist pomoci integrace funkce

€r =

iz

2+ D) (z—m)

pies kiivku vp . =der ’7}375 +v%. + 7?%,5 + 'yj.l%,s naznacenou na Obrazku 1 a naslednym
limitnim pfechodem R — 400 a € — 0+. Parametrizace jednotlivych kiivek jsou

f(Z) =def

YR z =1, te[-R,m—¢],
_’Y%%,s Z = 6eita te [Oa ’/T]»
Y. z=t, ter+e R
Yhe z = Re', t €0,
Plati
T—E¢ it

Integrél spocteme standardnim postupem, nejprve si uvédomime, ze ve smyslu hlavni
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Provedeme-li limitni pfechod R — +00 a ¢ — 0+, muzeme druhy integrdl na pravé
strané spocist podle véty o obchédzeni jednonasobného pdlu, kterd rika

Bud funkce f meromorfni funkce v okoli bodu 2y a bud tento bod jejim
polem nasobnosti jedna. Uvazujme kladné orientovanou krivku -y,, ktera je
kruhovym obloukem o poloméru r vymezenym uhly o, 8 € R, a < 3, aneb

v.={2€Clz=2+¢e", s €[a,p]}.
Pak plati
lim / f(z)dz =1(8 — a) Res,, f.
’YE

e—0+

V naSem piipadé je a = 0, § = 7 a u vysledného integralu musime zménit znaménko,
nebot pdl chceme obthat v obaéném sméru, nez je pozadovéno ve vété o obchdzeni
jednondasobného pélu. Dostaneme tedy

lim L f(z)dz = —7wiRes; f(2).

e—0+ 2
R,e

Od limitniho pfechodu déle otekdvame vymizeni posledniho integralu na pravé strané,
aneb

R1—1>I£oo [14}3 Jed==0

coz se nam snad podaii ukazat pomoci Jordanova lemmatu. Celkem tedy plati

RETOO E1_1>r61+ - f(z)dz = J — miRes, f(2)

Integral na levé strané lze spocist podle residuové véty
li li dz = 27i R
i i, [ 900w e 1),

kde mnozina A obsahuje vsechny singularity funkce f(z) uvniti kiivky v ., coz je v
limité horni polorovina. Funkce f ma v horni poloroviné jen jeden pdl nédsobnosti jedna
a sice v bodeé i. Z residuové véty tudiz plyne

lim lim / f(z)dz = 2wiRes; f(2).
¥

R—+00 e—0+
R,e
Odkud dostaneme rovnost
J = miResy f(2) + 2miRes; f(2).

Zbyva tedy spocist residua v ptislusnych bodech a ovérit splnéni predpokladi Jordanova
lemmatu. Vénujme se nejprve Jordanovu lemmatu. Lemma fika:
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Bud a,8 € R, a < B a uvazujme funkci f spojitou na mnoziné A =
{z € C|lz=Re™,R > p, s € o, B]}, kde p € RT je dané kladné redlné islo.
Ozna¢me
Mp =qer max [ f(z)],
2€YR

kde kiivka vy je kruhovy oblouk o poloméru R vymezeny dhly « a /3, aneb
Yr=1{2€Clz=Re", s€[a,p]}.
Pak plati:
1. Je-li limg_s 0o RMg = 0, pak Rl_i)r_{_loo f,YR f(z)dz = 0.
2. Je-lilimp_ 100 Mg = 0aje-li|a, 8] C [0, 7], pak RETOO f"/R €% f(2)dz =0,

kde 6 > 0 je libovolné kladné redlné ¢islo.

V nasem piipadé chceme pouzit druhou ¢ast tvrzeni, pricemz zkoumdame integral

. 1
lim e’ dz.
R—+o00 v (Z + 1)(2’ - 7T)
Staci tedy ovéfit, ze
lim Mg =0,
R—+00

coz ovsem snadno plyne z naledujici nerovnosti

1
(R2e2it + 1)(Rel* — 1)

1
SR-DER-—7)

Mg = max
te[0,7]

kde jsme vyuzili dusledku trojihelnikové nerovnosti

11
la =0 = [la] = [bl

Vénujme se nyni vypoctu residui v piislusnych bodech. Jak bod 7 tak bod i jsou jed-
nonasobnymi poly, a proto lze pouzit tvrzeni

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okoli bodu zy a necht m4
funkece g(z) v bodu zp kofen ndsobnosti jedna, pak

hee 1) _ 1)

Tglx) )],

V naSem piipadé tedy plati

iz

€

Resw f(z) = Ress o=y

R eiz 1 eiz eiﬂ'
= Res, = =
(22+1)(z—7) (2+1)],_ m+1

T
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a déle
iz iz 1

Res; f(z) = Res; CESCEr

e 1 _ i
Coz—w,_ 22|, 2e(i-—m)
Vratime se zpét k puvodnimu problému a vidime, ze
_ imel™ n 0
o241 e(i-m)’
aneb
=i T (r4i)
2 4+1 e(l+7?) ’

odkud sta¢i vycist imaginarni ¢ast a konetné dostaneme ¢iselnou hodnotu hledaného
integralu

/+°° sinx d T n T T 1_|_1
——dz = — = — ~ .
om0 (@2 + 1) (2 — ) m+1  e(l+n?) m2+1 e

R
® 2
’\/R,z—:
1 € 3
Vhe /<:\ Ve
e

Obrazek 1: Integra¢ni kiivka pro vypocet integrélu f:roooo %dx
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2. Pomoci integrace vhodné komplexni funkce spoctéte integral

2w 1
[
o (5—3sinxz)

Reseni:

Pouzijeme standardni substituci,

eia: + efiz
cosT = 5 ,
] i _ e—ia:
sinx = -
2i ’
z=e7

odkud plyne dz = izdz. Je-li € (0,27), pak |z| = 1, a integrace tedy po substituci
prejde na integraci pfes jednotkovou kruznici, viz Obréazek 2. Oznacme si

1 1
f(2) =aet ﬁg7
o)
coz lze upravit do tvaru
4iz
f(z) =

(322 — 10iz — 3)*’

Po provedeni substituce dostaneme

27 1
/0 (5-— 3sinaj)2dgU - /|z|_1 flz)d.

Pro vypocet integrélu f\z\:1 f(z) dz pouzijeme residuovou vétu,

/ . f(z)dz = 2mi Z Res, f(2)

acA

kde A jsou v8echny singularity funkce f uvniti jednotkové kruznice. Najdéme nyni sing-
luarity funkce f. K tomu staéi vyfesit kvadratickou rovnici 322 —10iz —3, jejiz kofeny 21 o
najdeme pomoci standardniho vzorce

10i + /=100 + 36 _ {31,

21,2 = i

6 L

Funkce f mé tedy dva dvojnasobné pdly, pficemz uvniti jednotkové kruznice lezi pouze
pél v bodé 3. Spocteme residuum funkce f v tomto bodé, pficemz pro vypocet residua
v dvojnésobném pdélu é pouzijeme tvrzeni

Bud f(z) komplexni funkce, kterd md v bodé zg pél ndsobnosti

nejvyse n, pak

dnfl
dzn—l

Res,, f(2) = 1 lim (

(n—1)! 252

(=)
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V nasem piipadé je n = 2 a plati tedy

Res%f()—hm ((i«((z_;)>29(z 2 (2 — 3i) ))

Celkem proto

aneb

/271’ 1 5
7.2dx - 77-(-.
o (5—3sinx) 32

1

Obrézek 2: Integracni kiivka pro vypocet integralu fo% mdx.
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[35] 3. Pomoci integrace vhodné komplexni funkce spoctéte integral

+oo 1
dx.
/_oo (22 +1)%*(2% +4)

Reseni:

Integral

+oo 1
I =4e dx.
“/_w @22+ 4)

spoCteme pomoci integrace funkce f(z),

f(Z) =def

(Z+ 1P +1)

pies kiivku v 5 =def ¥k +7% naznacenou na Obréazku 3 a ndslednym limitnim prechodem
R — +400. Parametrizace jednotlivych kfivek jsou

o z=t, t € [-R, R],
v% z = Re', t € [0,
Plati

R ™
1 1
dz = ——dt : : dt.
JEd /t:,R (2 + 1)2(2 + 4) +/t:o (B2t + 1)2(R2e3 1 4)

/

Integrél na levé strané lze spocist podle residuové véty

R

(z)dz = 27i Z Res, f(2),

YR acA

kde A jsou vSechny singularity funkce f uvnitf kiivky 5. Funkce f ma zjevné sinbularity
v bodech +i a £2i, uvniti kiivky vy lezl (pro dostatecné velké R) pouze body i a 2i.
Bod i je pdl ndsobnosti dva, bod 2i je pdl ndsobnosti jedna. Residuova véta tedy k4,
ze
/ f(z)dz = 27 (Res; f(2) + Resai f(2)) -

Tr
Residua spocteme s vyuzitim dostupnych vét. Pro vypocet residua v jednondsobném
poélu 2i pouzijeme tvrzeni

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okoli bodu 2o a nechf m4
funkece g(z) v bodu zp kofen ndsobnosti jedna, pak

Res., @ _ 1)

9(2) g ()],
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Plati tedy

1 1

1 1
(224+1)22244  (2241)2

3|

Ress; f(2) = Resy;

z=2i

Pro vypocet residua v dvojnasobném pdlu i pouzijeme tvrzeni

Bud f(z) komplexni funkce, kterd md v bodé zg pdl ndsobnosti
nejvyse n, pak

Rese, /(2) = gy i (s (=) 1021 ).

(n/A—l)!z—+20

V nasem piipadé je n = 2, plati tedy
. d ho 1 1
Resi f(2) = limy <dz (<Z - (+1>+4))
“tim (L (202 ! ! i (L1
C25i\dz (z—1)2(z4+1)222+4) )  z5i\dz \ (2 +1)2(22 +4)

*m (2(2 +1)(* +4) + 2(z +1)%2)

= ——1

36

z=i

Celkem tedy (pro dostatecné velké R) plati

1 1 U

d = 2 1 R R — = —.

f(z)dz 771( 351 361) 9
Na druhou stranu ovSem vime, ze plati

. . 4 1

Podaii-li se ndm ukazat, ze druhy integral na pravé strané v limité vymizi, dostaneme
vysledek

TYr

==
9

Zbyva ukazat, ze skutecné plati
s
1

I : . =0
Rooo Ji_o (R263 + 1)2(R2e%t + 4)

k ¢emuz pouzijeme prvni ¢ast Jordanova lemmatu, které zni takto:

Bud a,8 € R, a < B a uvazujme funkci f spojitou na mnoziné A =
{2z €C|z=Re",R>p, s €|, f]}, kde p € R je dané kladné redlné ¢islo.
Ozna¢me
AJR ZﬁefIHaX|f(Z)L
ZEYR

kde kiivka v je kruhovy oblouk o poloméru R vymezeny dhly « a /3, aneb
Yr={z€Clz=Re", s€a,f]}.
Pak plati:
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1. Je-li limg_, oo RMg = 0, pak REIEOO f,YR f(z)dz=0.

.. _ . . . i(sz _
2. Je-lilimg 4 oo Mg = 0aje-li[a, 8] C [0, 7], pak REI-EDQ f'YR e f(2)dz = 0,

kde 6 > 0 je libovolné kladné redlné ¢islo.
Potiebujeme tedy dokazat, ze

. M 1
RLHJI:OO RMp = RLHEOO Rtgl[gfrl (R2e%t +1)2(R2et +4)| .

To je ovsem snadné. Pouzijeme dusledek trojuhlenikové nerovnosti

1o 1
la =0 = [la] = [b]|"

a okamzité dostaneme pozadované. Vskutku, pro dostateéné velké R plati

1 1 R—+o00
R - - <R — 0.
tgh?,);] (R2e2it + 1)2(R2e2t 1+ 4)| — " (R2 —1)2(R? — 4)
Vi
R .
2i
(]
i
®
Th
Obrazek 3: Integra¢ni kiivka pro vypocet integrélu fj:oo mdx.



