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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké
tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 15 15 10 30 30 100

Źıskáno

1.[15] Budiž dána funkce

f(z) =
ez

(2z + 1)2
.

V bodě z0 = − 1
2 :

1. najděte Laurentovu řadu funkce f(z),

2. spočtěte reziduum,

3. určete typ singularity.

Řešeńı:

Nejprve spočteme Laurentovu řadu, rozvoj exponenciály v okoĺı požadovaného bodu je

ez = e−
1
2+(z+ 1

2 ) = e−
1
2 ez+

1
2 = e−

1
2

+∞∑
k=0

(
z + 1

2

)k
k!

,

jmenovatel (2z + 1)2 je již ve vhodném tvaru, celkem

ez

(2z + 1)2
=

ez

4(z + 1
2 )2

=
e−

1
2

4

+∞∑
k=0

(
z + 1

2

)k−2
k!

=
e−

1
2

4

+∞∑
k=−2

(
z + 1

2

)k
(k + 2)!

.

Z Laurentovy řady v okoĺı bodu z0 = − 1
2 okamžitě vyčteme zbývaj́ıćı charakteristiky,

reziduum v bodě z0 = − 1
2 je rovno koeficientu u mocniny

(
z + 1

2

)−1
, tedy

Resz=− 1
2

=
e−

1
2

4
,

singularita je zjevně pól násobnosti dva.
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2.[15] Nalezněte všechny singularity funkce

f(z) =
1

z(1 + eaz)
,

kde a ∈ R+ je dané kladné reálné č́ıslo. Pro každou singularitu určete jej́ı typ a spočtěte
reziduum.

Řešeńı:

Zjist́ıme, ve kterých bodech je jmenovatel roven nule, jeden takovýto bod je zřejmě

z = 0,

a tento bod je zjevně jednoduchým pólem zkoumané funkce. Dále je potřeba naj́ıt kořeny
rovnice

1 + eaz = 0,

což je ale snadné (nesmı́me zapomenout na mnohoznačnost použ́ıvaných funkćı)

zk =
(2k − 1)π

a
i, k ∈ Z,

Nalezené kořeny rovnice 1 + eaz jsou jednonásobné – to lze např́ıklad nahlédnout z Lau-
rentovy řady funkce 1 + eaz, skutečně

1+eaz = 1+e−azk+a(z+zk) = 1−ea(z+zk) = 1−
+∞∑
k=0

(z + zk)
k

k!
= (z + zk)

+∞∑
k=1

(z + zk)
k−1

k!
.

Protože jsou kořeny rovnice 1+eaz jednonásobné, zkoumaná funkce bude v těchto bodech
mı́t jednonásobné póly. Rezidua spočteme dle věty

Bud’te f(z), g(z) holomorfńı funkce na okoĺı bodu z0 a necht’ má funkce g(z)
v bodu z0 kořen násobnosti jedna, pak

Resz0
f(z)

g(z)
=

f(z)

g′(z)

∣∣∣∣
z=z0

.

v našem př́ıpadě tedy

Resz=0
1

z(1 + eaz)
=

1

1 + eaz

∣∣∣∣
z=0

=
1

2
,

Resz=zk
1

z(1 + eaz)
=

1

azeaz

∣∣∣∣
z=zk

= − 1

a (2k−1)π
a i

=
i

(2k − 1)π
.
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3.[10] Najděte obraz množiny M =
{
z ∈ C|Arg z ∈

[
0, π3

]}
při zobrazeńı f(z) = iz3. Podrobně

vysvětlete.

Řešeńı:

Všechny body v dané množině lze zřejmě popsat v polárńıch souřadnićıch jako

z = teiϕ, t ∈ [0,+∞], ϕ ∈
[
0,
π

3

]
,

dosad́ıme-li tento předpis do funcke iz3, dostaneme

f(z) = it3e3iϕ = t3ei(3ϕ+
π
2 ),

protože však bylo t ∈ [0,+∞) je také a = t3 ∈ [0,+∞), úhel α = 3ϕ+ π
2 se pak pohybuje

v intervalu
[
π
2 ,

3
2π
]
. Popis nových bod̊u v polárńıch souřadnićıch je tedy

z = aeiα, a ∈ [0,+∞], α ∈
[
π

2
,

3

2
π

]
,

obrazem hledané množiny je tud́ıž poloprostor f(M) = {z ∈ C| <(z) ≤ 0}.
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4.[30] Spočtěte integrál ∫ 2π

0

cos2 x

5 + 4 sinx
dx.

Řešeńı:

Použijeme standardńı substituci,

cosx =
eix + e−ix

2
,

sinx =
eix − e−ix

2i
,

z = eix,

odkud plyne dz = iz dx. Je-li x ∈ (0, 2π), pak |z| = 1, a integrace tedy po substituci
přejde na integraci přes jednotkovou kružnici. Označme si

f(z) =def
1

iz

1
4 (z + z−1)2

5 + 2
i (z − z−1)

Po provedeńı substituce dostaneme∫ 2π

0

cos2 x

5 + 4 sinx
dx =

∫
|z|=1

f(z) dz.

Stač́ı tedy spoč́ıst residua f(z) v singularitách, které jsou uvnitř jednotkové kružnice,
viz Obrázek 2. Funkci f(z) uprav́ıme tak, abychom snadno identifikovali jej́ı singularity,

1

iz

1
4 (z + z−1)2

5 + 2
i (z − z−1)

=
1

4z2
(z2 + 1)2

5iz + 2z2 − 2
=

1

4z2
(z2 + 1)2

(z + 2i)(2z + i)

z čehož okamžite vid́ıme, že stač́ı spoč́ıst rezidua v bodech 0 a − i
2 , přičemž v bodě 0 má

funkce pól násobnosti dva, a v bodě − i
2 má funkce pól násobnosti jedna. (Singularita

z0 = −2i lež́ı vně jednotkové kružnice.) Jest

Res− i
2
f(z) =

1

4z2
(z2 + 1)2

2(z + 2i)

∣∣∣
z=− i

2

=
3

16
i

Res0 f(z) =
d

dz

(
1

4

(z2 + 1)2

(z + 2i)(2z + i)

)∣∣∣∣
z=0

= − 5

16
i,

kde jsme využili pomocné věty pro výpočt residua, které zńı

Bud’te f(z), g(z) holomorfńı funkce na okoĺı bodu z0 a necht’ má
funkce g(z) v bodu z0 kořen násobnosti jedna, pak

Resz0
f(z)

g(z)
=

f(z)

g′(z)

∣∣∣∣
z=z0

.
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a

Bud’ f(z) komplexńı funkce, která má v bodě z0 pól násobnosti
nejvýše n, pak

Resz0 f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

(
dn−1

dzn−1
((z − z0)nf(z))

)
.

Dle reziduové věty je tedy∫ 2π

0

cos2 x

5 + 4 sinx
dx =

∫
|z|=1

f(z) dz = 2πi
(

Res− i
2
f(z) + Res0 f(z)

)
= 2πi

(
3

16
i− 5

16
i

)
=
π

4
.
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5.[30] Spočtěte integrál (ve smyslu hlavńı hodnoty)∫ ∞
0

x3 sinx

x4 − 1
dx.

K výpočtu integrálu můžete použ́ıt křivku načrtnutou na Obrázku 1.

0
−1 1

ε ε

Ri

Obrázek 1: Integračńı křivka pro výpočet integrálu
∫∞
0

x3 sin x
x4−1 dx.

Řešeńı:

Protože se jedná o funkci sudou lze snadno nahlédnout, že∫ ∞
0

x3 sinx

x4 − 1
dx =

1

2
=
(∫ ∞
−∞

f(z) dz

)
,

kde f(z) =def
z3eiz

z4−1 . Povšimneme si, že

f(z) =
z3eiz

z4 − 1
=

z3eiz

(z2 − 1) (z2 + 1)
.

Funkce f má tedy singularity (póly násobnosti jedna) v bodech ±1 a ±i. Protože funkce f
má póly i na reálné ose muśıme se jim při integraci vyhnout. Voĺıme tedy křivku ϕε,R,
viz Obrázek 1, kde ϕε,R =def ϕ

1
ε,R + ϕ2

ε,R + ϕ3
ε,R + ϕ4

ε,R a

ϕ1
ε,R : z = t, t ∈ (−R,−1− ε) ∪ (−1 + ε, 1− ε) ∪ (1 + ε,R),

−ϕ2
ε,R : z = εeit − 1, t ∈ (0, π),

−ϕ3
ε,R : z = εeit + 1, t ∈ (0, π),

ϕ4
ε,R : z = Reit, t ∈ (0, π).

Spočtěme rezidua funkce f v bodech ±1, i.

Res±1 f(z) =
z3eiz

(z2 + 1)(z ± 1)

∣∣∣∣
z=±1

=
1

4
e±i

Resi f(z) =
z3eiz

(z2 − 1)(z + i)

∣∣∣∣
z=i

=
e−1

4
.

Při výpočtu residúı jsme použili lemma, které ř́ıká:
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Bud’te f(z), g(z) holomorfńı funkce na okoĺı bodu z0 a necht’ má
funkce g(z) v bodu z0 kořen násobnosti jedna, pak

Resz0
f(z)

g(z)
=

f(z)

g′(z)

∣∣∣∣
z=z0

.

Použit́ım reziduové věty tedy dostaneme∫
ϕε,R

f(z) dz = 2πiResi f(z) =
πi

2e

Celkem dostáváme∫ +∞

−∞
f(z) dz = −πie−1 − lim

R→∞
ε→0+

(∫
ϕ2
ε,R

f(z) dz +

∫
ϕ3
ε,R

f(z) dz +

∫
ϕ4
ε,R

f(z) dz

)

Zbývá odhadnout posledńı tři integrály. Na posledńı použijeme Jordanovo lemma, to
jest ukážeme, že

lim
R→∞

∫
ϕ4
ε,R

eizz3

z4 − 1
dz = 0.

Jordanovo lemma zńı takto:

Bud’ α, β ∈ R, α < β a uvažujme funkci f spojitou na množině A ={
z ∈ C| z = Reis, R > ρ, s ∈ [α, β]

}
, kde ρ ∈ R+ je dané kladné reálné č́ıslo.

Označme
MR =def max

z∈γR
f(z),

kde křivka γR je kruhový oblouk o poloměru R vymezený úhly α a β, aneb

γR =
{
z ∈ C| z = Reis, s ∈ [α, β]

}
.

Pak plat́ı:

1. Je-li limR→+∞RMR = 0, pak lim
R→+∞

∫
γR
f(z) dz = 0.

2. Je-li limR→+∞MR = 0 a je-li [α, β] ⊂ [0, π], pak lim
R→+∞

∫
γR

eiδzf(z) dz = 0,

kde δ > 0 je libovolné kladné reálné č́ıslo.

Potřebujeme tedy ukázat, že

MR = max
z∈C;|z|=R,=(z)≥0

∣∣∣∣ z3

z4 − 1

∣∣∣∣→ 0,

pro R→ +∞. Ale toto je zřejmě splňeno, stač́ı si kupř́ıkladu uvědomit, že

∣∣z4 − 1
∣∣ =

∣∣R4 cos s+ iR4 sin s− 1
∣∣ =

√
(R4 cos s− 1)

2
+ (R4)

2
sin2 s

=

√
(R4)

2 − 2R4 cos s+ 1 ≥
√

(R4)
2 − 2R4 + 1 =

√
(R4 − 1)

2
=
∣∣R4 − 1

∣∣ ,
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odkud pro všechna R > 1 plyne, že∣∣∣∣ z3

z4 − 1

∣∣∣∣ ≤ R3

R4 − 1
.

Na zbývaj́ıćı integrály použijeme lemma o obcházeńı jednonásobného pólu, které můžeme
použ́ıt, d́ıky tomu, že funkce f má v bodech ±1 jednoduché póly a na okoĺı těchto bod̊u
je holomorfńı.

Lemma o obcházeńı jednonásobného pólu ř́ıká:

Bud’ funkce f meromorfńı funkce v okoĺı bodu z0 a bud’ tento bod jej́ım
pólem násobnosti jedna. Uvažujme kladně orientovanou křivku γε, která je
kruhovým obloukem o poloměru r vymezeným úhly α, β ∈ R, α < β, aneb

γε =
{
z ∈ C| z = z0 + εeis, s ∈ [α, β]

}
.

Pak plat́ı

lim
ε→0+

∫
γε

f(z) dz = i (β − α) Resz0 f.

S použit́ım lemmatu tedy dostaneme

lim
ε→0+

∫
ϕ2
ε,R

f(z) dz = −πiRes−1 f(z) = −πie
−i

4
,

lim
ε→0+

∫
ϕ3
ε,R

f(z) dz = −πiRes1 f(z) = −πie
i

4
.

(Residua jsme spočetli výše.) Celkem∫ ∞
0

x3 sinx

x4 − 1
dx =

1

2
=
(∫ ∞
−∞

f(z) dz

)
=

1

2
=
(
πi

(
1

2e
+

(
e−i

4
+
ei

4

)))
=

1

2
=
(
i
π

2

(
1

e
+ cos 1

))
=
π

4

(
1

e
+ cos 1

)
.
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−1 1

−i

i

0

− i
2

Obrázek 2: Integračńı křivka pro výpočet integrálu
∫ 2π

0
cos2 x

5+4 sin x dx.


