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Jednotlivé kroky pii vypoctech stru¢né, ale co nejpiesnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké
tvrzeni, nezapomerte ovérit splnéni predpokladi.

Jméno a piijment:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 15 15 10 30 30 100
Ziskano

[15] 1. Budiz déna funkce

eZ

V bodé zg = —%:

1. najdéte Laurentovu fadu funkce f(z),
2. spoctéte reziduum,

3. urcete typ singularity.

Reseni:

Nejprve spocteme Laurentovu fadu, rozvoj exponencidly v okoli pozadovaného bodu je

+oo 1\k
e? = eféJr(er%) —_ 67%62+% — 67% Z M
ko

k=0

jmenovatel (2z + 1)? je jiz ve vhodném tvaru, celkem

S R Y CES) B BN CHT )
(22+1)2  4(z+3)2 4 kZ:OT N TkEQW.
7 Laurentovy tady v okoli bodu zg = —% okamzité vycteme zbyvajici charakteristiky,
reziduum v bodé zy = f% je rovno koeficientu u mocniny (z + %)71, tedy
1
RESZ:_% = 642 ,

singularita je zjevné pol nasobnosti dva.
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2. Naleznéte vSechny singularity funkce

1
z)= ——0r,
£6) = srvay
kde a € RT je dané kladné redlné &islo. Pro kazdou singularitu urcete jeji typ a spoctéte
reziduum.
Reseni:

Zjistime, ve kterych bodech je jmenovatel roven nule, jeden takovyto bod je zfejmé

z=0,

rovnice
az __
14 ¢e%* =0,

coz je ale snadné (nesmime zapomenout na mnohozna¢nost pouzivanych funkef)
2k — 1)m .
s=ZEUT ey,
a

rentovy fady funkce 1 + e%*, skutecné

+

00 k 00 k—
1+6az _ 1+efazk+a(z+zk) _ 176a(z+zk) —1— (Z + Zk) (Z + Zk)
k!

k!

ES
Il
o

k=

=

mit jednonasobné poly. Rezidua spocteme dle véty

Bud'te f(z), g(2) holomorfni funkce na okoli bodu zg a nechf m4 funkce g(z)
v bodu zy kofen nasobnosti jedna, pak

hes,, 1) _ JC)
9(z)  g(2) .=,
v naSem piipadé tedy
1 1 1
Res,.— = = -,
O2(1+ew)  14e=| _, 2
1 1 1 i
R =2 = = — = .
€S k (1 + eaz) azed® . a(2k71)7ri (Qk; _ 1)7‘(’

a tento bod je zjevné jednoduchym poélem zkoumané funkce. Déle je potieba najit kofeny

Nalezené koteny rovnice 1+ e** jsou jednonasobné — to 1ze napiiklad nahlédnout z Lau-

:(z+zk) -

Protoze jsou koteny rovnice 1+e%* jednondsobné, zkoumana funkce bude v téchto bodech
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[10] 3. Najdéte obraz mnoziny M = {z € C|Argz € [0, %]} pri zobrazeni f(z) = iz3. Podrobné
vysvétlete.

Reseni:
Vsechny body v dané mnoziné lze zfejmé popsat v polarnich soufadnicich jako
i m
z=te", t€0,+00], p € {0,5] ,
dosadime-li tento piedpis do funcke iz3, dostaneme

f(Z) _ it363iap _ tSGi(&er%)’

protoze vSak bylo t € [0, +00) je také a = t3 € [0, +00), tthel @ = 3¢+ 7 se pak pohybuje
v intervalu [g, %ﬂ Popis novych bodu v polarnich soutradnicich je tedy

, 3
z=uae'", a€[0,+x], a € [2’24 ’

obrazem hledané mnoziny je tudiz poloprostor f(M) = {z € C|R(z) < 0}.
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4. Spoctéte integral

27 2
/ cos a: da
o O+4sinx

Reseni:

Pouzijeme standardni substituci,

ei:z: + efia:
cosT = 5 ,
) i _ e—ia:
sinx = -
2i ’
z=e",

odkud plyne dz = izdz. Je-li z € (0,27), pak |z| = 1, a integrace tedy po substituci
piejde na integraci pfes jednotkovou kruznici. Ozna¢me si

1 i(z+271)?
def G2 5+ 2(z—271)

f(z) =

Po provedeni substituce dostaneme

27 2
/ w dz = / f(z) dz.
o O+4sinzx |2|=1

Staci tedy spocist residua f(z) v singularitdch, které jsou uvniti jednotkové kruznice,
viz Obrdzek 2. Funkei f(z) upravime tak, abychom snadno identifikovali jej{ singularity,

1o+ 1 (P42 1 (P42
125+ 2(z—271)  4225iz+222 -2 422 (2 + 20)(22 + 1)

?

z tehoz okamzite vidime, Ze stacf spocist rezidua v bodech 0 a —3, pfic¢emz v bodé 0 m4

funkce pdl nasobnosti dva, a v bodé —% m4 funkce pdl ndsobnosti jedna. (Singularita
zo = —2i lezi vné jednotkové kruznice.) Jest
1 (2% +1)2 3
Res_ =" =—1
s JE) = el s T 16

5 .
= ——Z’

d /1 (22 +1)2
16

Resg f(z) = P (4 (z +2i) (22 + 1)

z=0

kde jsme vyuzili pomocné véty pro vypoct residua, které zni

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okoli bodu 2o a nechf m4
funkce g(z) v bodu zp kofen ndsobnosti jedna, pak

Res., @ _ 1)

9(2) () |.—,
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Bud f(z) komplexni funkce, kterd ma v bodé zp pél ndsobnosti
nejvyse n, pak

Rese, /(2) = o i (S0 (=) 1021 ).

(n—1)! 2=z

Dle reziduové véty je tedy

T ocos?x ; . .
/0 " dr= /|Z|_1 f(2) dz = 2mi <R657% f(2) 4+ Resg f(z))

54 4sinx
3. 5 . T
=2mi|—=i— —i) = —.
16 16 4
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[30] 5. Spoctéte integral (ve smyslu hlavni hodnoty)

* gisinz
47d$.
0 x*—1

K vypoctu integralu muzete pouzit kiivku naértnutou na Obrazku 1.

Obrazek 1: Integraéni kiivka pro vypocet integrélu fooo “”;fij‘lx dz.

Reseni:

Protoze se jedna o funkci sudou lze snadno nahlédnout, ze

* z3sinx 1 OC
/0 x4_1dx=2i‘s</mf(z)dz>,

kde f(z) =qet Z%7. Povsimneme si, ze

ZSGiz ZSGiz

z4—1:(22—1)(z2+1)'

flz) =

Funkee f m4 tedy singularity (pSly ndsobnosti jedna) v bodech +1 a +i. Protoze funkce f
ma pély i na redlné ose musime se jim pii integraci vyhnout. Volime tedy kfivku ¢ g,
viz Obrazek 1, kde ¢, r =det <p;7R + @?)R + @?)R + <p§7R a

cp;R: z =1, te(—R,-1—-¢e)U(-1+¢&1—¢)U(l+¢,R),
R z=ce —1, t e (0,m),
—cpg”R: z=ce +1, t e (0,m),

QiR z = Re', t e (0,m).

Spoctéme rezidua funkce f v bodech +1, i.

deiZ 1 +3
Resj:l f(Z) - m 2==4+1 Ze
23ei% e~ !
Resi /)= e+~ 1

P1i vypocétu residui jsme pouzili lemma, které rika:
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Bud'te f(z), g(z) holomorfni funkce na okoli bodu 2y a necht m4
funkece g(z) v bodu zp kofen ndsobnosti jedna, pak

Res., M _ 1)

9(2) g ()],

Pouzitim reziduové véty tedy dostaneme

(z) dz = 2miRes; f(2) = mi

oo 2e

Celkem dostavame

+oo
/ f(2)dz = —mie™! — lim (2) dz +/
oo R—o0 ng 3

e—0+ e, R

F(2) dz+/4

Pe,R

Zbyva odhadnout posledni tii integraly. Na posledni pouzijeme Jordanovo lemma, to
jest ukazeme, ze
eizZS

Z4_1dz:0.

lim
R—o0

4
LPE,R

Jordanovo lemma zni takto:

Bud a,8 € R, a < B a uvazujme funkci f spojitou na mnoziné A =
{2 €C|lz=Re",R>p, s € |a,B]}, kde p € R je dané kladné relné &islo.
Oznatme
MR =def MaX f(z)v
ZEYR

kde kiivka v p je kruhovy oblouk o poloméru R vymezeny dhly « a /3, aneb
Yr={2€Clz=Re", s€[a,b]}.
Pak plati:
1. Je-li limp_s 4 0o RMg = 0, pak RLHEoo f,YR f(z)dz = 0.
2. Je-lilimpg_ 100 Mg = 0aje-li[a, 8] C [0, 7], pak RETOO f'ra %% f(z)dz = 0,
kde 6 > 0 je libovolné kladné redlné ¢islo.
Potiebujeme tedy ukazat, ze

3
z4—1

max — 0,
z€GC;|2|=R,S(2)>0

pro R — +oo. Ale toto je zfejmé spliieno, staci si kuptikladu uvédomit, ze

|z* = 1| = |R" coss + iR*sins — 1| = \/(R4coss —1)® 4+ (R*)’sin®s

— \/(R4)2—2R4coss+12 \/(R4)2—2R4+1: \/(1%41—1)2 =|R" -1

b
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odkud pro vSechna R > 1 plyne, ze

23 RS
< .
24—1‘_}24—1

Na zbyvajici integraly pouzijeme lemma o obchézeni jednondsobného pélu, které muzeme
pouzit, diky tomu, ze funkce f mé v bodech +1 jednoduché pély a na okoli téchto bodu
je holomorfni.

Lemma o obchazeni jednondsobného pdlu tikéa:

Bud funkce f meromorfni funkce v okoli bodu zy a bud tento bod jejim
pélem ndsobnosti jedna. Uvazujme kladné orientovanou kiivku «,, ktera je
kruhovym obloukem o poloméru r vymezenym uhly «, 5 € R, a < 3, aneb

v.={z€Clz =2 +¢e", s €[a,p]}.
Pak plati

e—0+

lim LE f(z)dz =1i(8 — @) Res,, f.

S pouzitim lemmatu tedy dostaneme

—i

e

lim / f(z) dz = —miRes_; f(z) = —WiT,
¢ R

e—0+

el

lim / f(z) dz = —miRes; f(z) = —mi—.
‘PS,R 4

e—0+

(Residua jsme spocetli vyse.) Celkem
* r3sinx 1 o0
/0 x4_1dx:2$</mf(z)dz)
1 et €

-2 (e (75)) =2 (5 (o)) =5 (oemt)




NMAF062, ZS 2017-2018  Zapoctova pisemnd prace — skupina A 19. dubna 2018

C052 x

5+4sinx

Obrazek 2: Integraéni kiivka pro vypocet integrélu f027r



