Klasické ilohy mechaniky kontinua NMMO 432, ZS 2016/2017 Odevzdat 15. kvétna 2017

Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale presné odiuvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomente ovérit splnéni
predpokladu.

Uvazujte proudéni nestlacitelné Navier—Stokes tekutiny v rovinném kandlu. V bezrozmérnych proménnych se tedy
zajimame o proudéni popsané soustavou rovnic

dv 1
— =-Vp+—A 1
dt ve Re v (1a)
divv =0, (1b)
s okrajovou podminkou
V|, =0. (1)

Rychlostni pole V, které je fesenim tlohy (1) za piedpokladu konstatniho tlakového gradientu ve sméru osy z, je rychlostn{
pole s parabolickym profilem,
V = Vie;, (2)
kde V# = (1 -72).
Zajimame se o ¢asovou evoluci poruseného rychlostniho pole v = V +v’, kde porucha v’ splituje stejné okrajové podminky
jako V a navic je periodickd ve sméru osy z.

1. Pfipomeiite si, Ze linearizovand evolu¢ni rovnice pro poruchy v’ viuci zdkladnimu rychlostnimu poli V je

85"1’5 +(v'0V)V+(VOV)V':—Vp'+é

AV’ (3)

Ukazte, ze aplikaci operdtoru divergence na evoluéni rovnici pro poruchy lze odvodit diferencidlni rovnici pro tlak p’ ve
tvaru

~Ap =2(vv): (VV)". (4)

2. Vyuzijte vztah (4) a zformulujte evoluéni rovnici pro Av’ (Laplacetuv operator aplikovany na vektor v’.) Tuto rovnici
oznacte (A).

3. Zformulujte evoluéni rovnici pro rot v/ (Laplaceuv operédtor aplikovany na vektor v’.) Tuto rovnici oznacte (B).
4. Predpoklddejte, ze rychlostn{ pole v/ = v/(x,t) je ddno ve tvaru
v/ (x,t) = V(y)el ozt ()

kde v(y) je komplexni funkce proménné y, o a 8 jsou redlnd ¢&isla a w je komplexnf ¢islo.

(a) Ukazte, Ze pokud je splnéna okrajovd podminka v'(x,t)] =0, pak pro vektor v(y) plati okrajové podminky

y==x1
v =0, (6a)
ds9
= -o (6b)
dy
y=+1

(b) Ukazte, ze pokud zname y slozku rychlostniho pole v, to jest ¥7, a dale y slozku rotace rychlostniho pole v, to jest
(rot v)", pak dokazeme kompletné zrekonstruovat vsechny slozky vektoru v. (Najdéte prosim explicitni vztah pro
¥ a ¥ jakozto funkci ¥/ a (rotv)Y.)

(¢) Uvédomte si, ze pokud je imagindrni ¢dst w kladnd, pak porucha v’ roste v case.

5. Pouzijte (5) a rovnici (A) a ukazte, Ze y slozka rychlostniho pole ¥, to jest ¥9, spliiuje rovnici

2 2y 2 2 2
(—iw+iaV2)(ddy2—kz)f/g—ia{zydd;g :Pie(d—/#) ¥, (7a)

kde k% =4t a® + 3%. Pouzijte (5) a rovnici (B) a ukazte, Ze y slozka rotace rychlostniho pole rot v, to jest 77 =4e¢ (rot \7)@,
spliiuje rovnici

5\ -5 ;dVE 1 d? ;
(-iw +iaV?) 7? +ip7Y O =Re(dy2—k2)f7y. (7b)

6. Uvazujte Orr—Sommerfeld rovnici
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kde okrajové podminky jsou dény (6). (To jest rovnici (7a) s 8=0.) Uloha mé4 zjevné tvar
iwBd = AvY, (8)

kde A a B jsou diferencialni operatory, coz je zobecnény problém pro vlastni ¢isla w. Pouzijte vasi oblibenou numerickou

metodu a najdéte vlastni ¢isla w pro hodnoty parametru Re = 6000, o = 1.020 a Re = 5000, o = 1.020. (Vlastn{ ¢isla

vykreslete v komplexni roviné a uved'te numerické hodnoty prvnich tif vlastnich &fsel, fazeno vzestupné podle velikosti
imagindrn{ ¢ésti.)

Diskuse: Cely problém stability proudéni se ndm podafilo redukovat na tilohu hledani vlastnich ¢isel jistych jednoduchych
diferencidlnich peratort. Pro zvolené Reynoldsovo ¢islo Re postupné prochézime vSechna « a zkouméame, zda vSechna vlastni
¢isla problému (8) maji zadpornou imgindrni ¢dst. Pokud ano, proudéni je v daném rezimu, to jest pro dané Reynoldsovo
¢islo, linedrné stabilni. Pokud pro dané Reynoldsovo éislo Re existuje « takové, ze alespon jedno vlastni ¢islo ilohy (8) mé
kladnou imaginarni ¢ast, tak je proudéni v daném rezimu linedrné nestabilni.

Néavod: Diskusi numerického feseni Orr—Sommerfeld rovnice najdete napiiklad v pracich Trefethen (2000) a Weideman
and Reddy (2000). Tamtéz jsou dosupné vzorové skripty v prostiedi MATLAB, které muzete vyuzit k feSeni zadané dlohy.
(Pokud byste méli potize se ziskdnim zminénych textu, tak mné prosim napiste email a j& vdm poslu kopii.)

Pozndmka: V prubéhu fesen{ jsme “zahodili” rovnici (7b) a zvolili jsme [ = 0. Samoziejmé pro to existuje dobry duvod.
V piipadé, ze vés tato zdhada zajimd, muZzete si precist puvodni ¢ldnek Squire (1933).
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