
KLASICKÉ ÚLOHY V MECHANICE KONTINUA – ZKOUŠKOVÉ PŘÍKLADY

VÍT PRŮŠA

Problém 1. Uvažujte následuj́ıćı systém obyčejných diferenciálńıch rovnic pro t ≥ 0,
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Ukažte, že u = [
u
v
] = 0 je (stacionárńı) řešeńı daného problému. Vyšetřete metodami linearizované teorie stability stabilitu

tohoto stacionárńıho řešeńı. Ukažte, že

(1) vlastńı č́ısla př́ıslušného lineárńıho operátoru jsou záporná pro jakékoliv (kladné) Reynoldsovo č́ıslo Re,
(2) poruchy jdou k nule—vysvětlete, co se t́ım mysĺı—pro t→ +∞,
(3) poruchy mohou přechodně (pro malé časy t) r̊ust.

Nyńı uvažujte plně nelineárńı systém. Ukažte, že

(1) existuje Reynoldsovo č́ıslo Re (malé), takové, že jakákoliv porucha stacionárńıho řešeńı jde k nule pro t→ +∞,

(2) existuje Reynoldsovo č́ıslo Re (velké) a počátečńı podmı́nka u0 = [
u0

v0
] , taková, že porucha vycházej́ıćı z této počátečńı

podmı́nky nekonverguje k nule pro t→ +∞. (Systém m̊užete vyřešit numericky.)

Dokázali byste načrtnout fázový portrét pro uvažovaný systém? Co všechno z něj dokážete vyč́ıst? Jak se fázový portrét měńı
s rostoućım Re?
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Obrázek 1. Bipolárńı souřadný systém.

Problém 2. Uvažujte bipolárńı souřadný systém v R2, viz Obrázek 1. Vztah mezi kartézskými souřadnicemi x, y a bi-
polárńımi souřadnicemi α, β je

x =
a sinhα

coshα − cosβ
, y =

a sinβ

coshα − cosβ
.

přičemž β ∈ [0,2π], α ∈ [α1, α2] a a je daný parametr. Ukažte, že souřadnicové křivky, to jest křivky β = const. a α = const.
jsou dány implicitńımi rovnicemi

(x − a cothα)
2
+ y2

=
a2

sinh2 α
, x2

+ (y − a cotβ)
2
=

a2

sin2 β
.

Najděte tečné vektory k těmto křivkám a označte je eα a eβ. Najděte složky metrického tenzoru gij a ukažte, že Christoffel

symboly Γααα a Γβββ jsou dány vztahy

Γααα = −
sinhα

coshα − cosβ
, Γβββ = −

sinβ

coshα − cosβ
,

přičemž pro zbývaj́ıćı Christoffel symboly plat́ı Γβαβ = Γααα, Γαββ = −Γααα, Γβαα = −Γβββ, Γααβ = Γβββ. Najděte vztah

pro ∆φ. (Laplace operátor p̊usob́ıćı na skalárńı funkci.)
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Poznámka (9. června 2015, Petr Pelech): Původńı obrázek k bipolárńımu souřadnicovému systému je špatně, správný
obrázek je přiložen ńıže.
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Obrázek 2. Bipolárńı souřadný systém – oprava.


