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I= / TdS,
S

[10] 30. Spoctéte plosny integral

kde vektor T € R3 je dan piepisem

a plocha S = OM je déna jako povrch télesa M = {x € R?|z? +y? < 22,2 € [0,h]} a je
orientovana ve sméru vnéjsi normély. Integral spoctéte:

e pifmo dle definice,

e s pomoci Stokesovy véty.

ResSeni:

Integral |, 5 TdS nejdiive spocteme podle Stokesovy véty, ta méd v tomto piipadé tvar

/ TdS:/ div TdV.
oM M

Divergence vektorového pole T je

T T T?
diVTZaa—x—Faa—y—Faa—z:2x+2y+2z:2(x+y+z).

Parametrizace mnoziny M (mnozina M je zfejmé kuzel, viz obrdzek 12) je nésledujci

T = 1 COS P,
(I’(Ta%z) = ?JZTSin%
z=u.
kde r € [0,v], ¢ € [0,27], v € [0,h]. Objemovy element najdeme jako determinant

Jacobiho matice

AV = det Jdpdvdr = det |24 94 9| qodpdr

cosp —rsing 0
=det |singp rcosg 0] dedvdr = rdedvdr.
0 0 1

Objemovy integral na pravé strané Stokesovy véty tedy je

27 h v 27 h v
2 / / / (x +y + z) rdpdvdr = 2/ / / (r (cos @ + sin ) + v) dpdodr
=0 Jv=0 Jr=0 @=0 Jv=0 Jr=0

h v h v 27°Y 41h h4
= 47r/ / vrdvdr = 471'/ / v [T—} dv =27 [U—] =T—.
v=0 Jr=0 v=0 Jr=0 2 0 4 v=0 2
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P#i pfimém vypoctu bez pouziti Stokesovy véty postupujeme nasledujicim zptisobem.
Parametrizace hranice mnoziny M (coz nenf nic jiného nez kuzel) rozdélime na parame-
trizaci plasté a parametrizaci podstavy. Pro plasf mame kupiikladu parametrizaci

T = 1Cosp,
O(r,p) =y =rsing,
z=m,

kde ¢ € [0,27], r € [0, h]. Zafixujme pofadi proménnych [r, |, pak je vektor dS dén

jako
4 d cos —rsing —7 COS —Ccos
— X — = |[singp| X | rcosp | = | —rsing| =7 [ —sinp
dr— dy 1 0 r 1

Vektor normaly mii{ v tomto piipadé dovniti télesa, zvolend parametrizace je tedy
opacna k parametrizaci podle vnéjsi normaly — budeme muset zménit znaménko vysledného

integralu. Daéle je

z? —cos 72 cos? —cos
TedS= [y?| er | —sing| = |r?sin®¢| er | —sinp | = —13 (cosgga+sin‘3<p)+r3.
22 1 r? 1

Pro hledany integral tudiz konecné dostaneme vyjadieni

h 2m
/l”t’ TedS = / / (=13 (cos® ¢ + sin® ) +1%) drdyp
plas r=0 J =0
h B

h 21 5 7"4
= r’drdy = 2w [—} =r—.
/r:0 /cp—() 41, 2

V koneéném vysledku budeme pochopitelné tento integral uvazovat se znaménkem minus
(viz diskuse orientace). Zbyva zintegrovat pies podstavu. Parametrizace podstavy je

kupiikladu
T =T oS p,

O(r,p) =y =rsing,

z = h,
kde ¢ € [0, 2], r € [0, h]. Zfixujme pofad{ proménnych [r, o], pak je vektor dS ddn jako
dd  do cos —rsinp 0 0
d—xd—: sing| X | rcose | = [0 =7 (0
T 0 0 r 1

Vektor normdly miti vné télesa a parametrizace tedy odpovida orientaci podlé vnéjsi

normdly. Déle je

r? cos? ¢ 0

2sin®@ | or |0| =rh%
h? 1

0
TedS= |y?|er |0| = |r
1
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Spocteme integral

h 27 r21"
/podstavaT edS = / / rh2drdh = 27h? [—} = mh*,
r=0 J =0 2 r=0

vysledek integrace pies podstavu secteme s vysledkem integrace pies plast

h* h*
/ TedS = TOdS—i—/ TedS=—7— +7h* = 71—,
oM plast podstava 2 2

coz je kupodivu totéz jako kdyz jsme pocitali pomoci Stokesovy véty.




