1 Predikatova logika

1.1 Definice kvantifikatoru

Znaceni 1.1 (univerzalni kvantifikator) Univerzdlni kvantifikace formalizuje

“

obraty bézného jazyka ,pro kazdé ... “ (poptipadé ,pro vSechna ... “ nebo ,pro
libovolné ... “ atd.). Symbolicky zdpis téchto obrati je pak (p(x) je néjakd for-
mule)

Va : o(z),

obcas se pouzivd i zapis \x : o(x).

Znaceni 1.2 (existenéni kvantifikdtor) FEzistencéni kvantifikace formalizuje
obraty bézného jazyka existuje ... “ (popripadé ,existuje aspori jeden ... “atd.).
Symbolicky zdpis téchto obrati je pak (p(x) je néjakd formule)

Az : (),
obcéas se pouzivd i zdpis \/ x : p(x).

Pozndmka 1.3 ZnaceniV pochdzi z némeckého allgemein (obrdcené pismeno A)
a znaceni 3 z némeckého existiert (obrdcené pismeno E). Kvantifikdtory zavedl
v roce 1879 v dile Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formel-
sprache des reinen Denkens némecky matematik Gottlob Frege.

Poznamka 1.4 (vzdjemnd definovatelnost kvantifikatori) V klasické! pre-
dikdtové logice se obuykle definuje pouze jeden kvantifikdtor a druhy se chdpe jako
zkratka tj. zvolime-li za zdkladni univerzdlni kvantifikdtor ¥ je pak 3 zkratkou ve
smyslu

Fz: p(x) =der - (Vo : p(2))

Poznamka 1.5 (kvantifikdtory na koneénych mnozinach) Bud A = {a1,az,...,a,}
néjakd konecénd mnozina. Pak lze kvantifikdtory chdpat jako zkratky ve smyslu

Vz e A:p(x) & ¢ar) Aplaz) A+ Aplay),

resp.
Jr e A: o) plar) Velaz) V- Vp(ay).

Univerzdlni kvantifikdtor je tedy cosi jako ,obrovskd“ konjunkce a existencni
kvantifikdtor je cosi jako ,obrovskd“ disjunkce. Odtud pak pochdzi obcas uzZivané
alternativnd znacen? \x : p(x) pro univerzdlni kvantifikdtor a \/ x : p(zx) pro
existencni kvantifikdtor.

Na konecnijch mnozindch lze také velmi snadno osvétlit vztah mezi obéma
kvantifikdtory ve smyslu pozndmky 1.4. Mdme totiZ

~(Vz € A p(2) & = (mp(ar) A =plaz) A= A=p(an))

1V jinych logickych systémech, napf. v intuicionistické logice vzdjemnd definovatelnost
kvantifikdtoru neplati a je tieba zavést oba kvantifikdtory.



a podle pravidla —(a Ab) < —aV —b a ddle =—a < a pak dostaneme

= (mplar) A =plaz) A A=p(an)) < @lar) Vplaz) V-V plan),

coZ je podle definice presné Iz € A : p(x).

1.2 Vlastnosti kvantifikatoru

Poznamka 1.6 NiZe uvedené véty se snadno ozrejmi pokud vezmeme v uvahu
pozndmky 1.4 a 1.5.

Véta 1.7 (negace)
(Vo p(z)) & Jx: —p(x)

Piiklad 1.8 Najdéte negaci véty ,, Vsichni matematici umi pocitat“. Vétu ,, Vsichni
matematici umi pocitat“ formalizujeme jako

Ve e L: M(z) = P(x),

kde L znaci mnoZinu viech lidi, M (z) je predikdt ,x je matematik“ a P(x) je
predikdt ,x umi pocitat“. Negace této véty je pak

~(VzeL:M(zx)= Px)) < JzeL:~(M(z) = Px)).
Implikaci znegujeme podle obvyklého pravidla virokové logiky a vysledkem je
Jr e L: M(xz)A—-P(zx),
co? ¢teme jako ,Existuje matematik kterj neumd pocitat®.
Véta 1.9 (distributivnost kvantifikace)
(Va: (p(2) = ¢(@))) = (Vo : p(2) = (Vo : )(2)))
(Vo : (o) = $(@)) = (G : 9(@)) = (Fo: ¥(@)))
Véta 1.10 (zaména poiadi kvantifikace a konjunkce)
(v : (@) A (@) & (Y : p(@) A (a2 (@)
(30 o(@) A (@) = (Ba : p(@) A (Fo (@)
Piiklad 1.11 Posledni tvrzeni predchozi véty nelze obrdtit tj. obecné
(s (@) A (G (@) A (G o(@) A (@),

o ¢emz se muzeme presvédcit na jednoduchém protiprikladu. UvaZujme mnoZinu
vsech lidi a necht formule p(x) Fikd ,x md narozeniny v 2d7“ a ¥ (x) znamend
»T md narozeniny v lednu “. Z véty ,,Nékdo md narozeniny v zdt a soucasné md
nékdo narozeniny v lednu“ ovsem zdaleka neplyne, Ze ,Nékdo md narozeniny
zdroven v zdit a v lednu “.



Véta 1.12 (zdména poradi kvantifikace a disjunkce)
(Ve (@) vV (Ve 9 (x))) = (Vo o(z) V()
(G (@) v B 9(x)) & G : o(z) V(z))

Poznamka 1.13 Proni tvrzeni predchozi véty nelze obrdtit tj. obecné

(Ve () v (x) 7 (Ve p(2) V (Ve : ¢ (2))),

o cemz se lze presvédcit na jednoduchém protiprikladu. UvaZujme mnoZinu prirozengch

&isel a necht p(x) 7ikd ,x je sudé éislo“ a(x) znamend ,x je liché &islo “. Z véty
Vsechna (p¥irozend) ¢isla jsou bud lichd nebo sudd“ oviem neplyne , Viechna

” ”

(prirozend) ¢isla jsou sudd nebo jsou véechna (prirozend) éisla lichd ‘.

Poznamka 1.14 Véty 1.10 a 1.12 je uZiteéné srovnat z pohledu ,vzdjemné de-
finovatelnosti kvantifikdtoru “ viz. pozandmka 1.4.

Véta 1.15 (zdména poradi kvantifikatora)
Y, Yy 1 (2, y) & Vy, Vo o(z,y)
3z, 3y : p(z,y) & Jy, Iz : p(2,9)
3z, Yy : o(x,y) = Yy, 3z : o(2,y)

Piiklad 1.16 Posledni tvrzeni predchdzejici véty opét nelze obrdtit tj. obecné

Yy, 3z : o(x,y) A 3o,Yy @ p(z,y).

O neplatnosti tohoto tvrzeni se muzeme snadno presvédcit ndsledujicim pro-
tiprikladem. UvaZujme mnoZinu vsech lidi a necht je formule o(x,y) formali-
zact véty ,x je matka y“ Pak je Yy, 3z : o(x,y) véta ,,Kazdy clovek md matku
kdezto véta Iz, Vy : p(x,y) je symbolicky zapsané vyjddreni ,Existuje takovy
clovék, ktery je matkou vsech lidi“. Zveymé z vety ,Kazdy clovék md matku“
neplyne ,FExistuje takovy clovék, ktery je matkou vsech lidi*“.



