NAHODNE PROCESY

ZAPOCTOVA ULOHA .3 — SIMULOVANE ZIHANI PRO HARD-CORE MODEL

Méjme ¢tvercovou miiz 10 x 10 bodu a kazdy bod spojime hranou s jeho ¢tyimi nejblizsimi sousedy
(body na hrané s méné - podle hard-core modelu) ve svislém a vodorovném smeéru. Ukolem je pFifadit
vrcholum éisla 0 a 1 tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nemély oba hodnotu 1. Otézka je,
jakého maximadlniho poc¢tu jednicek 1ze dosdhnout (u tohoto grafu je to trividlné 50, jako na sachovnici,
ale u obecného grafu uz to tak zfejmé byt nemusi).

Bud ¢ ndhodné velicina s hodnotami v {0, 1}!%10 vgech moznych konfiguraci s rozdélenim danym
pravdépodobnostmi

P(¢=¢) = {C et ¢ je pifpustna,

0, jinak.

kde C' je normujici konstanta, 7' je parametr teploty a n(§) je pocet jednicek v konfiguraci § €
{0,1}19%10 (tedy ty konfigurace, které maji vétsi pocet jednicek, jsou pii pevné teploté pravdépodobnéjsi).

kaoly:

1. Spocitejte podminénou pravdépodobnost p(T'), ze vrchol v bude mit hodnotu 1 za podminky
vSech ostatnich vrcholu pii pevné teploté T > 0.

2. S pouzitim random scan Gibbs sampler navrhnéte algoritmus simulovaného zihani pro nalezeni
piipustné konfigurace s maximalnim poctem jednicek. Vysvétlete, pro¢ vypada tak, jak vypada.

3. Urcete schéma bezpecného zihani podle véty z prednasky. Jak dlouho by trvala simulace, kdyby
jste ho pouzili?

4. Implementujte algoritmus simulovaného zihani a ovétte, ze lze skutec¢né dosahnout 50ti jednicek.
Schéma zihani muzete pouzit i rychlejsi, nez to z pfedchoziho bodu. Zkuste ruzna schémata
zthéni. Co jste zjistili?

Soucasti feSeni by mél byt i graficky vystup, ze kterého bude patrné, jak probihalo schéma Zihéni.

5. Propocitejte a vysvétlete nasledujici piiklad varujici pred pfilis rychlym schématem zihani:

Méjme stavovy prostor S = {si1, s2, 3,54} a hleddme minimum funkce h(s;) = 1, h(s2) = 2,
h(s3) = 0 a h(s4) = 2. Stavovy prostor prochazime pomoci Metropolisova-Hastingsova algoritmu
s Q odpovidajici nahodné prochézce na grafu

S1 52

S4 53

N&avrh v Metropolisové-Hastingsové algoritmu tedy volime tak, ze rovnomérné ndhodné vybereme
stav mezi sousedy soucasného stavu, tedy ¢;; = v%,, pokud s; je soused s;, kde v; je pocet sousedii
si;- V nasem piipadé je v; = 2 pro vSechna ¢ a pravdépodobnosti piijeti zdvisi pouze na podilu
frn1(55)/ fnr(si). Urcete matici pravdépodobnosti piechodu Pr pfi dané teploté 7' Boltzmannova
rozdéleni.
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Necht nehomogenni markovsky retézec {X,} startuje v Xy = s a bézi dle néjakého zihaciho
schématu. Znacime T teplotu v case n a A jev, Ze fetézec zustane v s; navzdy. Potom je

P(A):P(Xlzsl,XQZSl,...): lim P(Xlzslp-'-,Xn:Sl)
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= nangO P(X1=s1|Xo=51)P(Xo=351|X1=51) -P(Xp, =51 | Xp—1 =51)
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Pro 0 < u; < 1 plati [[72,(1 —w) > 0 < > u; < oo (viz napi W. Rudin (1977): Analyza
v redlném a komplexnim oboru, véta 15.5).

Odvod'te, ze pokud jde teplota T(™ k nule p#ilis rychle, je nenulova pravdépodobnost, Ze Fetézec
zustane v lokdlnim (nikoli globalnim) minimu navzdy.



