
Vzorový zkouškový test 2019 - varianta A

Početńı část

Př́ıklad 1. V botńıku je devět pár̊u bot: čtyři vyčǐstěné a pět nevyčǐstěných. Domáćı posluhovačka večer
náhodně vybere tři páry bot (bez ohledu na jejich čistotu) a vyčist́ı je. Druhý den ráno si na služebńı cestu
vybereme z botńıku náhodně dva páry bot.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı jsou oba páry vyčǐstěné a můžeme je tedy rovnou zabalit?
(b) Jestliže jsou oba páry vyčǐstěné, s jakou pravděpodobnost́ı zbývaj́ı v botńıku právě čtyři nevyčǐstěné

páry bot?
(c) Jaké je rozděleńı počtu čistých pár̊u v botńıku, středńı hodnota a rozptyl?

Př́ıklad 2. Dvojice žárovek má dobu životnosti (v tiśıćıch hodin) popsanou sdruženou hustotou

f(x, y) =

{

1
2 e

−x−y/2, pro x > 0, y > 0,

0 jinak.

(a) Jaké je rozděleńı dob životnosti jednotlivých žárovek? Jsou tyto doby nezávislé?
(b) S jakou pravděpodobnost́ı prvńı žárovka přežije druhou alespoň o tiśıc hodin?
(c) Jaké je rozděleńı náhodných veličin 2X + Y a X − Y ? Jsou tyto náhodné veličiny nezávislé?

Př́ıklad 3. Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s hustotou

f(x) =
1

λ
e−x/λ 1(x>0),

kde λ > 0 je neznámý parametr.

(a) Najděte odhad parametru λ metodou moment̊u. Je tento odhad nestranný a konzistentńı?
(b) Najděte maximálně věrohodný odhad parametru λ. Je tento odhad nestranný a konzistentńı?
(c) Najděte nějaký konzistentńı odhad mediánu exponenciálńıho rozděleńı. Je váš odhad nestranný?

Př́ıklad 4. Vaše d́ıtě má obĺıbenou hračku na knofĺıkovou baterii. Zjistili jste, že od koupeńı hračky uběhlo
teprve 190 dńı, ale již dáváte d́ıtěti do hračky 20. baterii. Předpokládejte, že doba životnosti baterie má
exponenciálńı rozděleńı.

(a) Určete bodový a intervalový odhad (se spolehlivost́ı 90%) pro středńı dobu životnosti baterie ve hračce.
(b) Bodově a intervalově (se spolehlivost́ı 90%) odhadněte medián životnosti baterie.

Poznámky: Za každý př́ıklad lze źıskat až 6 bod̊u. K úspěšnému napsáńı ṕısemky je zapotřeb́ı źıskat alespoň
12 bod̊u. Tam, kde je hvězdička, lze źıskat dva body nav́ıc.

Každou otázku pǐste, prośım, na jiný paṕır, na který nezapomeňte napsat své jméno!



Teoretická část

Otázka 1. Definujte lim sup
n→∞

An pro posloupnost náhodných jev̊u An, n ∈ N.

(a) Zformulujte Borelovu větu a Cantelliho větu a porovnejte je.
(b) Dokažte Cantelliho větu.
(c) Zformulujte Kolmogorovovu nerovnost a Čebyševovu nerovnost a porovnejte je.
(d) Dokažte Čebyševovu nerovnost.
(e)* Dokažte Kolmogorovovu nerovnost.

Otázka 2. Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých náhodných veličin takových, že:

P(Xn = 0) = 1− n−α a P(Xn = log n) =
1

nα
, n = 1, 2, . . . , α > 0

Dokažte, že

(a) Xn konverguje pro n → ∞ k nule v pravděpodobnosti.

(b) Xn = n−1
∑n

k=1Xk konverguje pro n → ∞ k nule skoro jistě.

(c) Dokažte, nebo vyvrat’te tvrzeńı

P[Xn = 0, pro nekonečně mnoho n] = 1,

P[Xn = log n, pro nekonečně mnoho n] = 1.

(d)* Dokažte, že Xn nekonverguje k nule skoro jistě pro α ∈ (0, 12 ].

Všechna použitá tvrzeńı a pojmy přesně zformulujte, resp. definujte.

Otázka 3. Definujte náhodný vektor a jeho distribučńı funkci.
Dále uvažujte speciálńı př́ıpad dvourozměrného náhodného vektoru (X,Y )T s distribučńı funkćı F (x, y).
Rozhodněte o následuj́ıćıch tvrzeńıch. Svá rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

(a) limx→−∞ F (x, y) = 0.

(b) limx→∞ F (x, y) = 1.

(c) Funkce g(x) = F (x, x) je neklesaj́ıćı.

(d) F (x, y) je zleva spojitá v každé proměnné.

(e) Pro libovolné x1 ≤ x2 a y1 ≤ y2 plat́ı

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.

Poznámky: Za každou otázku lze źıskat až 6 bod̊u. K úspěšnému napsáńı ṕısemky je zapotřeb́ı źıskat alespoň
9 bod̊u. Tam, kde je hvězdička, lze źıskat dva body nav́ıc.

Doporučujeme nejdř́ıve každou otázku alespoň stručně zodpovědět (tj. např. zformulovat tvrzeńı, uvést
definici, apod.) a až když Vám z̊ustane čas, tak se pouštět do podrobněǰśı odpovědi (tj. např. d̊ukazu tvrzeńı,
odvozováńı, apod.).

Každou otázku pǐste, prośım, na jiný paṕır, na který nezapomeňte napsat své jméno!


