Pocetni cast

Piiklad 1. V botniku je devét part bot: ¢tyii vycisténé a pét nevycisténych. Domaéci poslu-
hovacka vecer nahodné vybere tii pary bot (bez ohledu na jejich ¢istotu) a vy¢isti je. Druhy
den rano si na sluzebni cestu vybereme z botniku ndhodné dva péary bot.
(a) S jakou pravdépodobnosti jsou oba péary vy¢isténé a muzeme je tedy rovnou zabalit?
(b) Jestlize jsou oba pary vy¢isténé, s jakou pravdépodobnosti zbyvaji v botniku préve
CtyTi nevycisténé pary bot?
(c) Jaké je rozdéleni poctu ¢istych paru v botniku, stfedni hodnota a rozptyl?

Piiklad 2. Necht X7, X, ... je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in a X} m4 hustotu

1, ze(fi41),
fe(z) = N (ex+D k=1,2,...
0 jinde

(a) Urcete pravdépodobnost, ze nekoneéné krat nastane jev Ay = [Xj > 1].

(b) Spoctéte EX, a var(Xy). B

(¢) Pomocf silného zdkona velkych ¢fsel vySetiete limitni chovani priiméru X,, = 2 37 | X
Vysledek zapiste co nejexplicitnéji.

(d)* Splauje posloupnost Xi, Xo, ... centralni limitni vétu? Vysledek zapiste co nejexpli-
citnéji.

Pi#iklad 3. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(0,02), kde 02 > 0 je nezndmy
parametr.
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(a) Naleznéte odhad parametru o metodou maximélni vérohodnosti. VyS3etiete, zda je
2

nestrannym a konzistentnim odhadem parametru o~. o
(b) Oznatme X, = 13" X, Vysetiete, zda je T, = = > | (X; — X,,)?, nestrannym a
konzistentnim odhadem parametru o?.

(c) Zjistete, zda Vi, = 5= > 1" 5(X; — X;—1)? je nestrannym a konzistentnim odhadem

parametru o?.

Poznamky: Za kazdy ptiklad lze ziskat az 6 bodu. K tspésnému napsani pisemky je zapotiebi
ziskat alesponi 9 bodt. Tam, kde je hvézdicka, lze ziskat dva body navic.

Kazdou otdzku piste, prosim, na jiny papir, na ktery nezapomeiite napsat své jméno!



Teoreticka cast

Otazka 1. Definujte konvergenci v pravdépodobnosti a konvergenci skoro jisté.

(a) Zformulujte silny zakon velkych ¢isel pro stejné rozdélené a nestejné rozdélené ndhodné
veliciny. Porovnejte pfedpoklady téchto dvou zakonu velkych ¢éisel.

(b) Zformulujte Kolmogorovovu nerovnost a porovnejte ji s Cebysevovou nerovnosti.

(c) Dokazte Cebysevovu nerovnost.

(d)* Dokazte Kolmogorovovu nerovnost.

Otazka 2. Obecné definujte intervalovy odhad.

(a) Popiste néjakou metodu konstrukce intervalového odhadu.

(b) Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z normalntho rozdéleni N (u, 02). Urcete rozdéleni
nahodné veliciny V = W a podrobné vysvétlete, pro¢ tomu tak je. Vyuzijte
znalosti rozdéleni V' ke konstrukei intervalového odhadu pro parametr p a k testovani
nulové hypotézy Hg : © = pg proti oboustranné ¢i jednostranné alternative.

Otazka 3. Definujte nahodny vektor.

(a) Definujte varianéni a korela¢ni matici ndhodného vektoru. Napiste, jak se po¢ita kova-
riance a korelace dvou ndhodnych veli¢in. Jak vypadd vypocet pro specidlni piipady
absolutné spojitych a diskrétnich ndhodnych velic¢in.

(b) Nechf (X7i,...,X,) je ndhodny vektor. Odvod'te rozptyl souctu a1 X1 + ... a, Xp.

(c)* Dokazte, ze varianéni a korela¢ni matice jsou pozitivné semidefinitni.

Otazka 4. Zformulujte centralni limitni vétu pro alternativni rozdéleni.
(a) Pokud byste chtéli mit jistotu, ze podil uspéchu v n nezavislych pokusech se od
skutecné hodnoty pravdépodobnosti p lisi nejvyse o 0,01 s pravdépodobnosti nejméné
0,99, kolik pokust je tfeba uéinit?
(b) Necht Xj, Xs,... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim

1 n
PX=-1=PX=1]= 3 @ oznacte Sy, = Z;XZ
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Urcete pro velké n s jakou pravdépodobnosti bude platit P[|S,| > k+/n] v zavislosti
na konstanteé k.

Poznamky: Za kazdy ptiklad lze ziskat az 6 bodu. K tspésnému napsani pisemky je zapotiebi
ziskat alesponi 12 bodua. Tam, kde je hvézdicka, 1ze ziskat dva body navic.

Doporucujeme nejdiive kazdou otdzku alespon struéné zodpovédét (tj. napi. zformu-
lovat tvrzeni, uvést definici, apod.) a az kdyz Vam zustane ¢as, tak se poustét do podrobnéjsi
odpovédi (tj. napf. dukazu tvrzeni, odvozovéni, apod.).

Kazdou otdzku piste, prosim, na jiny papir, na ktery nezapomeiite napsat své jméno!



