Néhodné procesy I - cviceni 9 a 10

Markovovy retézce se spojitym c¢asem

Definice 1 Bud {X;,t > 0} homogenni Markoviv Fetézec se spojitym casem a pravdépodobnostmi
prechodu p;j(t) = P(Xeye = j|Xs = 1), s > 0,t > 0,4,5 € S, splivujici limy_0, p;(t) = 1 pro kaZdé
i € S. Pak pro kaZdij i € S existuje limita
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a pro kazdé i,j € S, i # j existugi limity
. pij(h)
1 = ¢ij < o0.
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Cisla gij se nazyvaji intenzity prechodu ze stavu i do stavu j, gq; se nazyvd celkovd intenzita
a @ ={qj,i,j € S}, kde q;i = —q; se nazyvd matice intenzit prechodu.

pozn. pro Fetézce s kone¢nou mnozinou stavi plati ¢; = > j#i dij» PTO vSechna ¢ € S, pro ostatni Fetézce
to predpokladame.
Véta 3.5 Je-li g; = 0, pak pii(t) = 1 pro vSechna t > 0. Je-li 0 < g; < 0o, md doba, po kterou tetézec

setrvd ve stavu i, exponencidlni rozdélent se sttedni hodnotou i,

Véta 3.7 Necht 0 < ql < 00. Potom pravdépodobnost, Ze Tetézec z pocdtecniho stavu i prejde nejdrive
do stavu j, je rovna 2L pro vSechna j # i.

Véta 3.10 (Kolmogorovovy diferencialni rovnice)

Predpoklddejme, Ze q; < oo pro vSechna v € S a q; = Zj# gij, pro viechna i € S.

Potom pravdépodobnosti piechodu p;;(t) jsou diferencovatelné pro viechnai,j € S at > 0 a pro vsechna
t > 0 plati P'(t) = QP(t) (retrospektivni rovnice).

Je-li S konecnd nebo je-li konvergence L}Eh) — qij stejnomérnd v i, potom pro vSechna t > 0 plati
P'(t) = P(t)Q (prospektivni rovnice).

Véta 3.11 Necht Q = {¢;5,0 <1i,j < N} je matice, pro jejiz proky plati

¢ij >0, i #j Qii:_z%j-
i#]
Potom ezistuje jediné teseni Kolmogorovovijch diferencidlnich rovnic, stejné pro obé soustavy, které
vyhovuje pocdatecni podmince P(0) = I, a které predstavuje soustavu pravdépodobnosti prechodu Mar-
kovova Tetézce se spojitym casem a konecnou mnoZinou stavi. Maticove lze toto TeSent psdt ve tvaru
P(t) = e®t kde €@t je maticovd exponencidlni funkce definovand predpisem
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Véta (Perrontv vzorec pro holomorfni funkce) Necht f : U(0, R) — C je holomorfni funkce na

néjakém R-okoli nuly, 0 < R < 0o, a bud A ¢tvercova matice s vlastnimi &isly A1, ... Ag s ndsobnostmi
mi, ..., my. Pokud |\;| < R pro v8echna j =1,...,k, potom
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Piiklad 1 Na stavbé pracuje N svarecu, ktefi ndhodné a nezévisle odebiraji proud. Svarec, ktery
v Case t neodebira proud, za¢ne v intervalu (¢,t + h] proud odebirat s pravdépodobnosti Ak + o(h);
svare¢, ktery v ¢ase ¢ proud odebiral, ukon¢i odbér v intervalu (¢,t+ h| s pravdépodobnosti ph + o(h).
Necht X; znaci pocet svarecu, ktefi v ¢ase t odebiraji proud. Najdéte matici intenzit Markovova Fetézce
{X,,t>0}.

Priklad 2 Jaka je stfedni hodnota doby, kdy odebira proud k svarecu? (a jaké ma pravdépodobnostni
rozdéleni?)

Priklad 3 Jaka je pravdépodobnost, Ze Fetézec piejde ze stavu 1 nejdiive do stavu 27

Piiklad 4 V obchodé pracuji t¥i prodavacky. Pokud prodavacka pravé nékoho obsluhuje, pak pravde-
spodobnost, 7Ze zakaznika doobslouzi v ¢asovém intervalu (¢,¢ + h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h + o(h). V intervalu (¢,t + h] ptijde jeden zékaznik s pravdépodobnosti 2h + o(h), dva nebo vice
s pravdépodobnosti o(h) a Zadny s pravdépodobnosti 1 — 2h + o(h). Pfedpokladejme, Ze zakaznici
prichézeji zaméstnavat jednotlivé prodavacky nezavisle a rovnez ony se chovaji nezévisle na svych
kolegynich. Pokud v8echny prodavacky obsluhuji, nové pfichozi zakaznik odchézi neobslouZen. Bud
{Xi,t > 0} Markovuv Fetézec udavajici pocet prodavacek obsluhujicich zakazniky v ¢ase t. Najdéte
matici intenzit fetézce Xy, ¢t > 0.

Piiklad 5 Na horskou chatu spolu vyjeli tfi kamaradi. Pfi prijezdu na chatu v ¢ase t = 0 je jeden
z nich nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové, Ze jsou-li spolu zdravy a nemocny jedinec, pak ten
nemocny nakazi zdravého v ¢asovém intervalu (¢, t+ h] s pravdépodobnosti %h—i—o(h). Jedinec nemocny
v Case t se naopak uzdravi v asovém intervalu (¢,¢ + h] s pravdépodobnosti +h + o(h). Uzdravovani
a infikovani jednotlivych jedinct probiha nezavisle (nakaZeny=infikovany=nemocny). Zdravy jedinec
nemize nakazit nikoho. Necht X; udavi pocet nemocnych kamarada na chaté v ¢ase t. Uréete matici
intenzit pfechodu fetézce {X;,t > 0} (rozmyslete si, Ze je to opravdu Markoviv Fetézec).

Piiklad 6 Uvazujme homogenni Markoviiv fetézec s matici intenzit
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Spoctéte odpovidajici matici pravdépodobnosti piechodu P(t),¢ > 0.

Priklad 7 Méjme dan homogenni Markoviv Fetézec s matici intenzit
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a pocatecnim rozdélenim p(0) = (0, 1). Spocitejte absolutni pravdépodobnosti v ¢ase t.

Priklad 8 Pro @ z piikladu 1 uréete P(t) pro N =1 a obecné A a u (porovnejte s Piikladem 3.4 ze
skript).

(jsou miniméalné 3 moznosti FeSeni - p¥imo vyfesit soustavu diferencialnich rovnic, spoéitat pFimo
maticovou exponencielu, nebo spocitat maticovou exponencielu pomoci Perronova vzorce)

Piiklad 9 Urcete hodnoty parametru ¢ € R, pro které je matice

—q 1 0
Q= 0 —-qg¢ ¢
1 —q g-—1

matice intenzit pfechodu pro né&jaky Markoviv Fetézec se spojitym casem.



