
Č́ısla s periodickým řetězovým rozvojem

Začneme jednoduchým př́ıkladem.

Př́ıklad: Určete hodnotu řetězového zlomku [1; 1, 1, 1, . . .].

Řešeńı: Necht’ α znač́ı hledanou hodnotu. Pak ’vid́ıme’, že α = 1 + 1
α . Tedy α je řešeńım rovnice

α2 − α− 1 = 0 ,

proto plat́ı α = 1±
√
5

2 . Protože α > 1, muśı být α = 1+
√
5

2 .
Optický argument použitý při odvozeńı rovnosti α = 1 + 1

α je pochopitelně nekorektńı, zkusme
to napravit. Podle definice je α = limn→∞

pn
qn

, kde pn
qn

= [1; 1, . . . , 1] je n-tý konvergent řetězového

zlomku. Dále je pn
qn

= 1 + 1
pn−1
qn−1

pro každé n ∈ N. Všechny konvergenty jsou ≥ 1 a funkce x 7→ 1 + 1
x

je spojitá na R+, takže lze psát

α = lim
n→∞

pn
qn

= lim
n→∞

1 +
1

pn−1

qn−1

= 1 +
1

limn→∞
pn−1

qn−1

= 1 +
1

α
.

Mějme nyńı α ∈ R \ Q. Řekneme, že α má čistě periodický řetězový rozvoj, pokud existuj́ı
a0, a1, . . . , ak ∈ N taková, že α je hodnotou řetězového zlomku [a0; a1 . . . , ak, a0,] (tedy posloupnost
a0, a1, . . . , ak se v řetězovém zlomku opakuje stále dokola).

Tvrzeńı: Necht’ α je hodnotou čistě periodického řetězového zlomku. Potom α je kořenem kvadrat-
ického polynomu z Q[x].

D̊ukaz: Připomeňme, že α ∈ R \Q je hodnotou jediného řetězového zlomku [a0; a1, a2, . . .], kde

α0 := α, a0 := [α0], α1 := (α0 − a0)−1, a1 := [α1], . . .

Pokud máme k ∈ N takové, že [a0; a1, a2, . . .] = [a0; a1, a2, . . . , ak, a0], je α = [a0; a1, a2 . . . , ak, αk+1],
kde αk+1 = α (využijeme jednoznačnost rozvoje do řetězového zlomku). Označme pi, qi posloupnosti,
které dávaj́ı konvergenty řetězového zlomku [a0; a1, a2, . . .], tedy p−2 = 0, p−1 = 1, pi = aipi−1 +
pi−2, i ∈ N0 a q−2 = 1, q−1 = 0, qi = aiqi−1 + qi−2, i ∈ N0. Pak α = pkαk+1+pk−1

qkαk+1+qk−1
, kde αk+1 = α (pro

odvozeńı této rovnosti lze též využ́ıt stejný argument jako v předchoźım př́ıkladu). Takže α splňuje
rovnici

qkα
2 + (qk−1 − pk)α− pk−1 = 0 ,

kde qk 6= 0.

Řekneme, že α ∈ R je kvadratické č́ıslo, pokud [Q[α] : Q] = 2. Řekneme, že kvadratické č́ıslo je
redukované, pokud α > 1 a α′ ∈ (−1, 0), kde minQ(α) = (x− α)(x− α′) je minimálńı polynom α nad
Q.

Pro kvadratické č́ıslo α bude α′ značit druhý kořen polynomu minQ(α).

Př́ıklad: Pro N ∈ N nečtverec neńı kvadratické č́ıslo
√
N redukované, protože

√
N
′

= −
√
N 6∈ (−1, 0).

Naproti tomu
√
N + [

√
N ] redukované je, protože (

√
N + [

√
N ])′ = −

√
N + [

√
N ] ∈ (−1, 0).

Nyńı již můžeme charakterizovat č́ısla s čistě periodickým řetězovým rozvojem.

Věta: Necht’ α ∈ R \ Q. Pak α je hodnotou čistě periodického řetězového zlomku právě když α je
redukované kvadratické č́ıslo.

D̊ukaz: Předpokládejme, že α je hodnotou čistě periodického řetězového zlomku. Pak α je kořen rovnice
qkα

2 + (qk−1− pk)α− pk−1 = 0, kde můžeme předpokládat, že pk−1, qk ∈ N. Dále je jistě α > 1, zbývá
si rozmyslet α′ ∈ (−1, 0). Plat́ı −pk−1

qk
= αα′, takže α′ < 0. Dále máme −α−α′ = qk−1−pk

qk
= qk−1

qk
− pk
qk

.

Proto je α′ = −α+ pk
qk
− qk−1

qk
≥ − 1

qk
− qk−1

qk
= − qk−1+1

qk
≥ −1.

Opačnou implikaci dokážeme v několika kroćıch:

1. Je-li α redukované kvadratické č́ıslo, pak existuj́ı R,S,D ∈ N taková, že α = R+
√
D

S a S děĺı D−R2.

1



Vı́me, že α je kořenem kvadratické rovnice x2 − bx − c = 0, kde b, c jsou kladná racionálńı č́ısla

(kladná, protože α je redukované). Pak je α = b+
√
b2+4c
2 (znaménko +, aby bylo α > 0). Necht’ je

b = b1
b2

a c = c1
c2

pro b1, b2, c1, c2 ∈ N. Pak

α =
b1c2 +

√
b21c

2
2 + 4c1c2b22

2b2c2
.

Pak položme R = b1c2, D = b21c
2
2 + 4c1c2b

2
2, S = 2b2c2.

2. Je-li α redukované kvadratické č́ıslo, je rovněž β := (α − [α])−1 redukované kvadratické č́ıslo:
Necht’ K = Q[α] a ϕ ∈ Aut(K) je automorfismus K definovaný vztahem ϕ(α) = α′. Pak β ∈ K
a protože β 6∈ Q, je K = Q[β]. Pak ϕ permutuje kořeny polynomu minQ(β), takže ϕ(β) = β′ =
(α′ − [α])−1. Ze vztahu β = (α − [α])−1 máme β > 1 a ze vztah̊u β′ = (α′ − [α])−1 a α′ ∈ (−1, 0)
máme β′ ∈ (−1, 0).

3. Označme α0, α1, . . ., a0, a1, . . . posloupnosti vzniklé při rozvoji α do řetězového zlomku. Pak

existuj́ı celá č́ısla Rn, Sn 6= 0, D, n ∈ N0, taková, že αn = Rn+
√
D

Sn
.

Č́ısla R0, S0, D zvoĺıme jako v kroku 1, tedy máme splněnou i podmı́nku S0|D−R2
0. Dále definujeme

rekurzivně Rn+1 = anSn − Rn, Sn+1 =
D−R2

n+1

Sn
. K těmto vzorc̊um se dopracujeme stejně jako na

přednášce při poč́ıtáńı rozvoje
√
N . Tedy

αn+1 =

(
Rn +

√
D

Sn
− an

)−1
=

Sn

Rn − anSn +
√
D

Rn − anSn −
√
D

Rn − anSn −
√
D

=
−Sn(anSn −Rn +

√
D)

(anSn −Rn)2 −D
=
Rn+1 +

√
D

Sn+1

Potřebujeme dokázat, že Sn je vždy celé č́ıslo. Pro n = 0 je to jasné z definice, pro n = 1 je
D −R2

1 = D − (a0S0 −R0)2 = D −R2
0 + S0(2R0a0 − a20S0) je násobek S0.

Pro n > 1 pak postupujeme indukćı a využit́ım vztahu Sn−1Sn−2 = D − R2
n−1. Tedy D − R2

n =
D −R2

n−1 + Sn−1(2Rn−1an−1 − a2n−1Sn−1) = Sn−1(Sn−2 + 2Rn−1an−1 − a2n−1Sn−1).

4. Pro Rn, Sn nalezená v předchoźım kroku je Rn, Sn > 0,
√
D > Rn, 2

√
D > Sn. Podle kroku 2

je αnα
′
n < 0, takže

R2
n−D
S2
n

< 0, tedy |Rn| <
√
D. Dále je SnSn−1 = D − R2

n > 0 a protože je S0 > 0,

je taky Sn > 0 pro každé n ∈ N. Dále je αn + α′n > 0, tedy 2Rn

Sn
> 0, takže také Rn > 0. Nakonec z

Rn+
√
D

Sn
≥ 1 máme Sn ≤ Rn +

√
D ≤ Rn +

√
D ≤ 2

√
D

5. Existuj́ı m < n taková, že αm = αn. Toto je jasné, protože upořádaná dvojice (Rn, Sn) může
nabývat pouze konečně mnoha hodnot.

6. Pokud αm = αn a m,n > 0, pak také αm−1 = αn−1: Máme αn = (αn−1 − an−1)−1, takže
αn−1 = 1

αn
+ an−1. Dále je α′n−1 = 1

α′n
+ an−1. Prvek αn−1 lze tedy určit z αn takto: K 1

αn
přičteme

kladné celé č́ıslo tak c, aby 1
α′n

+ c leželo v intervalu (−1, 0). Z toho již plyne požadované.

Závěr ukázali sme, že existuje k > 0 takové, že α0 = αk. Pak je jasné, že řetězový rozvoj
[a0; a1, a2, . . .] č́ısla α splňuje ai = ai+k pro každé i ∈ N0.
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