Cisla s periodickym fetézovym rozvojem

Zacneme jednoduchym ptikladem.
Piiklad: Urcete hodnotu fetézového zlomku [1;1,1,1,...].
Resent: Necht’ o znaéi hledanou hodnotu. Pak ’vidime’, ze o = 1 + é Tedy « je feSenim rovnice

> —a—-1=0,

proto plati a = 1i2\/5_ Protoze a > 1, musi byt a = 1+2\/5.
Opticky argument pouzity pfi odvozeni rovnosti « = 1 + é je pochopitelné nekorektni, zkusme
to napravit. Podle definice je o = lim,,_ o %, kde % = [1;1,...,1] je n-ty konvergent Fetézového

zlomku. Dale je % =1+ 5+ pro kazdé n € N. Vsechny konvergenty jsou > 1 a funkce x +— 1+ %
) an—1

je spojitd na R, take lze psat
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Mégjme nyni a € R\ Q. Rekneme, 7e a mé Gisté periodicky fetézovy rozvoj, pokud existujf
ag,ai,...,ar € N takovd, ze a je hodnotou fetézového zlomku [ag; a1, ax, o, (tedy posloupnost
ap,ai, - . . ,ax se v retézovém zlomku opakuje stdle dokola).

Tvrzeni: Necht’ « je hodnotou ¢isté periodického fetézového zlomku. Potom « je kofenem kvadrat-
ického polynomu z Q[x].

Diikaz: Pripomenme, ze o € R\ Q je hodnotou jediného fetézového zlomku [ag; aq, ag, .. .|, kde

= o, a9 := |ag), a1 := (g —ag) ", a1 == [ag], ...
Pokud mame k € N takové, ze [ag; a1, az,...] = [ao; a1, a2,---, 0%, Go), je @ = [ap;a1,02 ..., Q% Qkt1],
kde ap+1 = « (vyuzijeme jednoznacnost rozvoje do fetézového zlomku). Oznacme p;, ¢; posloupnosti,
které davaji konvergenty Fetézového zlomku [ag;aq,as,...], tedy p—o = 0,p—1 = 1,p; = a;pi—1 +

Pi—2,i ENgaqgo=1,g_1 =0,¢ = a;q;_1 + qi—2,7 € Ng. Pak o = %, kde ajy1 = a (pro
odvozen{ této rovnosti lze téz vyuzit stejny argument jako v predchozim pifkladu). Takze « spliuje
rovnici

@re® + (qr—1 — pr)a — pe—1 =0,
kde ¢ # 0.

Rekneme, 7e o € R je kvadratické ¢islo, pokud Q] : Q] = 2. Rekneme, 7e kvadratické éislo je
redukované, pokud a > 1 a o’ € (—1,0), kde ming(a) = (z — a)(z — /) je minimaln{ polynom « nad
Q.

Pro kvadratické éislo « bude o’ znagit druhy kofen polynomu ming(«).

Pi#iklad: Pro N € N nectverec nenf kvadratické éfslo v/ N redukované, protoze v N = —V/N ¢ (—1,0).
Naproti tomu /N + [v/N| redukované je, protoze (VN + [V/N|) = —v/N + [V/N] € (-1,0).

Nyni jiz muzeme charakterizovat Cisla s ¢isté periodickym fetézovym rozvojem.

Véta: Necht’ @ € R\ Q. Pak «a je hodnotou ¢isté periodického Fetézového zlomku prave kdyz « je
redukované kvadratické ¢islo.

Duikaz: Predpoklddejme, Ze o je hodnotou ¢isté periodického fetézového zlomku. Pak « je kofen rovnice
qx?® + (qu—1 — pr) — pr—1 = 0, kde miizeme piedpoklddat, Ze pr_1,qx € N. Déle je jisté a > 1, zbyva

si rozmyslet o’ € (—1,0). Plat{ —p’;—;l = ad’, takze o’ < 0. Déle mdme —a—a’ = ‘1"*;7]:” = %—Z—:.
Protoje o/ = —aq + B — 9=t > 1 _ @1 geoitl 5 g

g . Lk 9k —  4dk_ 9k L9k = ’
Opacnou implikaci dokazeme v nékolika krocich:

1. Je-li a redukované kvadratické ¢islo, pak existuji R, .S, D € N takova, ze a = % a S deéli D—R?.



Vime, Ze a je kofenem kvadratické rovnice 22 — bx — ¢ = 0, kde b, ¢ jsou kladna racionalni éisla
(kladnd, protoze a je redukované). Pak je q = bvbitde Vlj*“lc (

=1 aCZ% pro b1, bs, c1,co € N. Pak

ba
bica + +/ b%cg + 401621)%
o = .
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znaménko +, aby bylo @ > 0). Necht’ je

Pak polozme R = byca, D = bc3 + 4cicab3, S = 2baco.

2. Je-li @ redukované kvadratické &islo, je rovnéz B := (a — [a])™! redukované kvadratické &fslo:
Necht’ K = Q[a] a ¢ € Aut(K) je automorfismus K definovany vztahem ¢(a) = o/. Pak g € K
a protoze 8 ¢ Q, je K = Q[f]. Pak ¢ permutuje kofeny polynomu ming(53), takze ¢(8) = 8’ =
(@' —[a])7t. Ze vztahu B = (o — [a])™! mdme B > 1 a ze vztahi ' = (o/ — [a])7! a o/ € (—1,0)
mame 3’ € (—1,0).

3. Oznaéme ag,qq,..., ag,ay, ... posloupnosti vzniklé pii rozvoji a do fetézového zlomku. Pak

existuji cela ¢isla R, S, # 0, D, n € Ny, takovd, ze o, = W.

Cisla Ry, Sy, D zvolime jako v kroku 1, tedy méme splnénou i podminku S |D— RZ. Déle definujeme
rekurzivné R,41 = anSn — Rn, Snq1 = %. K témto vzorcum se dopracujeme stejné jako na
prednésce pii pocitani rozvoje v N. Tedy
. (Rn+\/5an>_1 B s, Ry —auSy = VD _ —Su(anSu — Ru+ VD) _ Russ +VD

Sh R, — apnSn, + VD R, — anS, — VD (anSyn — Rp)2—D Spt1

Pottebujeme dokazat, ze S, je vzdy celé ¢islo. Pro n = 0 je to jasné z definice, pron = 1 je
D — R% =D — (a()SO - R0)2 =D — Rg + So(QRoaO - Q%SO) je nasobek So.

Pro n > 1 pak postupujeme indukef a vyuzitim vztahu S, 1S, 2 = D — R2_,. Tedy D — R? =
D—RZ 48, 1(2Rn1an-1— a3 1Sn-1) = Sn-1(Sn—2+2Rn_1an_1—ai_1Sn_1).

4. Pro R,, S, nalezend v predchozim kroku je R,,S, > 0, vD > R,,2v/D > S,,. Podle kroku 2

2
je apal, < 0, takze R’é;D <0, tedy |R,| < VD. Déle je S,S,_1 = D — R2 > 0 a protoze je Sp > 0,
je taky S, > 0 pro kazdé n € N. Déle je a,, + o, > 0, tedy 21;—: > 0, takze také R, > 0. Nakonec z

BatVD > 1 méme S, < Ry + VD < Ry + VD < 2VD

5. Existujil m < n takové, Ze ay, = au,. Toto je jasné, protoze upofddand dvojice (R, S,) muze
nabyvat pouze kone¢né mnoha hodnot.

6. Pokud oy, = a, a m,n > 0, pak také a,;,—1 = a,_1: Méme o, = (a1 — a,_1)" ", takze
Qp1 = O%n + anp—1. Déle je af,_ = O%, + an—1. Prvek a,_1 lze tedy uréit z o, takto: K a%z pri¢teme

1

kladné celé ¢islo tak ¢, aby

+ ¢ lezelo v intervalu (—1,0). Z toho jiz plyne pozadované.

7
n

Zavér ukazali sme, ze existuje k > 0 takové, ze oy = ai. Pak je jasné, ze fetézovy rozvoj
[ag; a1, ag, .. .| ¢isla « spliiuje a; = a;4x pro kazdé i € Ny.



