Cviceni k Pollardové p-metodé

Vysvétlete, pro¢ neni vhodné pro Pollardovu g-metodu volit linearni funkci.
Konkrétné: Méme prvocislo p a funkei f:Z, — Z, danou piedpisem f(z) =
ar + b, kde a € Z,,b € Z,. Pomoci funkce f generujeme v Z, posloupnost
Yo, Y1, - - - tak, ze yo € Z, zvolime ndhodné a y;+1 = f(y;). UrCete preperiodu a
periodu takto vzniklé posloupnosti, pokud

a) a=1,beZ,.
b) a€Zib=0.
c) a#1,b#£0.

Resent: a) posloupnost yg,¥1,... lze spocitat piimo y; = yo + ib mod p.
Tedy pro b = 0 je posloupnost konstantni (v tomto piipadé metoda Pollard-o
bude vzdy neuispésna), pro b # 0 je preperioda posloupnosti 0 a perioda je p (v
tomto ptipadé algoritmus Pollard-Floyd odhali délitele p az po p iteracich, tedy
nedostaneme nic lepsiho nez zkusmé délent).

b) Opét muzeme snadno spocitat, jak bude vypadat posloupnost yo,y1, ...
Plati y; = a’yo mod p. Pro yo = 0 je posloupnost konstantni, pro yo # 0 bude
preperioda 0 a perioda je ddna fddem a v grupé Z;. Pripomenme, ze Z; je
cyklickd grupa fadu p — 1. Pokud je p tzv. bezpetné prvocislo, tedy p = 2q + 1,
kde ¢ je prvocislo, ma grupa Z;, prvky fddu 1, 2, ¢, 2¢, tedy az na dvé vyjimky jde
o prvky relativné velkého fadu a pro odhaleni délitele p by algoritmus Pollard-
Floyd typicky potieboval p — 1 nebo (p — 1)/2 iteraci. Pro metodu Pollard-p
tak volba polynomu f = +x povede pro lichd N vzdy k neuspéchu, pro f = ax
by jedna konkrétni volba a € {2,..., N — 2} mohla vést k tispesné faktorizaci.
Bohuzel nevime, ktera to je.

¢) Preperiodu a periodu by slo opét spocitat, zkusme se na problém podivat
optikou teorie grup. Grupa, kterd nas zajima, je grupa linedrnich transformaci
Zy. Tedy G = {ur +v | u € Zy,v € Zp}. Nésobeni je dano vztahem (uz +
v)(w'z+v") = uv'z + uwv’ + v (formule odpovidd sklddédni linedrnich polynomu),
jednotkovym prvkem G je x a (ux +v)~! = u~lz —u~tv. Asociativitu grupové
operace neni tieba ovéfovat, G je podgrupou symetrické grupy S(Z,) (prvku
uzx + v odpovidd zobrazeni y — uy + v).

Pro dany prvek f = ax+b € G zkusime najit g € G tak, aby fo := gfg~ ' =
a’x pro néjaké a’ € Z;. Zkusime g najit ve tvaru g = x + ¢, kde ¢ € Z,. Pak

g_lzx—ca

gfg ' =(x+c)(ax +b)(x —c) = (x +c)(ax —ac+b) =ar —ac+b+c

Pro a # 1 tedy stac¢i volit ¢ = b/(a — 1).

Vrat'me se k naSemu problému: Mame zvoleno yg, dalsi prvky posloupnosti
jsou yi = fi(yo) = [97" fogl'(yo) = 97" f§(9(w0)). Takze y; = y; prave kdyz
fé(g(vo)) = £3(g(yo)). Takze preperiodu a periodu posloupnosti yo,y1, ... lze
ziskat z posloupnosti zo, 21, . . ., kde 2o = g(yo) a z; = fi(20). S vyuzitim b) pak



mame pro yg = —c je preperioda 0 a perioda 1 a jinak je preperioda 0 a perioda
déna fddem prvku a v Zj.

Podivejme se jesté na kvadratické polynomy. Pfipomenme, ze zatimco f =
22+ 1,f =22 —1, f = 22 + 2 jsou obecné doporucované volby f, volby f = x2
a f = 22 — 2 nejsou povazovény za vhodné.

Podivejme se nejprve na pifpad f = x2. Posloupnost, ktera nas zajima, je
Yo, Y1, --- € Zp, yo volime ndhodné a y;+1 = f(y;),7 € N. Predpoklddejme, ze
Yo # 0,1. Mdme y; = y; pravé kdyz je o(yo)|(27 —2°), kde o(yo) je fad prvku yo v
grupé Z;. Oznacme o(yo) = 2¢[, kde e € Ng al € N je liché. Pro j > i jey; = y;
pravé kdyz i > e a [|(297" — 1). Takze preperioda posloupnosti je e a perioda
posloupnosti je dand fddem prvku 2 v Z;. Je asi jasné, ze chovani preperiody a
periody ma hodné daleko k narozeninovému paradoxu. Lepsi predstavu si zase
udélame pro bezpecna prvocisla: Je-li p = 2¢ + 1, kde ¢ je prvocislo, je fad yq
v Zy, typicky 2q nebo g. Pak e = 0 nebo e =1 al = q. Délka periody tedy
nezavisi na volbé yo, ale na fadu 2 v Z3. Asi neni duvod, pro¢ by mél byt tento
Fad maly (napf. p = 23 je perioda 10, ale tfeba pro p = 47 je perioda 11).

Nakonec jesté naznacme, pro¢ se nepovazuje vhodna volba polynomu f =
x? — 2. Predpokladejme, ze existuje zy € Z, takové, ze yo = z9 + 1/z9. Pak
y1 = f(yo) = 22 +1/2%, yo = 24 +1/25,.... Tedy posloupnost yo,y1,-.. je
uréend posloupnosti zg, 21, . . ., kterd splituje rekurenci z;41 = z2. Vidime, ze
y; = y; praveé kdyz z; = z; nebo z;z; = 1. Pfipad z; = z; je analyzovan vyse,
piipad z;z; = 1 zatim nechme jako problém k zamysleni.

Dodejme, ze existence zg neni garantovand pro vSechna yg, k tomuto problému
se jeSté vratime, az budeme probirat odmoctiovani v Z,.



