Ciselné algoritmy

Rozvoj odmocniny do fetézového zlomku
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Klasické fetézové zlomky

Pro ag € R a a1, a»,...,a, € R budeme oznalovat
[a0; a1, . . ., an| redIné &islo, které obdrzime ze vztahi

1 1
[a0] := a0, [a0; a1] := a0 + —, [a0; a1, a] 1= ag + T
dl a =
1

B PSS



Konvergenty fetézového zlomku

Tvrzeni
Pro ag € Z, a1, a, - -- € N definujme posloupnosti

P-2,P-1,Po, P15 - - -

d-2,49-1,40,4q1, - - -

rekurentnimi vztahy
p—2=0,p-1=1pp=apnpp-1+ pn—2,n>0

g—2=1,9-1=0,9, = anGn—1+ gn—2,n >0

Pak pro kaZdé n € Ny plati

> [ao;al,...,a,,]:%

> PnQn—-1 — Pn—14n = (
> posloupnost 22, n > 0 je konvergentni

_1)n+1



Hodnota nekone&ného fetézového zlomku

Definice
Necht’ ag € Z, a1, a»,--- € N. Oznacme p;, q; jako vyse.
Hodnotou nekone&ného Feté&zového zlomku [ag; a1, a2, . . . |
rozumime &islo
. Pn
a:=lim, oo —,
n
pisSeme
a = [ag; a1, az, - - - |

RacionalIni &isla 22 nazyvame konvergenty Fet&zového zlomku.
n

Pozndamka: Rekurzivni vztahy pro posloupnosti p;, g; lze vyuZit i
pro spocteni hodnoty konecného Fetézového zlomku
[a0; a1,...,an], kde ap € R a ay,...,a, € RT:

p—2=0,p-1=1,pi=aipi-1+pi2,1 >0

q2=1,9.1=0,9;=a;9gi-1+qi—2,1 >0

Pak je [ag; a1,...,ai] = p’ ! pro kazdé i =0,1,.



Retézovy rozvoj iracionalniho &isla

Tvrzeni
Pro kaZdé a € R\ Q existuje posloupnost
ap € Z,a1, ap, as,--- € N takova, Ze

a = [ag; a1, az, - - . |

Tato posloupnost je navic dana jednoznacné.

Idea dikazu: Definujeme posloupnosti ag, a1, --- € R a
ag, a1, - - . , € Z takto:

1
ap = a,a0 = |agl, a1 = m,al = |oy |

1 1
= —\ a9 = . = . an =
(0% a1 — 31’ 2 LOQJa , Qp 1 — an_17 n I_anJ

Snadno nahlédneme, Ze ay,ap, - -+ € (1,00), proto také
ai,az, - €N



Dikaz tvrzeni pokrad.
Chceme dokazat, Ze « = [ap; a1, a2, - . . |.
Pro kazdé n > 2 jisté plati
a =[ag; a1, ..., an—1,n|

Proto také (tento vztah budeme potfebovat pozdgji)

_ QpPp—1+t pn-2
QnQn—1 + Gn-2
kde %, %, ... jsou konvergenty [ag; a1, a2, . - .|
_ Pn—1| _ |QnPn—1tPn—2 _ Pn-1 —
Pak |Od qn—1 | |anQn71+Qn72 qn—1 |
‘anpn—lqn—1+Pn—2qn—1_anqn—1Pn—1_qn—2pn—1 | — Pn—2qn—1_qn—2pn—1| <
1 qnfl(anqn71+qnf2) qnfl(anqn71+qn72) -
-1 n+ , o .
KZ#. Snadno se nahlédne, Ze lim,, ,oogn, = 00

An—1



Hledani fetézového rozvoje odmocniny

Pro N € N takové, ze VN ¢ Q chceme najit ag, a1, - - - € N tak,
aby platilo /N = [ag; a1, a2, . . ..

Tvrzeni

Necht' N € N spliiuje /N ¢ Q. Oznaéme ag,a1,--- €R a
ao, a1, ..., € Z dané vztahy

1
Qg .= \/Na ap = LOZOJ,O(l = ,dl = LalJ
Qo — 4o
1
cy Q= ————————— ap = |ag], ...

Qp—1 — dp-1

Pro kazdé n € Ny existuji R,, S, € Z, S, # 0 takové, Ze

_Ra+VN R+ VN, R+ [VN]
B T




Poznamka:

Z dikazu uvidime i postup pro vypocet &isel R;, S;:

_p2
R() 220,50 :zlaproiZOje R,‘+1:ai5i_R,'aSi+1: N-R

i+1

i




Dukaz tvrzeni:

Polozime Ry := 0, So := 1. Pak ag = VN = R‘)Ei(}m-
Prepokladejme, e plati a; = BN Pryek ajpq = 1

vyjad¥ime ve tvaru g1 + @2V N, g1, g2 € Q, ze kterého dostaneme
vzorce pro S;;1 a Rjy1. Nakonec dokdZeme S;11,Riy1 € 7Z a

Siy1 #0.

1 1 5;
T ai—a L?m —a Ri—aSi+VN
Si Ri—a;Si— VN _ Si(Ri—aS —VN)
Ri—aiSi+VNR; —a,;S;—vN  (Ri—aS)?—N
3iSi— Ri+ VN
N=(Ri—a;Si)*
S;

.. . N—R?
Nabizi se proto definovat Riy1 := a;S; — R a Sjp1 = —<5 ™.




Dikaz tvrzeni pokrac:

Definujeme Ry :=0,5 :=1 a pro i € N polozime
N—
Rii1:=a;Si— R a Sj31:= , kde a; := LRJ”FJ
Indukci dokdzeme, Ze R;, S; € Z a 5 # 0 pro kazdé i € N.
Pokud mame a;,S;, R; € Z bude Ri11 € Z a Siy1 # 0 (jinak je N
Ctverec celého &isla).

N—R? ,
<t € Z. Mame

Zbyva proto dokdzat, Ze S; 11 =
N—R%, =N— (R —a;S;)?> = N — R? +2a;R;S; — a?S?

Protoze je N — F\’,-2 = 5;S;_1 bude z 5;_1 € Z plynout
Si|N— RI+1



Dokoné&eni dukazu

Zbyva jesté overit | kYN | — | RetlVIV])

Pozdg&ji ukazeme, ze S, > 0.
Oznalme A,, B, € Z takova, Ze

Ro+ |VN| = Ap,S,+ Bn, B, €{0,1,...,5, — 1}

Pak A, = | RtV |
Oznatme dile £ € (0,1) tak, 2e VN = |V/N]| + . Pak

R+ VN Ro+ [VN] +¢ AnSn+ By +¢
| S =1 S I=1 S ]

Tedy skute¢n& {R"Jgn\mj = LR"JFSLH‘WJJ = A,



Algoritmus pro fetézovy rozvoj v N

Vstup: Ne N,VNEQ, ke N
Vystup: ag, a1, ...,ax € N, potatek ¥et&zového rozvoje v/N,
pi, qi € N spliiujici [ag; a1, ..., a]] = %
1. Rp:=0,S:=1,g:=|VN|, ap:=g po:=g,q0:=1,
pP—1 = 1, q-1:'= 0
2. fori=1to k do
Ri:=ai1Si1—Ri—1,5 = Nsi_fl
aj = | %5 |
pi = aipi—1 + pi—2,q;i '= aiqi—1 + gi—2
3. return ag, a1, ..., 3K, PO, PLs---5Pk» G0sqLs-- -,k

R?

i




Generator relaci pro CFRAC

Tvrzeni
Msime N € N, /N & Q, necht’ mje hodnota nekone&ného
Fet&zového zlomku

VN = [a0; a1, a2, ... ]

Necht’' p_o2,p—1,p0,---, 9—2,9-1,90, - --, Ro, R1,..., So, 51, - .
jsou posloupnosti definované vztahy

p—2:=0,p1:=1,pi=ajpj-1+pi—2>0
g-2:=1,9-1:=0,q; = a;qi—1 + qi—2,1 >0

N — R?
Ro=0,% =1, R := aj-15i-1 — Ri—1, 5; := '

i>1
Si—1

Pak pro kazdé n > 0 je

p2_y — Ng2_y = (—=1)"S,, p2_; = (—1)"S, (mod N).



Dikaz p2_, — Ng2_; = (~1)"S,

Pro n =0 mdme 12 — N.02 = (—1)°.1.
P¥i zavedeném znaceni

VN = ag = [a0; a1, - - -, an—1, )]

pro kazdé n € N, pficemZ a,, = R”%W.
Dile vyuZijeme vztahu
. QpPn—1 + Pn—2
[301 Aly ...y anflyan] —

QnQn-1+ gn-2



Pokratovani dikazu p2 ; — Ng2_ ; = (—1)"S,

Dostaneme

\/N _ Rn+\/7pn 1+ Pn-2 . Rnpnfl + \/anfl 4+ pn725n

Rn+fqn 1+ gn_o B ann—l + \/Nqn—l + C7n—25n

Ngn—1+ (ann—l + qn—25n)\/ﬁ = (Rnpn—l + pn—25n)'1 + pn—l\/N

ProtoZze 1,V N jsou linedrn& nezavislé prvky v Q-linedrnim prostoru
R, Ize pfedchozi rovnost roztrhnout na dvé.

Rnpn—l + Pn—25n = Nqn—l

ann—l + qn—25n = Pn-1



Dokonéenf diikazu p2 ; — Ng2_; = (—1)"S,

Mame vztahy
ann—l + qn—25n = Pn-1
Rnpn—l + pn—25n = Nqn—l

Prvni pfendsobime p,_1, druhy g,_1 a odecteme
P%,l—Nq5,1 = Rnqn-1Pn-1+9n—2Pn—150—RnPn-19n—1—Pn—2Gn-15n

p%—l - ng—l = Sn(Pnflqan - pn72qn71) .

K dokongenf diikazu sta&i vyuZit pigi_1 — pi_1q9; = (—1)"*! pro

kazdé i > 0



Pro¢ je kazdé S, > 07

P¥i znakeni z predeslého tvrzeni je VN = lim,,_mo%. Nenfi t&zké si
n
rozmyslet, Ze plati

Po P2 P UN<... P PP
qdo a2 aa as as 01

Pro n > 1 uvaZme rovnost p2_; — Ng2_; = (—1)"S, ve tvaru

2
S
pg—l _ N: (_1)n 2!7
dn-1 dn—1

Pokud n je liché, bude na levé stran& zdporné &islo. Aby bylo i na
pravé stran& zdporné &islo, musi platit S, > 0.

Pokud je n sudé, je na levé strané kladné &islo. Aby bylo i na pravé
stran& kladné &islo, musi byt S, > 0



To je pro desek vse

Dékuji za pozornost.



