
Č́ıselné algoritmy
Rozvoj odmocniny do řetězového zlomku
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Klasické řetězové zlomky

Pro a0 ∈ R a a1, a2, . . . , an ∈ R+ budeme označovat
[a0; a1, . . . , an] reálné č́ıslo, které obdrž́ıme ze vztahů

[a0] := a0, [a0; a1] := a0 +
1

a1
, [a0; a1, a2] := a0 +

1

a1 + 1
a2

[a0; a1, . . . , an] := a0 +
1

[a1; a2, . . . , an]



Konvergenty řetězového zlomku

Tvrzeńı
Pro a0 ∈ Z, a1, a2, · · · ∈ N definujme posloupnosti

p−2, p−1, p0, p1, . . .

q−2, q−1, q0, q1, . . .

rekurentńımi vztahy

p−2 = 0, p−1 = 1, pn = anpn−1 + pn−2, n ≥ 0

q−2 = 1, q−1 = 0, qn = anqn−1 + qn−2, n ≥ 0

Pak pro každé n ∈ N0 plat́ı

I [a0; a1, . . . , an] = pn
qn

I pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n+1

I posloupnost pn
qn

, n ≥ 0 je konvergentńı



Hodnota nekonečného řetězového zlomku

Definice
Necht’ a0 ∈ Z, a1, a2, · · · ∈ N. Označme pi , qi jako výše.
Hodnotou nekonečného řetězového zlomku [a0; a1, a2, . . . ]
rozuḿıme č́ıslo

α := limn→∞
pn
qn
,

ṕı̌seme
α = [a0; a1, a2, . . . ]

Racionálńı č́ısla pn
qn

nazýváme konvergenty řetězového zlomku.

Poznámka: Rekurzivńı vztahy pro posloupnosti pi , qi lze využ́ıt i
pro spočteńı hodnoty konečného řetězového zlomku
[a0; a1, . . . , an], kde a0 ∈ R a a1, . . . , an ∈ R+:

p−2 = 0, p−1 = 1, pi = aipi−1 + pi−2, i ≥ 0

q−2 = 1, q−1 = 0, qi = aiqi−1 + qi−2, i ≥ 0

Pak je [a0; a1, . . . , ai ] = pi
qi

pro každé i = 0, 1, . . . , n.



Řetězový rozvoj iracionálńıho č́ısla

Tvrzeńı
Pro každé α ∈ R \Q existuje posloupnost
a0 ∈ Z, a1, a2, a3, · · · ∈ N taková, že

α = [a0; a1, a2, . . . ]

Tato posloupnost je nav́ıc dána jednoznačně.

Idea d̊ukazu: Definujeme posloupnosti α0, α1, · · · ∈ R a
a0, a1, . . . ,∈ Z takto:

α0 := α, a0 = bα0c, α1 :=
1

α0 − a0
, a1 = bα1c

α2 :=
1

α1 − a1
, a2 = bα2c, . . . , αn :=

1

αn−1 − an−1
, an = bαnc

. . .

Snadno nahlédneme, že α1, α2, · · · ∈ (1,∞), proto také
a1, a2, · · · ∈ N



Důkaz tvrzeńı pokrač.

Chceme dokázat, že α = [a0; a1, a2, . . . ].
Pro každé n ≥ 2 jistě plat́ı

α = [a0; a1, . . . , an−1, αn]

Proto také (tento vztah budeme poťrebovat později)

α =
αnpn−1 + pn−2
αnqn−1 + qn−2

kde p0
q0
, p1q1 , . . . jsou konvergenty [a0; a1, a2, . . . ]

Pak |α− pn−1

qn−1
| = |αnpn−1+pn−2

αnqn−1+qn−2
− pn−1

qn−1
| =

|αnpn−1qn−1+pn−2qn−1−αnqn−1pn−1−qn−2pn−1

qn−1(αnqn−1+qn−2)
| = |pn−2qn−1−qn−2pn−1

qn−1(αnqn−1+qn−2)
| ≤

|(−1)n+1|
q2n−1

. Snadno se nahlédne, že limn→∞qn =∞



Hledáńı řetězového rozvoje odmocniny

Pro N ∈ N takové, že
√
N 6∈ Q chceme naj́ıt a0, a1, · · · ∈ N tak,

aby platilo
√
N = [a0; a1, a2, . . . ].

Tvrzeńı
Necht’ N ∈ N splňuje

√
N 6∈ Q. Označme α0, α1, · · · ∈ R a

a0, a1, . . . ,∈ Z dané vztahy

α0 :=
√
N, a0 = bα0c, α1 :=

1

α0 − a0
, a1 = bα1c

. . . , αn :=
1

αn−1 − an−1
, an = bαnc, . . .

Pro každé n ∈ N0 existuj́ı Rn,Sn ∈ Z, Sn 6= 0 takové, že

αn =
Rn +

√
N

Sn
, an = bRn +

√
N

Sn
c = bRn + b

√
Nc

Sn
c .



Poznámka:

Z důkazu uvid́ıme i postup pro výpočet č́ısel Ri ,Si :

R0 := 0, S0 := 1 a pro i ≥ 0 je Ri+1 = aiSi − Ri a Si+1 =
N−R2

i+1

Si



Důkaz tvrzeńı:

Polož́ıme R0 := 0, S0 := 1. Pak α0 =
√
N = R0+

√
N

S0
.

Přepokládejme, že plat́ı αi = Ri+
√
N

Si
. Prvek αi+1 = 1

αi−ai
vyjáďŕıme ve tvaru q1 + q2

√
N, q1, q2 ∈ Q, ze kterého dostaneme

vzorce pro Si+1 a Ri+1. Nakonec dokážeme Si+1,Ri+1 ∈ Z a
Si+1 6= 0.

αi+1 =
1

αi − ai
=

1
Ri+
√
N

Si
− ai

=
Si

Ri − aiSi +
√
N

=

Si

Ri − aiSi +
√
N

Ri − aiSi −
√
N

Ri − aiSi −
√
N

=
Si (Ri − aiSi −

√
N)

(Ri − aiSi )2 − N
=

aiSi − Ri +
√
N

N−(Ri−aiSi )2
Si

Nab́ıźı se proto definovat Ri+1 := aiSi − Ri a Si+1 =
N−R2

i+1

Si
.



Důkaz tvrzeńı pokrač:

Definujeme R0 := 0, S0 := 1 a pro i ∈ N polož́ıme

Ri+1 := aiSi − Ri a Si+1 :=
N−R2

i+1

Si
, kde ai := bRi+

√
N

Si
c.

Indukćı dokážeme, že Ri ,Si ∈ Z a Si 6= 0 pro každé i ∈ N.
Pokud máme ai ,Si ,Ri ∈ Z bude Ri+1 ∈ Z a Si+1 6= 0 (jinak je N
čtverec celého č́ısla).

Zbývá proto dokázat, že Si+1 =
N−R2

i+1

Si
∈ Z. Máme

N − R2
i+1 = N − (Ri − aiSi )

2 = N − R2
i + 2aiRiSi − a2i S

2
i

Protože je N − R2
i = SiSi−1 bude z Si−1 ∈ Z plynout

Si | N − R2
i+1.



Dokončeńı důkazu

Zbývá ještě ově̌rit bRn+
√
N

Sn
c = bRn+b

√
Nc

Sn
c.

Později ukážeme, že Sn > 0.
Označme An,Bn ∈ Z taková, že

Rn + b
√
Nc = AnSn + Bn,Bn ∈ {0, 1, . . . ,Sn − 1}

Pak An = bRn+b
√
Nc

Sn
c

Označme dále ε ∈ (0, 1) tak, že
√
N = b

√
Nc+ ε. Pak

bRn +
√
N

Sn
c = bRn + b

√
Nc+ ε

Sn
c = bAnSn + Bn + ε

Sn
c

Tedy skutečně bRn+
√
N

Sn
c = bRn+b

√
Nc

Sn
c = An



Algoritmus pro řetězový rozvoj
√
N

Vstup: N ∈ N,
√
N 6∈ Q, k ∈ N

Výstup: a0, a1, . . . , ak ∈ N, počátek řetězového rozvoje
√
N,

pi , qi ∈ N splňuj́ıćı [a0; a1, . . . , ai ] = pi
qi

1. R0 := 0, S0 := 1, g := b
√
Nc, a0 := g , p0 := g , q0 := 1,

p−1 := 1, q−1 := 0

2. for i = 1 to k do
Ri := ai−1Si−1 − Ri−1,Si :=

N−R2
i

Si−1

ai := bRi+g
Si
c

pi := aipi−1 + pi−2, qi := aiqi−1 + qi−2

3. return a0, a1, . . . , ak , p0, p1, . . . , pk , q0, q1, . . . , qk



Generátor relaćı pro CFRAC

Tvrzeńı
Máme N ∈ N,

√
N 6∈ Q, necht’

√
N je hodnota nekonečného

řetězového zlomku

√
N = [a0; a1, a2, . . . ]

Necht’ p−2, p−1, p0, . . . , q−2, q−1, q0, . . . , R0,R1, . . . , S0,S1, . . .
jsou posloupnosti definované vztahy

p−2 := 0, p−1 := 1, pi = aipi−1 + pi−2, i ≥ 0

q−2 := 1, q−1 := 0, qi = aiqi−1 + qi−2, i ≥ 0

R0 = 0, S0 = 1,Ri := ai−1Si−1 − Ri−1,Si :=
N − R2

i

Si−1
, i ≥ 1

Pak pro každé n ≥ 0 je

p2n−1 − Nq2n−1 = (−1)nSn, p
2
n−1 ≡ (−1)nSn (mod N) .



Důkaz p2
n−1 − Nq2

n−1 = (−1)nSn

Pro n = 0 máme 12 − N.02 = (−1)0.1.
Při zavedeném značeńı

√
N = α0 = [a0; a1, . . . , an−1, αn]

pro každé n ∈ N, p̌ričemž αn = Rn+
√
N

Sn
.

Dále využijeme vztahu

[a0; a1, . . . , an−1, αn] =
αnpn−1 + pn−2
αnqn−1 + qn−2



Pokračováńı důkazu p2
n−1 − Nq2

n−1 = (−1)nSn

Dostaneme

√
N =

Rn+
√
N

Sn
pn−1 + pn−2

Rn+
√
N

Sn
qn−1 + qn−2

=
Rnpn−1 +

√
Npn−1 + pn−2Sn

Rnqn−1 +
√
Nqn−1 + qn−2Sn

Nqn−1 + (Rnqn−1 + qn−2Sn)
√
N = (Rnpn−1 + pn−2Sn).1 + pn−1

√
N

Protože 1,
√
N jsou lineárně nezávislé prvky v Q-lineárńım prostoru

R, lze p̌redchoźı rovnost roztrhnout na dvě.

Rnpn−1 + pn−2Sn = Nqn−1

Rnqn−1 + qn−2Sn = pn−1



Dokončeńı důkazu p2
n−1 − Nq2

n−1 = (−1)nSn

Máme vztahy
Rnqn−1 + qn−2Sn = pn−1

Rnpn−1 + pn−2Sn = Nqn−1

Prvńı p̌renásob́ıme pn−1, druhý qn−1 a odečteme

p2n−1−Nq2n−1 = Rnqn−1pn−1+qn−2pn−1Sn−Rnpn−1qn−1−pn−2qn−1Sn

p2n−1 − Nq2n−1 = Sn(pn−1qn−2 − pn−2qn−1) .

K dokončeńı důkazu stač́ı využ́ıt piqi−1 − pi−1qi = (−1)i+1 pro
každé i ≥ 0



Proč je každé Sn > 0?

Při značeńı z p̌redešlého tvrzeńı je
√
N = limn→∞

pn
qn

. Neńı těžké si
rozmyslet, že plat́ı

p0
q0

<
p2
q2

<
p4
q4

< · · · <
√
N < · · · < p5

q5
<

p3
q3

<
p1
q1

Pro n ≥ 1 uvažme rovnost p2n−1 − Nq2n−1 = (−1)nSn ve tvaru

p2n−1
q2n−1

− N = (−1)n
Sn
q2n−1

Pokud n je liché, bude na levé straně záporné č́ıslo. Aby bylo i na
pravé straně záporné č́ıslo, muśı platit Sn > 0.
Pokud je n sudé, je na levé straně kladné č́ıslo. Aby bylo i na pravé
straně kladné č́ıslo, muśı být Sn > 0



To je pro dešek vše

Děkuji za pozornost.


