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Dixonova faktorizace uvod

» John D. Dixon: Asymptotically fast factorization of integers,
Mathematics of Computation, 1981

» Analyza algoritmu vede (p¥i ur&ité volb& parametri) k
subexponencidlnimu faktoriza¢nimu algoritmu

P V nasi prednasce Dixonlv algoritmus chapeme jako schéma z
néhoZ vychazeji algoritmy CFRAC a kvadratické sito



Fermatova faktorizace

P¥ipomeifime Fermatovu metodu, kterd hledala pro N € N &isla x, y
tak, aby N = x% — y2. Z tohoto vyjad¥eni pak mame faktorizaci N:

N=(x—-y)(x+y).

Zkusme tuto podminku zeslabit na x? = y? (mod N). Pak
dostaneme
(x —y)(x+y)=0 (mod N)

Musi proto platit NSD(x — y, N) > 1 nebo NSD(x + y, N) > 1.
Kongruence x> = y? (mod N) miZe platit z trividlnich divodd, t]
pokud plati x = £y (mod N). V takovém p¥ipadé bude vzdy
NSD(x — y, N) = N nebo NSD(x + y, N) = N.

Naopak, bude-li x # +y (mod N), bude jist&¢ NSD(x —y, N) < N
a NSD(x +y,N) < N, a tedy NSD(x — y, N) nebo

NSD(x + y, N) bude vlastni dé&litel N.



Relace, hlavni princip Dixonovy metody

Necht’ N € N. Uspo¥adand dvojice (x,y) € Z x Z je relace, pokud

plati
x? =y (mod N).

Dixonova metoda se hleda relace (x1,y2), (x2, ¥2), - - ., (xk, yk) tak,

aby
k
[Iyvi=y
i=1

pro n&jaké y € Z. Pro x := [[&_, x; pak bude platit

k
x? = Hx,2 = Hy,- = y? (mod N)
i=1

i=1

Mame tedy ¢tverce kongruentni modulo N, které se pokusime
vyuzit k faktorizaci N.



Generator relaci

Kazdy algoritmus zaloZeny na Dixonové metodé potfebuje
generator relaci.
» Jednoduchym pfikladem mize byt
1. Zvol ndhodné x € Zy
2. return (x,x? mod N)
» Generator pro kvadratické sito
1. Zvol x € Z pobliz /N
2. return (x,x2 — N)
» Trochu komplikovang&jsi generator relaci ma algoritmus
CFRAC, relace vznikaji p¥i vypottu Fet&zového rozvoje vN



Faktorizaéni baze a hladké relace

Algoritmus voli faktoriza¢ni bazi. Typicky jde o mnoZinu
B = {_1727375777 s apmax}

Relace (x,y) se nazyva hladkd pokud je y soutin prvki
faktorizaéni baze, tedy
y=1]b*

beB

Pokud vime, Ze generdtor relaci vraci relace tvaru (x, y), kde
y > 0, nemd smysl ddvat do faktorizaéni baze prvek —1.



Poznamka k volbé faktoriza¢ni baze

Podobné& pokud vime, Ze prvodislo nebude délit pravou stranu
2adné relace, nema smysl davat ho do faktorizaéni baze.

Ptiklad: Uvazme ndsledujici generdtor relaci: Vyber x € Z, vrat’
(x,x? — N). Pokud N neni &tverec celého &isla, bude x2 — N # 0
pro kazdé x € Z. Pokud p € P, existuje x € Z takové, Ze

p | x> — N pouze pokud N je kvadratické reziduum modulo p.
Pro takovy generator relaci ma bychom do faktorizaéni baze dali

pouze prvocisla spliiujici <%) =1



Dalsi poznamky k volbé faktorizaéni baze

Z nagenerované mnoZziny relaci vybereme hladké relace. Hladkost
relace miZeme testovat zkusmym dé&lenim (p¥ipadng
sofistikovanéjsi metodou, napfiklad u kvadratického sita dochazi k
zdsadnimu zrychleni algoritmu p¥idanim prosivaci faze). Volba
faktorizagni baze by méla zohlediovat tyto aspekty:

P Cetnost vyskytu hladkych relaci
P vypocetni naro¢nost testovani hladkosti relace
Faktorizaéni baze z Dixonova ¢lanku obsahovala viechna prvodisla

nepfesahujici eV2n(N)in(n(N)),



Linedrni faze
Pfedpokladejme, Ze jsme nalezli hladké relace
(x1,y1), (X2, ¥2), - - ., (xk, k). Ukolem linearni faze je vybrat z
téchto relaci podmnozinu takovou, Ze soudin pravych stran
vybranych relaci bude ¢tverec.
Jinymi slovy, hledame | C {1,2,..., k} (neprazdnou), pro kterou
bude existovat y € Z tak, ze

[Iyi=y
iel

Sestavme matici A, kterd bude mit k ¥adkd a |B| sloupci. Sloupce
této matice budeme indexovat prvky B.
ProtoZe relace jsou hladké, mame

yi = H pEi-b

beB

Do matice A na pozici (i, b) napideme prvek e; , mod 2.



Linedrni faze 2
Budeme hledat ¥adkové vektory u = (ug, ua, ..., ux) € Z5, pro
které je
uA =0 (mod 2)

Tedy jde o YeSeni soustavy homogennich linedrnich rovnic nad
dvouprvkovym télesem.

Je-li u= (u1, u, ..., uy) Feleni takovéto soustavy, plati pro kazdé
beB
k
Z uiej p =0 (mod 2).
i=1

Polozme I, := {i € {1,...,k} | uj = 1}.
Pak [[;cr, i = Ilpen b2iel b = [bes pEisa Uicib Polome
€ = %fozl uieip a Yu = [pep b®. Pakje [[;c, vi= y2, a tedy

(H x;)? = y2 (mod N)

icly



Dobra a $patnd feseni
Ne kazdé YeSeni poskytnuté linearni fazi Ize pouZit pro faktorizaci
vstupu.
Rekneme, Ze ¥eSeni u € Zé je spatné, pokud je

Hx, = +y, (mod N)

i€ly

Za urtitych ptedpokladi (nap¥iklad pokud N je sou&in dvou
raznych lichych prvocisel) Ize dokazat, Ze Spatnd YeSeni tvofi
podprostor Zé.

Obecn& nemame mechanismus, ktery by zarudil, Ze existuje alesponi
jedno Feseni, které neni $patné. Nicméné&, pokud takové Feseni
existuje, |ze alespoii jednu polovinu viech ¥eSeni pouZit k isp&sné
faktorizaci N.

V praxi se proto linearni faze snaZi najit vice linedrné nezavislych
feseni.



Linearni faze - zavérecné poznamky

Pro vé&tsi vstupy je tfeba brat velké faktorizaéni baze. Provedeni
linedrni faze Gaussovou eliminani metodou by pak mohlo narazit
na pamét'ovou i ¢asovou naroénost algoritmu.

Ve sloupci matice indexovaném prvodislem b o¢ekdvame nenulové
pouze kazdé b-té pole. Vétsina poli matice je proto nulova.
Faktorizaéni algoritmy proto vétSinou vyuZivaji specializované
algoritmy pro ¥eeni soustav rovnic s ¥idkou matici (Wiedemannova
blokovd metoda, Lanczosova blokovd metoda).



Parcialni relace

Hladké relace jsou pomérné vzacné. Vétsina algoritmi proto
pracuje i s parcialnimi relacemi. To jsou relace (x,y), kde prava
strana je soulin prvki z faktorizadni baze a n&kolika malo (typicky
jednoho nebou dvou) prvotisel mimo faktoriza¢ni bazi.

PFiklad: Mame faktorizalni bazi B = {—1,2,3,..., Pmax} @
zvolime pmax < g < p2,.x. Dostaneme relaci (x,y). Pravou stranu
relace podélime prvodisly z faktorizaéni baze v nejvyssich moznych
mocnindch. Dostaneme tak

y=+ [] p*Vy,
peBNP

kde y’ € N nenf dé&litelné prvoiislem z faktorizagni baze. Pokud je
y" =1, mame hladkou relaci. Pokud je 1 < y’ < g, je nutn&

y" € P\ B. Dostaneme pak parcidlni relaci s jednim velkym
prvocislem y'.



Maly koeficient(*)

Maly koeficient je metoda, kterd se snazi zvysit vytéZnost malych
prvolisel ve faktorizaéni bazi.

Zakladni idea: Misto N faktorizujeme kN, kde k € N a doufame,
ze vystup algoritmu poskytne také netrividlni faktor N. Volbu k se
snazime nastavit tak, aby testovani hladkosti relaci bylo v priiméru
co nejrychlejsi.

Pro generator relaci tvaru (x, x?> — N) bychom mohli postupovat
takto: Vybereme mnoZinu prvo&isel S (mald lichd prvoéisla, u
kterych chceme, aby Casto dé&lila pravé strany relaci). Pro k € N
(typicky malé bez&tvercové) uréime p¥inos k dle vzorce

g+ Y log(p) . 2log(p)

s P sy P

Jako maly koeficient pro algoritmus pak pouZijeme to k, u kterého
vySel nejvétsi p¥inos.



Konec osmé predndsky

Dékuji za pozornost.



