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Projektivni rovinné k¥ivky, pfipomenuti

Definice
Projektivni rovinnd kfivka je mnoZina bodi P>(FF) ve tvaru

V(F):={(w:x:y) ePyF)| F(w,x,y) =0},

kde F € F[W, X, Y] je nekonstantni homogenni polynom.



Nesinguldrni body a te¢ny

Definice

Predpokladejme, Ze F je algebraicky uzaviené. Mame projektivni
rovinnou kFivku zadanou homogennim bez¢tvercovym polynomem
F e F[W,X,Y] abod P= (wp:xp:yp)€ V(F). Oznaéme

oF 8= 20 )y = 2 )
oW wp, Xp, yp X wp,Xp,yp),7y ‘= oY wp,Xp,yp) .

o=
Rekneme, Ze P je nesinguldrni bod kFivky, pokud je alespori jeden z
prvki o, 3,y nenulovy.

V takovém pFipadé definujeme te¢nu k V(F) v bodé P jako
mnoZinu bodi V(aW + X 4+ ~vY'), tedy mnoZinu

{(w:x:y)|aw+ x+~y =0}



Poznamka pod ¢arou

Poznamka: Ptedpoklady F = F a F bezétvercové davaji, Ze
mnozina V/(F) urluje F jednoznatné& az na skaldrni ndsobek. Tedy
nesingularita bodu nezéleZi na zvoleném F, podobné te¢na nezavisi
na zvoleném F a volbé homogennich soufadnic bodu P.



Eliptické kfivky

Definice

Necht' F je té&leso, char(F) # 2,3. Pro ucely této pfednasky
budeme eliptickou kFivkou nad F rozumét projektivni rovinnou
kFivku danou polynomem

Eap=WY? = X3 —aW?X — bW3 € F[W, X, Y], kde a,b € F
spliiuji 4a> 4+ 27b% # 0.

Cviceni

Predpokladejme navic F algebraicky uzaviené. KFivka dand
polynomem E, ;, neobsahuje singuldrni body pravé kdyz

433 + 27b% # 0. KaZdym bodem eliptické kFivky Ize vést te&nu.



Grupova struktura na E, 5(IF)

P¥ipometime znadeni:
V(Eap) = {6, ¥l | x,y €F,y? = x>+ ax+ b} U{(0:0: 1)}

Jediny nevlastni bod V/(E, ) budeme oznaZovat 0.
Na této mnoZiné budeme chtit definovat strukturu komutativni
grupy, kterd spliiuje nasledujici pravidla:

a) 0 je neutrdlni prvek grupy

b) Soutet ti bodi V(E, ) leZicich na p¥imce je 0.
Tuto grupu jsme znatili E; ,(IF).
Budeme ptedpokladat, Ze I je algebraicky uzav¥ené téleso, které
ma charakteristiku riiznou do 2 a 3. Z uvedenych vzorcii pak
uvidime, Ze E, p(F) je podgrupa E; »(F) pro kazdé a,b € F
splitujici 4a% + 27b% # 0.



Ndsobnost priiniku

Jsou-li F, G € F[W, X, Y] nekonstantni homogenni polynomy a
P e V(F)N V(G), Ize definovat i(P, F, G) zhruba vymezujici
nasobnost priiniku k¥ivek V(F) a V(G), tak, aby platitla
Bézoutova véta. V ptipadé, kdy jeden z polynomid ma stupefi 1, je
definice nasobnosti snaZsi.
Pro nade Gcely predpoklddejme, Ze L € F[W, X, Y] je homogenni
stupné L a B, = WY2 — X3 — aW2X — bW3 € F[W, X, Y], kde
42% 4+ 27b% # 0. Pokud P € V(L) N V(E,p), je
i(P, L, E,p) € {1,2,3}, pFicem?
> i(P,L,E;p) =1 pravé kdyZ V(L) neni te¢na V(E,p) v bod&
P.
> (P, L, E;p) =2 pravé kdyz |V(L) N V(Esp)| =2 a V(L) je
te¢na V(E,p) v P.
» i(P,L,E;p) =3 pravé kdyz |V(L) N V(E,p)| =1



Bézoutova véta, specialni p¥ipad

Véta
(Bézout) Necht’ F,L € F{W, X, Y] jsou homogenni polynomy,
deg(L) =1, deg(F) = d > 1, F algebraicky uzavFené. Pokud

Lt F, pak
Y (P, LF)=d
PeV(P)NV(F)



Vzdjemna poloha p¥imky a eliptické k¥ivky

P¥edpokldddme char F # 2,3, F = F. Dédle mdme L € F[W, X, Y]
stupné 1 a E,, € F[W, X, Y] stupn& 3, kde 423 + 27b% # 0.
Podivejme se, jak miize vypadat V(L) N V(E,):
1. V(L)Nn V(Esp) = {P}. Pak nutn& i(P,L,E;p) = 3.
2. V(L) N V(Ea7b) = {Pl, P2}, kde Py # P,. Pak
i(Pl, L, Ea,b) =2a i(PQ, L, Ea,b) =1 nebo i(Pl, L, Ea,b) =1a
i(P2, L, E;p) = 1. P¥imka V(L) je te¢na v bodg, kde je vy3si
ndsobnost priiniku.
3. V(L)N V(Esp) = {P1, P2, P3}, kde Py, P2, P3 jsou po dvou
ruzné. Pak i(Pl, L, Ea,b) = i(PQ, L, Ea,b) = i(P3, L, Ea,b) =1.



Pravidlo (0)

Zformulujme nyni preciznéji pravidlo, ze kterého odvodime vzorce
pro definici grupy E, p(F):

Neformalné: Soulet t¥i bodi leZicich na p¥imce je nula.
Formalnéji: Pro kazdy homogenni polynom L € F[W, X, Y] stupn&
1 v grupé E, p(IF) plati

> (P, LE,)P=0.
PeE, ,(F)NV(L)



Opalny prvek v E; p(F)

» —0:=0, pozadujeme, aby 0 byl neutraini prvek E, ,(TF).
» —[x,y] :=[x, —y]: Podivejme se na prinik V(E, ) a
V(X — xW). Na p¥imce leZi body [x,+ty] = (1:x:+£y) a
také bod 0 = (0:0:1). Pokud y # 0, je
V(E;p) N V(X — xW) trojprvkovy a podle pravidla (0) musi
platit
[X7Y] + [Xv _y] +0 =0

a neni jind moZnost nez definovat —[x, y] := [x, —y].
Pokud je y = 0, je prinik V(E, )N V(L) dvouprvkovy.
Snadno se presvédtime, Ze V(X — xW) je te¢na k V(E, ) v
bodg [x, 0], tedy i([x,0], X — xW, E, ) = 2. Pravidlo (0) tak
Fika

[x,0] + [x,0] +0=0
Musime proto definovat —[x, 0] := [x,0]. Obecn& tedy musi
byt —[x, y] definované jako [x, —y].



Operace +

ProtoZe chceme, aby 0 byla neutralni prvek, musi platit

0+ P =P+0=P pro kazdé P € E, ,(F).

Pokud s¢itdme opalné prvky, musime dostat prvek neutralni. To
nds ptivede k definici [x, y| 4+ [x, —y] := 0 (zahrnuje téz

[x,0] + [x, 0] := 0) pro kazdé [x, y] € E, p(F).

M&jme nyni body P1 = [x1, y1], P> = [x2, y2] € E, p(FF). Chceme
ur&it vzorec, ktery bude definovat P3 = [x3, y3].

P¥edpokladejme nejprve x; # x2. Body Py, P> proloZzime p¥imku.
Ptimka je ve tvaru V(Y —sX — tW), kde s = 22 a

t=wn Q ﬁxl Z tohoto tvaru je patrné, Ze
0¢ V(Y — 522X — tW). Pak

V(E.p) V(Y —=sX—tW) = {[x,y] € Po(F) | y = sx+t,y? = x*+ax+b}
Priinik je proto popsan kofeny rovnice

(sx+t)2=x>+ax+b



Operace +, pokraovani

Pfedpokladejme, Ze

|V(Eap) N V(Y —sX —tW)| =3,
tedy kromé Py, P> je v priniku jesté dalsi bod Q.
Podle pravidla (0) pak plati
Pi+P+Q=0,
a tedy musi byt Q = —P3 = [x3, —y3].
Déle xi1, x, x3 jsou kofeny (sx + t)2 = x3 + ax + b, neboli
(x — x1)(x — x2)(x — x3) = x> + ax + b — s°x% — 2sxt — 2.

Srovnanim ¢lent u x2 dostaneme xi + x» + x3 = s2. To nés vede k
definici sou¢tu P + Ps:

P1 + P> :=[x3, y3]

2 .
X3 =58 — X1 —Xo,y3:=—Sx3— 1,

kdeSZ%at:yl—sxl.



Operace +, do tfetice vseho dobrého

Ke stejnému zavéru bychom dosli i v p¥ipadg, kdy

V(E,p) N V(Y —sX —tW) = {P1, P,}. V jednom bodg& dojde k
vy&8i ndsobnosti priiniku p¥imky a eliptické k¥ivky. Pravidlo (0) pak
bude mit tvar P1 + P1 + P> =0 nebo P; + P> + P, = 0. Ve
kterém bodé& doslo k dotyku pozndame podle ndsobnosti kofenl x;
nebo xp v rovnici x3 + ax + b — (sx + t)2 = 0. Déle uvaha probiha
stejné a vede i ke stejnému vzorci pro definici souctu.

Shrnuti z pfedchozich slajdi: Pro [x1, y1], [x2, yo] € E, p(F) takové,
Ze x1 7& X2 je
[x1, 1] + [x2, 2] == [x3, ¥3] ,

2 —y2

kde x3 := s —x1 — x2,y3 . =5(x1 —x3) —y1 a 5= o



P+P

Pokud pro x € F plati [x, y1], [x, o] € V(Eap), je
y? =y2 =x3+ ax + b. TakZe y1 = £y». Z definice opa&ného
prvku musime definovat

[va]+ [X7_y] =0

Zbyva proto dodefinovat Py + P> pro ptipad, kdy P; = Ps.
Viimneme si, Ze pokud P = [x,0], musi byt P+ P = 0.

Pro odvozeni vzorcii pro P 4 P povedeme bodem P te¢nu a
uplatnime pravidlo (0).



te¢na

Mame P := [x1,y1] = (1 : x1 : y1), kde y1 # 0. Chceme najit te¢nu
k V(E,p) v bodé P. Spotteme parcialni derivace
Eap= WY2 — X3 — aW2X — bW?3

OE. 2 2
~ =Y —-2aWX — 3bW
oW ? 3b
== — = =2WY
5X 3X° —aW-, 5y

Dosazenim homogennich soufadnic dostaneme te¢nu
V((y? —2ax1 — 3b)W + (=3xF — a)X + 211 Y)
Bod [x, y] lezi na te¢n&, pravé kdyz y = sx + t, kde

3x2 +a
S =
2y1

yt=y1 —sx1



P + P, dokon&eni

Pfredpokladejme, Ze

|V(Eap) N V((y2 —2ax1 —3b)W + (=3xF — a)X + 2,1 Y)| =2,
tedy te€na protne k¥ivku jesté v n&jakém dalsim bodé Q. Pravidlo
(0) pak dostaneme ve tvaru

P+P+Q=0,

tedy P + P musime definovat jako —Q. Dalsi postup je stejny jako
dfive: Oznatme Q := [x3, —y3]. Pak x1, x3 jsou kofenem rovnice

X34ax+b—(sx+1t)?=0,
pficemZ x; ma ndsobnost 2. Tedy

(x — x1)(x — x1)(x — x3) = x> + ax + b — (sx + t)2. Z toho
dostaneme x3 = 52 —2xj a y3 = —sx3 — t = —Sx3 + SX] — ¥1.



Pokud by P byl inflexni bod k¥ivky, dostali bychom pravidlo
P + P+ P =0 a méli bychom definovat P + P jako

—P = [x1, —yi1]. V takovém p¥ipadé m3 rovnice

x3 4+ ax + b — (sx + t)? = 0 jediny ko¥en, tedy je

x1+ x1 +x1 = x1 + x1 + x3 = s°. Tedy opét dostaneme

x3 =52 —2x1ay3=s(x1 —x3) — 1.



Ke sloZitosti ECM(*)

Zamysleme se nad sloZitosti ECM p¥i pevné zvoleném B.
PYedpokladejme, Ze N = pqg, kde 3 < p < g€ P.
Algoritmus funguje zhruba takto: Volime ndhodny bod na ndhodné
k¥ivce. Tedy volbu x, y,a € Zp provedeme ndahodné a dopoéteme
b = y? — x3 — ax. Zkontrolujeme, zda NSD(4a3 + 27b%, N) = 1.
PoloZime P = [x, y]. Inicializaci budeme povaZovat za lsp&nou,
pokud je ¥ad prvku [x mod p,y mod p] € E, p(Fp) B-mocny.
V dalsim postupu provedeme vypolet eg * P (podle vzorcl pro
s¢itani v mnozin& E, ,(Zy)). Predpoklddejme, Ze postupujeme
naptiklad takto

for pe PN (1,B) do P := plloe:(B)lp
Potet prvotisel aproximujeme hodnotou B/In(p) a pro jednu
iteraci pomoci metody typu square and multiply potfebujeme
O(log(B)) operaci v E, p(Zy).



Zjednodusujici hypotéza (*)

Rigorézni odhad sloZitosti ECM neni znam, Lenstra proved|
heuristicky odhad na zikladé hypotézy vychazejici z
asymptotickych vlastnosti hustoty hladkych &isel v intervalu (1, x).
Pro pFedstavu proved'me analyzu sloZitosti, kterda bude vychazet z
mnohem jednodus$si hypotézy.

Pro p > e oznatme L(p) = eV (PInIn(p)

Hypotéza: Pro dostatetn& velkd p je p¥i volb& B = L(p)* tfeba v
primé&ru inicializovat L(p)zit riznych k¥ivek.

Na jedné k¥ivce provedeme O(B) operaci s body E, p(Zn). V
priméru tedy algoritmus provede O(L(p)”i) operaci s body

E, p(Zp). Tento odhad minimalizujeme - pro viechny hodnoty p
vyjde nejlepsi odhad pro t = f Z toho vychazi ndvod, jak volit

B: B=L(p ) , hodnotu p miZeme odhadnout, p¥inejhor$im je
p<VN.

Algoritmus ECM pak ud&ld v prim&ru O(e 2ln(p)hﬂn(”)) operaci v
E.b(Zn).



Paralelni inverze modulo N

Pokud poditame na vice k¥fivkach souasné, Ize uplatnit tento
algoritmus

Vstup: N, a1, as,...,ax € Zy

Vystup: a; soudélné s N, nebo by, by, ..., by € Zy spliiujici
a;bi(= 1 mod N)

1. =1

2. fori=1to kdo ¢; := cj_1a; mod N

3. Urti o, 8 € Z tak, ze ack + BN = NSD(¢, N) =: d

4. if d > 1 then najdi a; soudélné s N a konec

5. for i = k downto 1 do

b; := aci_1 mod N
« = «a; mod N

return by, by, ..., by



Konec paté prednasky

Dékuji za pozornost.



