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Projektivńı rovinné ǩrivky, p̌ripomenut́ı

Definice
Projektivńı rovinná ǩrivka je množina bod̊u P2(F) ve tvaru

V (F ) := {(w : x : y) ∈ P2(F) | F (w , x , y) = 0} ,

kde F ∈ F[W ,X ,Y ] je nekonstantńı homogenńı polynom.



Nesingulárńı body a tečny

Definice
Předpokládejme, že F je algebraicky uzav̌rené. Máme projektivńı
rovinnou ǩrivku zadanou homogenńım bezčtvercovým polynomem
F ∈ F[W ,X ,Y ] a bod P = (wP : xP : yP) ∈ V (F ). Označme

α :=
∂F

∂W
(wP , xP , yP), β :=

∂F

∂X
(wP , xP , yP), γ :=

∂F

∂Y
(wP , xP , yP) .

Řekneme, že P je nesingulárńı bod ǩrivky, pokud je alespoň jeden z
prvk̊u α, β, γ nenulový.
V takovém p̌ŕıpadě definujeme tečnu k V (F ) v bodě P jako
množinu bod̊u V (αW + βX + γY ), tedy množinu

{(w : x : y) | αw + βx + γy = 0}



Poznámka pod čarou

Poznámka: Předpoklady F = F a F bezčtvercové dávaj́ı, že
množina V (F ) určuje F jednoznačně až na skalárńı násobek. Tedy
nesingularita bodu nezálež́ı na zvoleném F , podobně tečna nezáviśı
na zvoleném F a volbě homogenńıch soǔradnic bodu P.



Eliptické ǩrivky

Definice
Necht’ F je těleso, char(F) 6= 2, 3. Pro účely této p̌rednášky
budeme eliptickou ǩrivkou nad F rozumět projektivńı rovinnou
ǩrivku danou polynomem
Ea,b = WY 2 − X 3 − aW 2X − bW 3 ∈ F[W ,X ,Y ], kde a, b ∈ F
splňuj́ı 4a3 + 27b2 6= 0.

Cvičeńı
Předpokládejme nav́ıc F algebraicky uzav̌rené. Křivka daná
polynomem Ea,b neobsahuje singulárńı body právě když
4a3 + 27b2 6= 0. Každým bodem eliptické ǩrivky lze vést tečnu.



Grupová struktura na Ea,b(F)

Připomeňme značeńı:

V (Ea,b) = {[x , y ] | x , y ∈ F, y2 = x3 + ax + b} ∪ {(0 : 0 : 1)}

Jediný nevlastńı bod V (Ea,b) budeme označovat 0.
Na této množině budeme cht́ıt definovat strukturu komutativńı
grupy, která splňuje následuj́ıćı pravidla:

a) 0 je neutrálńı prvek grupy

b) Součet ťŕı bodů V (Ea,b) lež́ıćıch na p̌ŕımce je 0.

Tuto grupu jsme značili Ea,b(F).
Budeme p̌redpokládat, že F je algebraicky uzav̌rené těleso, které
má charakteristiku r̊uznou do 2 a 3. Z uvedených vzorc̊u pak
uvid́ıme, že Ea,b(F) je podgrupa Ea,b(F) pro každé a, b ∈ F
splňuj́ıćı 4a3 + 27b2 6= 0.



Násobnost pr̊uniku

Jsou-li F ,G ∈ F[W ,X ,Y ] nekonstantńı homogenńı polynomy a
P ∈ V (F ) ∩ V (G ), lze definovat i(P,F ,G ) zhruba vymezuj́ıćı
násobnost pr̊uniku ǩrivek V (F ) a V (G ), tak, aby platitla
Bézoutova věta. V p̌ŕıpadě, kdy jeden z polynomů má stupeň 1, je
definice násobnosti snažš́ı.
Pro naše účely p̌redpokládejme, že L ∈ F[W ,X ,Y ] je homogenńı
stupně 1 a Ea,b = WY 2 − X 3 − aW 2X − bW 3 ∈ F[W ,X ,Y ], kde
4a3 + 27b2 6= 0. Pokud P ∈ V (L) ∩ V (Ea,b), je
i(P, L,Ea,b) ∈ {1, 2, 3}, p̌ričemž

I i(P, L,Ea,b) = 1 právě když V (L) neńı tečna V (Ea,b) v bodě
P.

I i(P, L,Ea,b) = 2 právě když |V (L) ∩ V (Ea,b)| = 2 a V (L) je
tečna V (Ea,b) v P.

I i(P, L,Ea,b) = 3 právě když |V (L) ∩ V (Ea,b)| = 1



Bézoutova věta, speciálńı p̌ŕıpad

Věta
(Bézout) Necht’ F , L ∈ F[W ,X ,Y ] jsou homogenńı polynomy,
deg(L) = 1, deg(F ) = d ≥ 1, F algebraicky uzav̌rené. Pokud
L - F , pak ∑

P∈V (P)∩V (F )

i(P, L,F ) = d



Vzájemná poloha p̌ŕımky a eliptické ǩrivky

Předpokládáme char F 6= 2, 3, F = F. Dále máme L ∈ F[W ,X ,Y ]
stupně 1 a Ea,b ∈ F[W ,X ,Y ] stupně 3, kde 4a3 + 27b2 6= 0.
Pod́ıvejme se, jak může vypadat V (L) ∩ V (Ea,b):

1. V (L) ∩ V (Ea,b) = {P}. Pak nutně i(P, L,Ea,b) = 3 .

2. V (L) ∩ V (Ea,b) = {P1,P2}, kde P1 6= P2. Pak
i(P1, L,Ea,b) = 2 a i(P2, L,Ea,b) = 1 nebo i(P1, L,Ea,b) = 1 a
i(P2, L,Ea,b) = 1. Př́ımka V (L) je tečna v bodě, kde je vyš̌śı
násobnost pr̊uniku.

3. V (L) ∩ V (Ea,b) = {P1,P2,P3}, kde P1,P2,P3 jsou po dvou
r̊uzné. Pak i(P1, L,Ea,b) = i(P2, L,Ea,b) = i(P3, L,Ea,b) = 1.



Pravidlo (0)

Zformulujme nyńı precizněji pravidlo, ze kterého odvod́ıme vzorce
pro definici grupy Ea,b(F):
Neformálně: Součet ťŕı bodů lež́ıćıch na p̌ŕımce je nula.
Formálněji: Pro každý homogenńı polynom L ∈ F[W ,X ,Y ] stupně
1 v grupě Ea,b(F) plat́ı∑

P∈Ea,b(F)∩V (L)

i(P, L,Ea,b)P = 0 .



Opačný prvek v Ea,b(F)

I −0 := 0, požadujeme, aby 0 byl neutrálńı prvek Ea,b(F).

I −[x , y ] := [x ,−y ]: Pod́ıvejme se na pr̊unik V (Ea,b) a
V (X − xW ). Na p̌ŕımce lež́ı body [x ,±y ] = (1 : x : ±y) a
také bod 0 = (0 : 0 : 1). Pokud y 6= 0, je
V (Ea,b) ∩ V (X − xW ) trojprvkový a podle pravidla (0) muśı
platit

[x , y ] + [x ,−y ] + 0 = 0

a neńı jiná možnost než definovat −[x , y ] := [x ,−y ].
Pokud je y = 0, je pr̊unik V (Ea,b) ∩ V (L) dvouprvkový.
Snadno se p̌resvědč́ıme, že V (X − xW ) je tečna k V (Ea,b) v
bodě [x , 0], tedy i([x , 0],X − xW ,Ea,b) = 2. Pravidlo (0) tak
ř́ıká

[x , 0] + [x , 0] + 0 = 0

Muśıme proto definovat −[x , 0] := [x , 0]. Obecně tedy muśı
být −[x , y ] definované jako [x ,−y ].



Operace +
Protože chceme, aby 0 byla neutrálńı prvek, muśı platit
0 + P = P + 0 = P pro každé P ∈ Ea,b(F).
Pokud sč́ıtáme opačné prvky, muśıme dostat prvek neutrálńı. To
nás p̌rivede k definici [x , y ] + [x ,−y ] := 0 (zahrnuje též
[x , 0] + [x , 0] := 0) pro každé [x , y ] ∈ Ea,b(F).
Mějme nyńı body P1 = [x1, y1],P2 = [x2, y2] ∈ Ea,b(F). Chceme
určit vzorec, který bude definovat P3 = [x3, y3].
Předpokládejme nejprve x1 6= x2. Body P1,P2 prolož́ıme p̌ŕımku.
Př́ımka je ve tvaru V (Y − sX − tW ), kde s = y1−y2

x1−x2 a

t = y1 − y1−y2
x1−x2 x1. Z tohoto tvaru je patrné, že

0 6∈ V (Y − y1−y2
x1−x2X − tW ). Pak

V (Ea,b)∩V (Y−sX−tW ) = {[x , y ] ∈ P2(F) | y = sx+t, y2 = x3+ax+b}

Pr̊unik je proto popsán kǒreny rovnice

(sx + t)2 = x3 + ax + b



Operace +, pokračováńı
Předpokládejme, že

|V (Ea,b) ∩ V (Y − sX − tW )| = 3 ,

tedy kromě P1,P2 je v pr̊uniku ještě daľśı bod Q.
Podle pravidla (0) pak plat́ı

P1 + P2 + Q = 0 ,

a tedy muśı být Q = −P3 = [x3,−y3].
Dále x1, x2, x3 jsou kǒreny (sx + t)2 = x3 + ax + b, neboli

(x − x1)(x − x2)(x − x3) = x3 + ax + b − s2x2 − 2sxt − t2 .

Srovnáńım členů u x2 dostaneme x1 + x2 + x3 = s2. To nás vede k
definici součtu P1 + P2:

P1 + P2 := [x3, y3]

x3 := s2 − x1 − x2, y3 := −sx3 − t ,

kde s = y1−y2
x1−x2 a t = y1 − sx1 .



Operace +, do ťretice všeho dobrého

Ke stejnému závěru bychom došli i v p̌ŕıpadě, kdy
V (Ea,b) ∩ V (Y − sX − tW ) = {P1,P2}. V jednom bodě dojde k
vyš̌śı násobnosti pr̊uniku p̌ŕımky a eliptické ǩrivky. Pravidlo (0) pak
bude ḿıt tvar P1 + P1 + P2 = 0 nebo P1 + P2 + P2 = 0. Ve
kterém bodě došlo k dotyku poznáme podle násobnosti kǒrenů x1
nebo x2 v rovnici x3 + ax + b − (sx + t)2 = 0. Dále uváha prob́ıhá
stejně a vede i ke stejnému vzorci pro definici součtu.

Shrnut́ı z p̌redchoźıch slajdů: Pro [x1, y1], [x2, y2] ∈ Ea,b(F) takové,
že x1 6= x2 je

[x1, y1] + [x2, y2] := [x3, y3] ,

kde x3 := s2 − x1 − x2, y3 := s(x1 − x3)− y1 a s := y1−y2
x1−x2 .



P + P

Pokud pro x ∈ F plat́ı [x , y1], [x , y2] ∈ V (Ea,b), je
y21 = y22 = x3 + ax + b. Takže y1 = ±y2. Z definice opačného
prvku muśıme definovat

[x , y ] + [x ,−y ] := 0

Zbývá proto dodefinovat P1 + P2 pro p̌ŕıpad, kdy P1 = P2.
Všimneme si, že pokud P = [x , 0], muśı být P + P = 0.
Pro odvozeńı vzorc̊u pro P + P povedeme bodem P tečnu a
uplatńıme pravidlo (0).



tečna

Máme P := [x1, y1] = (1 : x1 : y1), kde y1 6= 0. Chceme naj́ıt tečnu
k V (Ea,b) v bodě P. Spočteme parciálńı derivace
Ea,b = WY 2 − X 3 − aW 2X − bW 3

∂Ea,b

∂W
= Y 2 − 2aWX − 3bW 2

∂Ea,b

∂X
= −3X 2 − aW 2,

∂Ea,b

∂Y
= 2WY

Dosazeńım homogenńıch soǔradnic dostaneme tečnu

V ((y21 − 2ax1 − 3b)W + (−3x21 − a)X + 2y1Y )

Bod [x , y ] lež́ı na tečně, právě když y = sx + t, kde

s =
3x21 + a

2y1
, t = y1 − sx1



P + P , dokončeńı

Předpokládejme, že
|V (Ea,b) ∩ V ((y21 − 2ax1 − 3b)W + (−3x21 − a)X + 2y1Y )| = 2,
tedy tečna protne ǩrivku ještě v nějakém daľśım bodě Q. Pravidlo
(0) pak dostaneme ve tvaru

P + P + Q = 0 ,

tedy P + P muśıme definovat jako −Q. Daľśı postup je stejný jako
ďŕıve: Označme Q := [x3,−y3]. Pak x1, x3 jsou kǒrenem rovnice

x3 + ax + b − (sx + t)2 = 0 ,

p̌ričemž x1 má násobnost 2. Tedy
(x − x1)(x − x1)(x − x3) = x3 + ax + b − (sx + t)2. Z toho
dostaneme x3 = s2 − 2x1 a y3 = −sx3 − t = −sx3 + sx1 − y1.



Pokud by P byl inflexńı bod ǩrivky, dostali bychom pravidlo
P + P + P = 0 a měli bychom definovat P + P jako
−P = [x1,−y1]. V takovém p̌ŕıpadě má rovnice
x3 + ax + b − (sx + t)2 = 0 jediný kǒren, tedy je
x1 + x1 + x1 = x1 + x1 + x3 = s2. Tedy opět dostaneme
x3 = s2 − 2x1 a y3 = s(x1 − x3)− y1.



Ke složitosti ECM(*)

Zamysleme se nad složitost́ı ECM p̌ri pevně zvoleném B.
Předpokládejme, že N = pq, kde 3 < p < q ∈ P.
Algoritmus funguje zhruba takto: Voĺıme náhodný bod na náhodné
ǩrivce. Tedy volbu x , y , a ∈ ZN provedeme náhodně a dopočteme
b = y2 − x3 − ax . Zkontrolujeme, zda NSD(4a3 + 27b2,N) = 1.
Polož́ıme P = [x , y ]. Inicializaci budeme považovat za úspěšnou,
pokud je řád prvku [x mod p, y mod p] ∈ Ea,b(Fp) B-mocný.
V daľśım postupu provedeme výpočet eB ∗ P (podle vzorc̊u pro
sč́ıtáńı v množině Ea,b(ZN)). Předpokládejme, že postupujeme
nap̌ŕıklad takto

for p ∈ P ∩ 〈1,B〉 do P := pblogp(B)cP

Počet prvoč́ısel aproximujeme hodnotou B/ln(p) a pro jednu
iteraci pomoćı metody typu square and multiply poťrebujeme
O(log(B)) operaćı v Ea,b(ZN).



Zjednodušuj́ıćı hypotéza (*)

Rigorózńı odhad složitosti ECM neńı znám, Lenstra provedl
heuristický odhad na základě hypotézy vycházej́ıćı z
asymptotických vlastnost́ı hustoty hladkých č́ısel v intervalu 〈1, x〉.
Pro p̌redstavu proved’me analýzu složitosti, která bude vycházet z
mnohem jednoduš̌śı hypotézy.

Pro p > e označme L(p) = e
√

ln(p)lnln(p).
Hypotéza: Pro dostatečně velká p je p̌ri volbě B = L(p)t ťreba v

pr̊uměru inicializovat L(p)
1
2t r̊uzných ǩrivek.

Na jedné ǩrivce provedeme O(B) operaćı s body Ea,b(ZN). V

pr̊uměru tedy algoritmus provede O(L(p)t+
1
2t ) operaćı s body

Ea,b(ZN). Tento odhad minimalizujeme - pro všechny hodnoty p
vyjde nejlepš́ı odhad pro t = 1√

2
. Z toho vycháźı návod, jak volit

B: B ≈ L(p)
1√
2 , hodnotu p můžeme odhadnout, p̌rinejhořśım je

p ≤
√
N.

Algoritmus ECM pak udělá v pr̊uměru O(e
√

2ln(p)lnln(p)) operaćı v
Ea,b(ZN).



Paralelńı inverze modulo N

Pokud poč́ıtáme na v́ıce ǩrivkách současně, lze uplatnit tento
algoritmus

Vstup: N, a1, a2, . . . , ak ∈ ZN

Výstup: ai soudělné s N, nebo b1, b2, . . . , bk ∈ ZN splňuj́ıćı
aibi (≡ 1 mod N)

1. c0 := 1

2. for i = 1 to k do ci := ci−1ai mod N

3. Urči α, β ∈ Z tak, že αck + βN = NSD(ck ,N) =: d

4. if d > 1 then najdi ai soudělné s N a konec

5. for i = k downto 1 do
bi := αci−1 mod N
α := αai mod N

return b1, b2, . . . , bk



Konec páté p̌rednášky

Děkuji za pozornost.


