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Pollardova (p — 1)-metoda, shrnutfi

» Potfebuje, aby vstup N byl délitelny prvolislem p, pro které je
(p — 1) soutin malych prvotisel

> Ve skutenosti potfebujeme, aby ¥ad grupy Zj, byl B-mocny

> Vypoctet, ktery teoreticky probihd v grup& Zj, je realizovan v
Zn



(p + 1)-metoda, ndért

Zkusme navrhnout faktorizaéni algortimus, ktery bude
aplikovatelny na vstupy délitelné prvoéislem p, pro které je p+1
B-mocné.

Pokusime se vyuZit strukturu kone¢ného télesa .. O grupé F:Z
vime, Ze je cyklickd ¥adu p?> — 1= (p+1)(p — 1).

Grupa IF:z obsahuje pravé jednu podgrupu fadu p — 1

H={g’"|g €FnL}.



Jednoduché pozorovani

Tvrzeni
Necht’ pro p € P plati, Ze (p + 1) je B-mocné. Pak pro kaZdé
g € IF:2 plati g8 € H.

PFipomenuti: eg = HPGP,pSB pUng(B)J je nejvétsi B-mocné ¢islo.
P¥edpoklad ¥ika, ze (p+ 1) | es.

Diikaz: Poutku g€l =15 pro kazdé g € G, kde G je konetna
grupa aplikujeme pro G = IE‘;;/H.

Mame |G| = (p> = 1)/(p—1) = p+ 1, a tedy (gH)P*! = H pro
kazdé gH € IFZQ/H.

Tedy gPT! € H pro kazdé g € F7,. Pak také g € H.



Konstrukce télesa IF 52

T&leso velikosti p? Ize konstruovat jako Fp[x]/(x? — ¢), x2 — ¢ je

ireducibilni polynom (tedy (£) = —1).

P¥i konkrétnich vypoétech realizujeme prvky télesa jako polynomy

tvaru ax + b, kde a, b € F.

V této konkrétni realizaci je velice snadné popsat grupu H.
H:={ax+bla=0,beF,}.

Tvrzeni z pfedchoziho slajdu tedy prepiseme takto: Pro kazdé

0# ax+ b, a,b € Fj, existuje b’ € F}, tak, aby

(ax + b)® mod (x*> —c) = b'.



(p + 1)-hruby popis algoritmu

> Na vstupu je N sloZzené, délitelné prvolislem p, pro které je
p+ 1 B-mocné

> Zvolime ¢ € Z}, (doufdme, %e x> — ¢ € F,[x] je ireducibilni)

» zvolime a,b € {1,...,N — 1}. Pokud je ndhodou
NSD(a, N) > 1 nebo NSD(b, N) > 1, mame vlastni faktor N

» V okruhu Zp[x]/(x? — c) spotteme a'x + b’ := (ax + b)®8
(rychlym umocn&nim). De facto se jednd o vypo&et
(a+ bx)® mod x? — c, p¥item# vypolty s koeficienty se
provadi modulo N.

» Pokud bylo p+1 B-mocné bude p | NSD(a', N), zkusime, zda
NSD(a’, N) neni vlastni d&litel N.

» Podobné& jako u (p — 1)-metody je moZné zvysit
pravdépodobnost tsp&sného vystupu organizaci vypoctu.



(p + 1)-metoda dokon&enf

Analogicky bychom mohli navrhnout naptiklad

(p? + p + 1)-metodu. Pokud ale ziistaneme pouze u
multiplikativnich grup koneéného télesa, budeme vzdy potfebovat,
aby vstup N byl délitelny prvolislem dost specidlnich vlastnosti.
Tento nedostatek odstraiiuje metoda ECM.



ECM - dvod

» publikovdna v &lanku H. W. Lenstra, Factoring integers with
elliptic curves, Ann. of Math. 126(1987), 649 - 673.

P> VyuZiva strukturu grupy bodi eliptické kfivky nad kone¢nym
télesem

» V praxi velmi dobfe pouZitelnd metoda pro odhalovani
'malych’ prvocislenych délitell



Projektivni rovina, znaceni

Necht’ IF je téleso, projektivni rovinou nad F budeme rozumét
mnoZinu
Po(F) := {(v) [0 £ v € F%}
Pro 0 # (w, x,y) € F® se téZ znat&i (v) = (w: x: y).
Tedy pro (w,x,y), (w',x',y") € F*\ {0} je
(w:x:y)= (W :x":y") pravé kdyz pro n&jaké \ € F plati

(w,x,y) = (A, X, \y')

Znaceni: Bod (w: x :y) € Po(F) budeme oznacovat jako vlastn/
bod, pokud w # 0. Vlastni body budeme zapisovat ve tvaru

[x,y] = (1:x:y). Tedy pro w # 0 je

Yy

(wixiy) =22

Ostatni body ozna&ujeme jako body neviastni.



Projektivni rovinné k¥ivky

Definice
Projektivni rovinna k¥ivka je mnoZina bodii P»(FF) ve tvaru

V(F) ={(w:x:y)ePyF)| F(w,x,y) =0},

kde F € F[W, X, Y] je nekonstantni homogenni polynom.

Poznamka: Je-li F ireducibilni a F algebraicky uzavfené je F urlen
jednoznalné aZ na skaldrni ndsobek mnoZinou V/(F). Obecngji
V(F) uruje ireducibilni d&litele F za ptedpokladu F = F.



Eliptické kfivky

Definice

Necht'TF je té&leso, char(F) # 2,3. Pro ulely této pFedndsky
budeme eliptickou kFivkou nad IF, rozumét projektivni rovinnou
kFivku danou polynomem

Eap = WY2 - X3 —aW?2X — bW3 € FIW, X, Y], kde a,b € F
spliiuji 4a% + 27b% # 0.

Poznamka: P¥i uvedeném oznadeni je
V(Eap) ={lx,¥] | x,y €F,y* = x>+ ax+ b} U{(0:0: 1)}

Jediny nevlastni bod V/(E, ) budeme oznacovat 0.



Grupa bodi eliptické kfivky
Pro eliptickou k¥ivku nad télesem I definujeme na V/(E, )
strukturu komutativni grupy ndsledujicim zpiisobem:
» 0 je neutrdIni prvek grupy
» Operace opaéného prvku je dana vztahy —0:=0 a
—x, y] =[x, —y]
> 04+0=0,0+[x,y] :=[x,y], [x,¥] +0:=[x,y].
> [yl +[x,—y]:=0
> [x1,y1] + [x2, y2] = [x3, y3], kde x3 = 5% — x; — xp a

y3 = s(x1 — x3) — y1, kde s := % pokud x; # x2 a

3 2
s = leyira pokud [x1, y1] = [x2, y2] a y1 # 0.

Odvozeni vzorcl provedeme pozdégji, prozatim poznamenejme, 7e
vzorce Ize odvodit z pravidla 'soulet bodi v priniku projektivni
ptimky a V/(E, ) je vzdy nula’

Definice
ViySe popsanou grupu budeme oznacovat E, p(IF).



Velikost E, »(IF)

Véta
(Hasse) Necht’ 3 < p € P, a, b € F,, spliiujici 4a° + 27b® # 0. Pak

Eab(Fp)l — (P+ 1) <2V/P
Véta
(Deuring) Necht’'3 < p e P a

me ((p+1)—2/p,(p+1)+2,/p) NN. Pak existuji a, b € I,
splifujici 4a% + 27b? # 0 takovd, Ze

|Eap(Fp)| = m



Princip metody ECM

Na vstupu je slozené N, které neni mocnina prvocisla, déle
predpokldddme NSD(N,6) = 1. K dispozici mame B € N.
Oznatme p € P (nejmensiho) prvotiselného délitele N.
P¥edpoklddejme, Ze se podafilo zvolit a, b € TF,, tak, Ze |E, p(Fp)|
je B-mocné.

Pro kazdy bod P € E, ,(F,) pak plati

€B

egP=P+P+---+P=0




Po¢&itani modulo N

P¥edstavme si nasledujici vypocet: ProtoZe nezname p € P,
budeme misto s prvky mnoZiny E, p(Fp) poitat s prvky mnoZiny

ab( )—{[xy]\xyGZN|y = x3 + ax + b mod p} U {0}

S&itani prvkil v této mnoZin& se provadi podle stejnych vzorci,
které definuji strukturu E, p(Fp), pouze misto modulo p po&itdime

modulo M.
Urdity problém by mohl nastat p¥i vypoltu s podle vzorci
3
s = N=% nebo s = 2412
X1 —X2 2yy

V prvnim p¥ipadé nebude soulet definovan, pokud

NSD(x; — x2, N) > 1, ve druhém p¥ipadé nebude soucet definovén,
pokud NSD(2y;, N) > 1.

Metoda ECM hledd body [x1, y1], [x2, yo] € E. ,(Fp) a v idedInim
p¥ipadg bude NSD(x; — xo, N) nebo NSD(2y1, N) vlastni d&litel N



ECM - hruby popis algoritmu

Vstup: N dé&litelné dvéma riznymi prvocisly, 2,3+ N
Vystup: Vlastni délitel N nebo neldspéch

k dispozici: B, posloupnost viech prvocisel < B

1. Zvol a, b € Zy ndhodng, test NSD(4a% + 2762, N) = 1
2. Urti bod P = [x,y] € E} ,(F)p)

//y? = x3+ ax+ b (mod N).

3. Spotti P:=eg - P // operace v E} ,(F))

4. Pokud objevime [x1, y1], [x2, 2] € E] ,(Fp), které nejdou
selist, spotteme NSD(x1 — x2, N) nebo NSD(2y1, N) podle
toho, jestli je [X1,y1] #* [X2,y2] nebo [Xl,yl] = [X2,y2].

5. Pokud v pfedchozim kroku dostaneme vlastniho délitele N,
posleme ho na vystup, jinak algoritmus konéi s nedspéchem.



Volba bodu P

Pomé&rné nevinné vypadajici krok 2. je problematicky. Mohli
bychom napfiklad
» Zvolit x € Zy nahodn&
> Spotist x' := x3 + ax + b mod N
» Pokusit se najit odmocninu v x’ v okruhu Zy, tedy y € Zy
spliiujici y? = x’ (mod N).
Problém je v tom, Ze spoditat odmocninu v Zy je bez znalosti
faktorizace N obtizna lloha.
Mozn3a ¥eSeni:
(a) Specidlni volba a, b v kroku 1.: Zvolime b=1, a € Zy
ndhodng&. Pak poloZime P := [0, 1].
(b) Volba ndhodného bodu na ndhodné kfivce: Volime
X,y,a € Zy nahodné. Polozime b := (y? — x3 — ax) mod N a
otestujeme, jestli NSD(4a3 + 27b% N) = 1.



Pro¢ dojde k faktorizaci

PY¥edpokladejme, Ze se podafilo parametry a, b nastavit tak, aby
|Esb(Fp)| bylo B-mocné pro n&jaké p € P, p | N.

Bod P = [x, y] reprezentuje bod

P =[x mod p,y mod p] € E, p(F,). Bude proto platit egP = 0.
V prib&hu vypottu kroku 3. tedy musime narazit na body Py, P,
takové, Ze v E, p(Fp) plati P; + P, = 0.

Necht' g € I je délitel N, g # p. Bod P reprezentuje také bod

P =[x mod g,y mod q] € E, y(Fg). Pokud pro nalezené body
P1, P> bude platit P; + P> # 0, nebude soutet P; + P, definovan a
vypolet v kroku 3. se zastavi.

Obecné oekdvame, Ze grupové struktury E; ,(F,) a E, p(Fq) jsou
nezdvislé do té miry, Ze problém pfi vypoltu eg P nastane jindy ne?
p¥i vypoltu egP. V takovém p¥ipadé bude faktorizace pomoci
ECM (spé&sna.

V pfipadé€ nelspéchu je moZné zkusit vypocet na jiné kFivce.



K volbé B

Je samozfejmé mozné p¥istoupit k volb& B podobné jako u
(p — 1)-metody. ECM ale umoZiiuje i jiny p¥istup - heuristickd
analyza sloZitosti ECM vede k 'optimalni volb&’

31n(p)Inln(p)

)

B=~e

kde p je nejmensi prvoliselny délitel vstupu.



Konec 4. prednasky

Dékuji za pozornost.



