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(p — 1)-metoda, tvod

» PYedstavena v ¢lanku: J. Pollard: Theorems for factorization
and primality testing, Proc. Cambridge Phil. Soc. 76(1974),
521 - 528.

» Faktorizaéni algoritmus pro &isla, které maji délitele
specidlniho tvaru

» Princip metody je aplikovan rovné&Z v algoritmu ECM



B-hladka a B-mocna d&isla

Definice
Méime B, x € N.
a) Rekneme, Ye x je B-hladké (B-smooth), pokud kazdy
prvociselny délitel x je < B (tjVpeP p|x=p < B).
b) Rekneme, %e x je B-mocné (B-powersmooth), pokud kaZd
prvociselnd mocnina délici x je < B (tjVp € P,Ve € N
pe | x=p®<B)

Pro (p — 1)-metodu je dilezity pojem B-mocného &isla.



¢islo eg

Pro B > 2 je kazdd mocnina dvojky B-hladkd, tedy B-hladkych
Cisel je nekonetné mnoho. Naproti tomu B-mocnych &isel je jen
kone¢n& mnoho.

Lemma
Necht’ B > 2. KaZdé B-mocné &islo x splriuje

x<eg:= H pUng(B)J
peP,p<B

Diikaz: Je-li x = Hfle p;’ prvotiselna faktorizace x (tedy
p1,- .., Pk € P po dvou riiznd prvotisla, e1, ..., e € N), je pi' < B
pro kazdé 1 </ < k. Tedy p; < B a ¢ < log,,(B), tudiz

XSEB

Pozndmka: Z definice eg vidime, Ze eg je B-mocné.



Co potfebujeme védét o eg

eg je nejvétsi B-mocné &islo p¥i klasickém usporadani.

Pro (p — 1)-metodu potfebujeme v&d&t, Ze eg je nejvétsi B-mocné
Cislo téZ p¥i usporadani délitelnosti.

Lemma

Necht’ B > 2. KaZdé B-mocné ¢&islo je délitelem eg. Tedy eg je
nejmensi spole¢ny nasobek vsech B-mocnych ¢isel.

Dikaz: V ptedchozim dikazu jsme vidé&li, Ze x | eg pro kazdé
B-mocné ¢&islo x.



|dea (p — 1)-metody

Na vstupu je slozené N € N (zpravidla predpokldddame, ze N nenfi
mocnina prvodisla).

P¥edpoklddejme, Ze existuje p € P, takové, Ze p | N a (p — 1) je
B-mocné.

Zvolime a € Z}, a spotteme a®& mod N.

Pak NSD(a, p) = 1. Podle malé Fermatovy véty je

a7 = 1 (mod p).

Protoze p — 1 je B-mocné, je (p — 1) | eg. TakZe pro n&jaké k € N
jees =k(p—1).

2% mod p = (a" 1)* mod p=1.

Vime tedy, Ze p|NSD(a®® — 1 mod N, N). Tento NSD by tedy
mohl byt vlastni dé&litel V.



N&st¥el algoritmu Pollard-(p-1)

Vstup: N

Vystup: vlastni délitel N, nebo nelspéch

K dispozici: B, pi1,po, ..., pk posloupnost viech prvocisel < B

1. Zvol a € {2,..., N — 1} ndhodn& (&asto téz a = 2)

if NSD(a, N) > 1 then return NSD(a, N).

Spotteme eg

Spotteme a := a8 mod N

if 1 < NSD(a—1,N) < N then return NSD(a — 1, N)
else return Nelspéch

e 1e N



Problémy k vyfeSeni:

» Nezndme B. ProtoZe nezname faktorizaci N, musime B né&jak
zvolit - napfiklad podle vypoéetnich moznosti. P¥ipadné
muZeme zkusit zadit s néjakou hodnotou B a pokud nastane
nedspéch z dlivodu nizkého B, zkusime Stésti znovu s né&jakou
vyssi volbou B.

P> Prestfelend volba B. Pokud médme N =pqg, lL<p<gecPa
p—1iqg—1 jsou ob& B-mocna, vyjde NSD(a—1,N) = N (]
kaZda takova volba B povede k nelispéchu). Zkusime trochu
zménit organizaci vypoctu, abychom zvysili Sanci na nalezenfi
vlastniho délitele N.



Algoritmus Pollard-(p — 1), prvni verze

Vstup: N € N slozené, ne mocnina prvodisla
Vystup: vlastni délitel N, nebo nelspéch
K dispozici: B, p1,p2,...,px posloupnost viech prvolisel < B
1. Zvol a € {2,..., N — 1} ndhodn& (&asto téz a = 2)
2. if NSD(a, N) > 1 then return NSD(a, N).
3. fori=1to k do
G = Llogpl_(B)J
€ = P,-C’
a:= a% mod N //rychlé mocn&ni
if NSD(2— 1, N) > 1 then GOTO 4.
4. if 1 < NSD(a—1,N) < N then return NSD(a — 1, N)
else return Nedspéch



Néco ke sloZitosti

Potet iteraci aproximujeme &islem B/In(B). Vypolet &isla e
bychom mohli realizovat takto

€ = Pi

while (p; x ¢;) < B do

€ = e * p;

Pocet iteraci while-cyklu < log(B) v kazdé iteraci ndsobime
pfirozena &isla < B.
Tento vypotet zvladneme v ase O(log3(B)).
Umocnéni a := a% mod N v gase O(log(B)log?(N)).
Vypotet NSD(a — 1, N) v &ase O(log?(N)).
Celkov& tak dostaneme odhad slo¥itosti O(B(log?(B) + log?(N))).
Za celkem rozumného predpokladu B < N se dostaneme ke
slozitosti O(Blog?(N)).
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Nejhor

Definice

Prvocislo p se nazyvd bezpetné (safe), pokud je tvaru 2p’ + 1, kde
p €P.

Pokud je N = pq souin dvou rliznych bezpelnych prvolisel,

potfebujeme volit B > min(p%l, %1)



Uspéénost algoritmu

Pokud je divodem nedsp&chu NSD(a — 1, N) = 1 i po projiti viech
prvotisel, vime, Ze pro zadné prvotislo p | N neni (p — 1) B-mocné.
Nezbyva neZ zvétsit B nebo zkusit jinou faktorizaéni metodu.
Pokud naopak kon¢ime s NSD(a — 1, N) = N je dobrd Zance, ze N
ma vhodny prvociselny faktor. V tomto p¥ipadé dava smysl
algoritmus zkusit pustit znovu s jinou volbou a.

P¥iklad selhani tohoto typu pro vstup tvaru N =pq, p< g€ P
predstavuji prvky a € Z3,, pro které je

oz:(a mod p) = oz:(a mod q).



Algoritmus Pollard-(p — 1), druhd verze

Vstup: N € N sloZené, ne mocnina prvodisla
Vystup: vlastni délitel N, nebo nelspéch
K dispozici: B, p1, p2, ..., Pk posl. vech prvolisel < B
1. Zvol a € {2,...,N — 1} ndhodn& (Zasto téZ a = 2)
2. if NSD(a, N) > 1 then return NSD(a, N).
3. for i =2 to k do
G 1= [10g,, ()]
€ = p;
a:=a% mod N //rychlé mocnéni
4. if NSD(a— 1, N) > 1 then GOTO 6.
5. for i =1 to [log(B)]|
a:=a’mod N
if NSD(a — 1, N) > 1 then GOTO 6.
6. if 1 < NSD(a—1,N) < N then return NSD(a — 1, N)

else return Nedspéch



Pravdépodobnost tspéchu druhé verze

Tvrzeni
PFedpoklddejme, Ze N = pq, kde2 < p< q€ P, kde (p—1) i
(g — 1) jsou B-mocnd. Pak pravdépodobnost tispéchu druhé verze
algoritmu je alespori %
Diikaz: Mame a € Zjy,. Ozna&me
e = H plogs(B) o/ := 2% mod N.
pEP,2<p<B
Napideme p — 1 =2%p/, g — 1 = 2%q’, p/, ¢’ lichd. Madme pak
N~ (Zotp, +) X (Zpr s +)) X ((Zoeg, +) X (Zg, +))
a— ((ap, Bp), (@q: Bq))

a = ((egap; €5p), (e5rqg: €56q)) = ((ep, 0), (egag, 0))
K tomu, aby algoritmus skon&il isp&chem stadi, aby
%, (egayp) # %, (egyg). Ekvivalentn& 0z, (ap) # %4, (0g).
Stejnym argumentem jako na prvni pfednasce ukazeme, Ze ndhodné
voleny prvek Zj ma tuto vlastnost s pravd€podobnosti > %



Dvoufazova (p — 1)-metoda

Dalezité vylepSeni algoritmu p¥edstavuje pfidani druhé faze.
Utnnost algoritmu se rozsi¥i na vstupy délitelné prvodislem p, pro
které je (p — 1) sou&in malych prvo&isel a jednoho vétsiho.
Rozsifeni vyuZiva, Ze rozdily mezi dvéma po sob& jdoucimi
prvocisly jsou relativné malé.



Popis dvoufdzové metody

Vstup: N € N sloZené, ne mocnina prvocisla

Vystup: vlastni délitel N, nebo nelspéch

K dispozici: B < By, 2 = p1,p2, ..., pe posl. vSech prvolisel
< Bi1, p1,..., Pk je posl. viech prvoclisel < B

1. Zvol a € {2,..., N — 1} ndhodn& (&asto téz a = 2)
2. if NSD(a, N) > 1 then return NSD(a, N).

3. Spocti b := a8 mod N, druhd faze pokraduje, pouze
pokud NSD(b —1,N) = 1.

4. 7 posloupnosti pxi1, Pk+2,-- -, Pe SPOCti

Ci '= Pk+i+1 — Pk+i,» uloZz hodnoty b; := b mod N

5. b:= bP+1 mod N

6. fori=1tol—k—1

if NSD(b— 1, N) > 1 then GOTO 7.
= bx¢; mod N

7. Vyhodnoceni NSD(b — 1, N)



Konec 3. predndsky

Dékuji za pozornost.



