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SloZitost zdkladnich aritmetickych operaci

P¥i odhadech sloZitosti algoritm( budeme predpokladat vyuZziti
klasickych algoritmii pro vypodet aritmetickych operaci. Jejich
slozitost viz skripta Pocitacova algebra str. 25.
Mame-li x,y € Z, x ma n cifer, y ma n cifer, pficemz n > m,
sloZitost aritmetickych operaci je

> x £ y slozitost O(n)

> x.y sloZitost O(mn)

» x div y, x mod y slozitost O(m(n — m+ 1)) C O(n?)

» NSD(x, y) sloZitost O(mn) C O(n?).
Priklad: N € N, x,y € Zy &asovou slozZitost vypoltu xy mod N
budeme uvaZovat jako O(log?(N)).
Spotteme x.y v &ase O(log?(N)) a pak xy mod N. Pokud je
xy > N, bude tento vypocet v Case
O(log(N)(2log(N) — log(N) + 1)) = O(log?())..



Prime number theorem

Pro r € R, r > 2 oznatme 7(r) := PN (0, r)|.

Véta
(Haddamard, de la Vallée Poussin 1896)

lim 7(r)/(r/In(r)) =1

r—o0

Typicky budeme hodnotu 7(r) aproximovat jako r/In(r) (pfi
pouziti v asymptotickych odhadech sloZitosti algoritmi je to v
pofddku). Ve skuteZnosti by ndm staiil slabsi vysledek

m(r) € O(r/In(r)), jehoz diikaz je vyrazné& snaZzsi.



Zkusmé déleni

Vstup: N € N sloZené

Vystup: vlastni délitel N

1./:=2

2. while i t N do

i=i+1

3. return i
Odhad sloitosti (v nejhorsim p¥ipad€) O(v/N log?(N)).
Nékdy se miiZe hodit odhad sloZitosti vyjadfeny i jinak neZ jen na
délce vstupu. Pokud p je nejmensi prvoliselny dé&litel N, je odhad
slozitosti O(p log?(N)).



Zkusmé déleni 2

U nékterych algoritmd budeme ptedpoklddat, Ze maji k dispozici
pfedpocitanou dostatetné dlouhou posloupnost prvodisel.

Vstup: N € N, slozené

Vystup: vlastni délitel N

k dispozici: p1, ps, ..., px posloupnost viech prvotisel < /N

1.i:=1

2. while p; t N do

i=i+1
3. return p;

Pokud budeme uvaZovat potet prvotisel < /N zhruba
V'N/In(v/N) dostaneme odhad sloitosti tvaru O(v/N log(N)).



Pollard-p, tvod

» J. Pollard: A Monte-Carlo method for factorization, BIT
15(1975), 331-334

> V roce 1981 pomoci této metody faktorizovano Fg = 22° + 1
(J. Pollard, R. Brent)



Posloupnosti generované funkci
M&jme kone&nou mnoZinu S # () a zobrazeni f: S — S. UvaZme
posloupnost prvki sp, s1,--- € S generovanou takto:
> sp € S je zvolen
» zbylé prvky dané rekurentnim vztahem s; 1 = f(s;), i € Np.
Pro takovéto posloupnosti definujeme pojem perioda a preperioda
posloupnosti.
Definice
1. Preperioda posloupnosti sy, s1, ... je nejmensi M € Ny
takové, Ze existuje M’ > M splriujici spy = sy
2. Perioda posloupnosti sy, s1,... je nejmensi T € N takové, Ze
SmM = Sm+T, kde M je preperioda posloupnosti.

Pozorovani
V posloupnosti sy, s1,- -+ € S s preperiodou M a periodou T plati
si =sj pravé kdyZ i = j nebo M <i,ja T|i—j.



Aplikace v Pollardové p-metodé

Pollardova g-metoda potfebuje zobrazeni f: Zy — Zp, pro které
plati
1. Pro kazdé x € Zy lze efektivn& spotist f(x).
2. f je kompatibilni's mod p, kde p € I’ je d&litel N (tedy
existuje funkce f: Z, — Z, spliiujici
f(x mod p) = f(x) mod p pro kazdé x € Zy)
3. Je-li p nejmensi prvociselny délitel N pot¥ebujeme 'ndhodné
chovéni’ funkce f.

Obvykle se voli polynomy ze Zy, typicky stupné 2. Naptiklad
fix— x>+1mod N

(n&které volby se nedoporuéuji napt. f = x> mod N,
f=x%— 2 mod N)
Zobrazeni f lIze definovat jako f mod p.



|dea Pollardovy p-metody
Na vstupu je sloZzené N, oznaéme p € P délitele N.
Pomoci vhodné funkce f: Zp, — Zp generujeme posloupnost
50,51, -+ € Zp vyde uvedenou metodou tj plati 51 = f(57) pro
kazdé i € Np.
SnaZime se najit kolizi, tj dvojici indexi i # j € Ny pro kterou je
5; = 5. Tuto kolizi pak zkusime vyuZit pro nalezeni faktorizace N.
Zakladni problém: Nezname p. Proto generujeme posloupnost
S0, 51, - € Zn pomoci vhodného zobrazeni f: Zy — Zy (tedy so
volime, zbytek potitdme ze vztahu s 11 = f(s;)).
Pokud poloZime 5; := s; mod p, bude platit 571 = f(5;). Tyto
prvky sice nezname, ale jsme schopni detekovat, zda nahodou
neplati 5; = 5;:

§:§j:>NSD(S;—Sj,N) >1
"Ndhodné chovani' zobrazeni f poslouzi k heuristickému odhadu
sloZitosti. Pokud bychom mohli pouZit narozeninovy paradox,
otekavame, Ze v primé&rném pt¥ipadé kolize nastane asi po O(/p)
krocich.



Naivni algoritmus Pollard o

Vstup: N € N sloZené
Vystup: Vlastni délitel N/, nebo nelspéch
1. Zvolime vhodné f nap¥. f(x) = x> +1 mod N
2. Zvolime ndhodné sp € Zy (Zasto téZ s := 2)
3. forj =1to N do:
sj = f(s5j-1)
for i=0toj—1do:
d:= NSD(S,‘ — 5, N)
if d > 1 then GOTO 4.
4. if d < N then return d

else return nelspéch



Kde je tfeba algoritmus vylepsit

Pokud otekdvame, Ze |ze pouZit narozeninovy paradox, bude v
primérném p¥ipad& polet iteraci vnéjsiho cyklu O(/p). Pro
uloZeni prvkii posloupnosti bychom pottebovali tedy O(,/plog(N))
bitd.

Co je ale jesté horsi je ¢asova sloZitost: Pro j =1,2,... potitame
v j-té iteraci j krdt NSD(s; — sj, N). Pokud je polet iteraci
vnéjsiho cyklu O(,/p), mame O(p) vypotti NSD a algoritmus
vychdzi ha¥ nez zkusmé délent.



Floydova metoda hledani cykli

Tvrzeni

Mame posloupnost sy, s1,- -+ € S s preperiodou M a periodou T.
Pak existuje 0 < i < M + T takové, Ze s; = sp;

Diikaz: Hleddame i > 0, pro které bude platit i > M a T | 2/ — |,
neboli hleddme kladny ndsobek periody, ktery bude > M. Pro

M =0 volime i = T, pro M > 0 volime [¥]T.



Algoritmus Pollard-Floyd

Vstup: N € N slozené
Vystup: Vlastni délitel N, nebo nedspéch
Zvolime vhodné f nap¥. f(x) = x> +1 mod N

[y

Zvolime ndhodné sy € Zpy (Casto téZ sp := 2)
s:=f(sg), s" :=f(s)
while (NSD(s — s’, N) = 1) do
s:=f(s),s" :=f(f(s))
5. if NSD(s — s’, N) < N then return NSD(s — s’, N)

else return nelispéch

N

Poznamka: V p¥ipadé nelspéchu lze poditat s jinou hodnotou sy
pfipadné s jinou volbou f.



Par slov ke sloZitosti

V rdmci jedné iterace dochazi ke tfem vypottim funkce f (&as
O(log?(N))) a jednomu vypottu NSD (&as O(log?(N))).
Rozhodujici pro slozitost algoritmu je podet iteraci cyklu.
Ozna&me p nejmensi prvoliselny faktor N. PYedpokladejme, Ze
plati ndsledujici predpoklad:

Pro zvolené sy (p¥ipadng i f) oznatme M a T predperiodu a
periodu posloupnosti sp mod p, s; mod p,s; mod p, ..., kde
sit1 = f(s;). Uvazme M + T jako ndhodnou veli¢inu. Pak stfedni
hodnotu M + T lze interpretovat jako stfedni hodnotu délky
nahodné& vybrané posloupnosti prvkii Z,, které vybirdame tak
dlouho, dokud se néjaky &len posloupnosti neobjevi podruhé.

S timto predpokladem dostaneme pro p — oo stfedni hodnotu
M+ T =~ \/?.

SloZitost algoritmu v primé&rném p¥ipadé by pak byla
O(y/plog?(N)), kde p je nejmen¥i prvotiselny délitel N. V
zavislosti na délce vstupu Ize pak odhad napsat ve tvaru
O(N*1og?(N)).



Drobné vylepseni

V praxi je vypolet NSD(s — s’, N) typicky naro&n&jsi nez vypocet
soudinu v Zy.

Algoritmus Ize modifikovat tak, aby k vypoétu NSD dochazelo
jenom v kazdé k-té iteraci, kde k volime (nap¥. k = 100).
Zavedeme proménnou x, inicializujeme na x := 1.

V kazdé iteraci pak provedeme x := x(s — s’) mod N.

V kaZzdé k-té iteraci provedeme NSD(x, N). Pokud vyjde 1,
nastavime x := 1 uloZime hodnoty s, s’ do pamé&ti a pokradujeme
déle.

Pokud ne, dohledame, kde nastala kolize.



Konec druhé prednasky

Domadci tkol k Pollardové p-metodé bude zvefejnén koncem tydne.
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~ppri7485/algoritmy/


http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~ppri7485/algoritmy/

