
Č́ıselné algoritmy
Pollardova %-metoda

8. 3. 2021



Složitost základńıch aritmetických operaćı

Při odhadech složitosti algoritmů budeme p̌redpokládat využit́ı
klasických algoritmů pro výpočet aritmetických operaćı. Jejich
složitost viz skripta Poč́ıtačová algebra str. 25.
Máme-li x , y ∈ Z, x má n cifer, y má n cifer, p̌ričemž n ≥ m,
složitost aritmetických operaćı je

I x ± y složitost O(n)

I x .y složitost O(mn)

I x div y , x mod y složitost O(m(n −m + 1)) ⊆ O(n2)

I NSD(x , y) složitost O(mn) ⊆ O(n2).

Př́ıklad: N ∈ N, x , y ∈ ZN časovou složitost výpočtu xy mod N
budeme uvažovat jako O(log2(N)).
Spočteme x .y v čase O(log2(N)) a pak xy mod N. Pokud je
xy > N, bude tento výpočet v čase
O(log(N)(2log(N)− log(N) + 1)) = O(log2(N)) .



Prime number theorem

Pro r ∈ R, r > 2 označme π(r) := |P ∩ (0, r〉|.

Věta
(Haddamard, de la Vallée Poussin 1896)

lim
r→∞

π(r)/(r/ln(r)) = 1

Typicky budeme hodnotu π(r) aproximovat jako r/ln(r) (p̌ri
použit́ı v asymptotických odhadech složitosti algoritmů je to v
pǒrádku). Ve skutečnosti by nám stačil slabš́ı výsledek
π(r) ∈ O(r/ln(r)), jehož důkaz je výrazně snažš́ı.



Zkusmé děleńı

Vstup: N ∈ N složené

Výstup: vlastńı dělitel N

1. i := 2

2. while i - N do
i := i + 1

3. return i

Odhad složitosti (v nejhořśım p̌ŕıpadě) O(
√
N log2(N)).

Někdy se může hodit odhad složitosti vyjáďrený i jinak než jen na
délce vstupu. Pokud p je nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel N, je odhad
složitosti O(p log2(N)).



Zkusmé děleńı 2

U některých algoritmů budeme p̌redpokládat, že maj́ı k dispozici
p̌redpoč́ıtanou dostatečně dlouhou posloupnost prvoč́ısel.

Vstup: N ∈ N, složené

Výstup: vlastńı dělitel N

k dispozici: p1, p2, . . . , pk posloupnost všech prvoč́ısel ≤
√
N

1. i := 1

2. while pi - N do
i := i + 1

3. return pi

Pokud budeme uvažovat počet prvoč́ısel ≤
√
N zhruba√

N/ln(
√
N) dostaneme odhad složitosti tvaru O(

√
N log(N)).



Pollard-%, úvod

I J. Pollard: A Monte-Carlo method for factorization, BIT
15(1975), 331-334

I V roce 1981 pomoćı této metody faktorizováno F8 = 22
8

+ 1
(J. Pollard, R. Brent)



Posloupnosti generované funkćı

Mějme konečnou množinu S 6= ∅ a zobrazeńı f : S → S . Uvažme
posloupnost prvk̊u s0, s1, · · · ∈ S generovanou takto:

I s0 ∈ S je zvolen

I zbylé prvky dané rekurentńım vztahem si+1 = f (si ), i ∈ N0.

Pro takovéto posloupnosti definujeme pojem perioda a preperioda
posloupnosti.

Definice

1. Preperioda posloupnosti s0, s1, . . . je nejmenš́ı M ∈ N0

takové, že existuje M ′ > M splňuj́ıćı sM = sM′ .

2. Perioda posloupnosti s0, s1, . . . je nejmenš́ı T ∈ N takové, že
sM = sM+T , kde M je preperioda posloupnosti.

Pozorováńı
V posloupnosti s0, s1, · · · ∈ S s preperiodou M a periodou T plat́ı
si = sj právě když i = j nebo M ≤ i , j a T |i − j .



Aplikace v Pollardově %-metodě

Pollardova %-metoda poťrebuje zobrazeńı f : ZN → ZN , pro které
plat́ı

1. Pro každé x ∈ ZN lze efektivně spoč́ıst f (x).

2. f je kompatibilńı s mod p, kde p ∈ P je dělitel N (tedy
existuje funkce f : Zp → Zp splňuj́ıćı
f (x mod p) = f (x) mod p pro každé x ∈ ZN)

3. Je-li p nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel N poťrebujeme ’náhodné
chováńı’ funkce f .

Obvykle se voĺı polynomy ze ZN , typicky stupně 2. Nap̌ŕıklad

f : x 7→ x2 + 1 mod N

(některé volby se nedoporučuj́ı nap̌r. f = x2 mod N,
f = x2 − 2 mod N)
Zobrazeńı f lze definovat jako f mod p.



Idea Pollardovy %-metody
Na vstupu je složené N, označme p ∈ P dělitele N.
Pomoćı vhodné funkce f : Zp → Zp generujeme posloupnost
s0, s1, · · · ∈ Zp výše uvedenou metodou tj plat́ı si+1 = f (si ) pro
každé i ∈ N0.
Snaž́ıme se naj́ıt kolizi, tj dvojici index̊u i 6= j ∈ N0 pro kterou je
si = sj . Tuto kolizi pak zkuśıme využ́ıt pro nalezeńı faktorizace N.
Základńı problém: Neznáme p. Proto generujeme posloupnost
s0, s1, · · · ∈ ZN pomoćı vhodného zobrazeńı f : ZN → ZN (tedy s0
voĺıme, zbytek poč́ıtáme ze vztahu si+1 = f (si )).
Pokud polož́ıme si := si mod p, bude platit si+1 = f (si ). Tyto
prvky sice neznáme, ale jsme schopni detekovat, zda náhodou
neplat́ı si = sj :

si = sj ⇒ NSD(si − sj ,N) > 1

’Náhodné chováńı’ zobrazeńı f poslouž́ı k heuristickému odhadu
složitosti. Pokud bychom mohli použ́ıt narozeninový paradox,
očekáváme, že v pr̊uměrném p̌ŕıpadě kolize nastane asi po O(

√
p)

kroćıch.



Naivńı algoritmus Pollard %

Vstup: N ∈ N složené

Výstup: Vlastńı dělitel N, nebo neúspěch

1. Zvoĺıme vhodné f nap̌r. f (x) = x2 + 1 mod N

2. Zvoĺıme náhodně s0 ∈ ZN (často též s0 := 2)

3. for j = 1 to N do:

sj := f (sj−1)
for i = 0 to j − 1 do:

d := NSD(si − sj ,N)
if d > 1 then GOTO 4.

4. if d < N then return d

else return neúspěch



Kde je ťreba algoritmus vylepšit

Pokud očekáváme, že lze použ́ıt narozeninový paradox, bude v
pr̊uměrném p̌ŕıpadě počet iteraćı vněǰśıho cyklu O(

√
p). Pro

uložeńı prvk̊u posloupnosti bychom poťrebovali tedy O(
√
plog(N))

bit̊u.
Co je ale ještě hořśı je časová složitost: Pro j = 1, 2, . . . poč́ıtáme
v j-té iteraci j krát NSD(si − sj ,N). Pokud je počet iteraćı
vněǰśıho cyklu O(

√
p), máme O(p) výpočt̊u NSD a algoritmus

vycháźı hů̌r než zkusmé děleńı.



Floydova metoda hledáńı cykl̊u

Tvrzeńı
Máme posloupnost s0, s1, · · · ∈ S s preperiodou M a periodou T .
Pak existuje 0 < i ≤ M + T takové, že si = s2i

D̊ukaz: Hledáme i > 0, pro které bude platit i ≥ M a T | 2i − i ,
neboli hledáme kladný násobek periody, který bude ≥ M. Pro
M = 0 voĺıme i = T , pro M > 0 voĺıme dMT eT .



Algoritmus Pollard-Floyd

Vstup: N ∈ N složené

Výstup: Vlastńı dělitel N, nebo neúspěch

1. Zvoĺıme vhodné f nap̌r. f (x) = x2 + 1 mod N

2. Zvoĺıme náhodně s0 ∈ ZN (často též s0 := 2)

3. s := f (s0), s ′ := f (s)

4. while (NSD(s − s ′,N) = 1) do
s := f (s), s ′ := f (f (s ′))

5. if NSD(s − s ′,N) < N then return NSD(s − s ′,N)

else return neúspěch

Poznámka: V p̌ŕıpadě neúspěchu lze poč́ıtat s jinou hodnotou s0
p̌ŕıpadně s jinou volbou f .



Pár slov ke složitosti
V rámci jedné iterace docháźı ke ťrem výpočt̊um funkce f (čas
O(log2(N))) a jednomu výpočtu NSD (čas O(log2(N))).
Rozhoduj́ıćı pro složitost algoritmu je počet iteraćı cyklu.
Označme p nejmenš́ı prvoč́ıselný faktor N. Předpokládejme, že
plat́ı následuj́ıćı p̌redpoklad:
Pro zvolené s0 (p̌ŕıpadně i f ) označme M a T p̌redperiodu a
periodu posloupnosti s0 mod p, s1 mod p, s2 mod p, . . . , kde
si+1 = f (si ). Uvažme M + T jako náhodnou veličinu. Pak sťredńı
hodnotu M + T lze interpretovat jako sťredńı hodnotu délky
náhodně vybrané posloupnosti prvk̊u Zp, které vyb́ıráme tak
dlouho, dokud se nějaký člen posloupnosti neobjev́ı podruhé.
S t́ımto p̌redpokladem dostaneme pro p →∞ sťredńı hodnotu

M + T ≈
√

πp
2 .

Složitost algoritmu v pr̊uměrném p̌ŕıpadě by pak byla
O(
√
plog2(N)), kde p je nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel N. V

závislosti na délce vstupu lze pak odhad napsat ve tvaru

O(N
1
4 log2(N)).



Drobné vylepšeńı

V praxi je výpočet NSD(s − s ′,N) typicky náročněǰśı než výpočet
součinu v ZN .
Algoritmus lze modifikovat tak, aby k výpočtu NSD docházelo
jenom v každé k-té iteraci, kde k voĺıme (nap̌r. k = 100).
Zavedeme proměnnou x , inicializujeme na x := 1.
V každé iteraci pak provedeme x := x(s − s ′) mod N.
V každé k-té iteraci provedeme NSD(x ,N). Pokud vyjde 1,
nastav́ıme x := 1 ulož́ıme hodnoty s, s ′ do paměti a pokračujeme
dále.
Pokud ne, dohledáme, kde nastala kolize.



Konec druhé p̌rednášky

Domáćı úkol k Pollardově %-metodě bude zvěrejněn koncem týdne.
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~ppri7485/algoritmy/

http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~ppri7485/algoritmy/

