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CFRAC - dvod

> Idea vyuZiti fetézovych zlomki pro faktorizaéni algoritmy je
pomé&rné& stard (nap¥. Lehmer - Powers 1931)

> Pocitatova implementace algoritmu - Brillhart-Morrison 1975,
faktorizace &isla F7 = 22" +1

» 7 naseho pohledu jde o ptiklad algoritmu zaloZeného na
Dixonové faktorizaci



Reté&zovy rozvoj v/N shrnuti

M&jme N € N, VN ¢ Q.
Polozme ag = V/N, ap = |ag|, 01 = (g — a0) %, a1 = | ], ...,
o = (Oé,',l — a,-,l)_l, aj = La,-J, ...
Pak \/N =g = [ao; di,az, .. ]
Cisla a;, Ize vyjad¥it ve tvaru a; = R‘%m kde R € Z a 5; € N,
pfitemze R;, S; Ize potitat rekurizvné
N — Ri2+1 LRI + I_\/NJ

Ro=0,% =1,Rix1 = ai5i—Ri, Sis1 = ——=——a = s )

Jsou-li dale p_2, p—1,po, P1,--- 9-2,9-1, 90, G1, - - - posloupnosti
dané vztahy

p—2=0,p—1=1,p;i = ajpj-1+ pi-2

q2=1,49-1=0,9i=aigi-1+qgi—2

) _ o
je [a0; a1, ..., an =&



Generator relaci pro CFRAC

Pro kazdé n € N je p2_; = (—1)"S, (mod N).

CFRAC tedy vyuZivd relace tvaru (p2_; mod N, (—1)"S,)

V principu tedy miZeme napsat zdkladni verzi algoritmu CFRAC.
Podivejme se ale nejprve na drobna vylepSeni algoritmu pro
politani Yetézového rozvoje v/N.



Oznatme g := |V/N|. Zname-li R,, S,, ziskame a, pomoci
celotiselného déleni. Pro dalsi postup se bude hodit i zbytek po
déleni, ktery ozna¢ime r,. Tedy

Rn+g:3n5n+rn7rn6{0717--'75n_1}
Déle je Rp+1 = anS, — R, proto
Rn+1+g:an5n+g_Rn:(Rn+g_rn)+g_Rn:2g_rn

Rhy1+g=2g—nm



Vypocet S,.1

Lemma
PF¥i zavedeném znaceni pro n > 1 plati

Sn—s—l =S-1+ an(rn - rn—l)

Proof. N2
Mame S, = Sn"“, Rnt1 = anSn — R.
Proto

N—R2, = N—a252+2a,R,Sn—R2 = SpSn_1+Snan(2Rs—2anSh).

5n+1 = Sn—1 + an(2Rn - ansn) = Sn—l + an('l'_\)n + Rn - anSn) =

Sp—1+ an(g —th_1+1rh— g) =S-1+ an(rn - rn—l)u

jak se mélo dokazat.



CFRAC - popis zakladni verze algoritmu

Vstup: N € N sloZené, VN ¢ Q.
Vystup: vlastni délitel N, nebo nelspéch
1. Zvolime faktoriza&ni bazi B
2. 5:=1,p_1:=0,r:=0, g:= L\WJ
3. ;=N - g2 Ry:=g, a0 =g R :=2g,n:=1
4. while (nemame dost hladkych relaci ) do
ap = R/ divS,, r, := R, mod S,
Pn = @nPn—1 + pn—2 mod N
RI/7+1 = 2g —rIn
5n+1 =51+ an(rn - rnfl)
Je-li S, soutin prvkd z B ptidej (pp—1, (—1)"S,) do seznamu
hladkych relaci.
n:=n+1



CFRAC - dokon¢eni popisu zakladni verze algoritmu

5. P¥ejdi do linearni faze algoritmu. Z nalezenych hladkych
relaci (x1,y1), .-, (Xk, Yk) uréi mnozinu | C {1,... k}, pro
kterou bude [];c, yi = y? pro n&jaké y € Z. Polo¥

x 1= [];e; xi- Pak x? = y?(mod N).

6. d := NSD(x £y, N).

7. if d € {1, N} then return nelspéch else return d



Pozndmka k volbé B
Protoze (—1)"S, < 0 pro kazdé liché n, je —1 € B.
Daéle predpoklddame, Ze prvolisla v B jsou mnohem men3i neZ
nejmensi prvoliselny délitel N. Specidlné zadné prvodislo z B
nedéli N.
Obecné do faktoriza¢ni baze ma smysl davat prvodisla, ktera déli
pravé strany uvazovanych relaci. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké
neNapelPjep|S, Podivejme se na vztah

P3—1 - Nq%—l = (=1)"S,

P¥ipomenime, NSD(pp—1, gn—1) = 1. Pokud p | S,, nebude
p | gn—1. Pokud navic ptedpokldddme, Zze p 1 N, nebude pro p | S,
ani p | pp—1. Z kongruence

Pa_1 = Ngz_; (mod p)

pak dostaneme (%) =1

Prvodislo p proto dame do faktorizaéni baze pouze pokud spliiuje

(H)=1.



Experimenty z ¢lanku Brillharta a Morrisona

Ve své prdci Brillhart a Morrison navrhuji nasledujici volby B.
> pro N < 10%°, |[BNP| =60
» pro N majici 24 nebo 25 cifer |B N P| = 200
» pro N majici 37 nebo 38 cifer |[BNP| = 600

Tyto hodnoty jsou navrzeny pro verzi CFRACu, kterd zpracovava
parcidlni relace.



DuleZité tvrzeni:

Tvrzeni
P¥i zavedeném zna&eni: Promé&nné R, S,, an, rn nabyvaji v prib&hu
algoritmu pouze hodnot v intervalu {0,1,2,...,|2v/N]}

Proof.
P¥ipomefime, Ze S, > 0 pro kazdé n € Ny. Pak

N—R2,=5,541>0

implikuje |R,| < |v/N| pro n > 1 (ale pro Ry = 0 nerovnost plati
také). Takze R, € {0,1,...,2[VN|}.

Dile si v§imneme, Ze a,, Sy, ry jsou vzdy nezapornd. Ze vzoretku
pro dé&leni se zbytkem

R, = a,Sn + rn

mame a,, Sn, rn < 2L\WJ

O



Proc je toto tvrzeni dilezité

Pro algoritmy vychazejici z Dixonovy faktorizace je dilezité, aby se
mezi generovanymi relacemi co nejéasté&ji vyskytovaly hladké
(pFipadné parcidlni ) relace.

To lze samoziejmé ovlivnit volbou faktorizaéni baze B. Na druhou
stranu ale potfebujeme nasbirat alespoii |B| + 1 hladkych relaci.
Je proto vhodné, aby absolutni hodnoty &isel na pravych stranach
generovanych relaci byly malé.

Pravé strany relaci CFRACu jsou v intervalu
{=2|V/NJ,...,2[V/N]}, kde 2v'N < N.

Pro srovnani generator, ktery vraci relace (x,x?> mod N) pro
ndhodné volend x miZe za urditych okolnosti vratit i relaci

(x, N —1).



Periodicita fet&ézového rozvoje a Pellova rovnice (*)

Pellovou rovnici se rozumi Diofantickd rovnice
x> —Ny? =1
Chceme najit netrividlni celodiselné YeSeni této rovnice.
Lze ukazat, e pro N > 5 a x, y € N splitujici x? — Ny? = +1 je §

konvergent Yetézového rozvoje v .
Na cviéeni jsme si ukazali, Ze existuji ap, a1, ..., an € N tak, ze

VN = [a0; a1, a2, - - -, an, 2a0]



Jak najit YeSeni Pellovy rovnice (*)

Véta
Necht’ /N = [a0; @1, a2, - .., an, 2a0] = [a0; a1, a2 ...]. Oznaéme
P—2,P—1,P0;---, 9—2,9—1, 90, - - - posloupnosti definované vztahy

p—2=0,p-1=1,pi = ajpi—1+ pi—2,1 € Nog
g2=1,9-1=0,9; = a;gi—1+qgi—2,i € Np
Necht' k = m(n+1) — 1, kde m € N. Pak

Pk — Nai = (1)

Diikaz je podobny ditkazu v&ty p2_; — Ng>_; = (—1)"S,
Poznamka: Lze ukdzat, Ze p¥i pouZiti nejkrat¥i periody (m = 1)
dostaneme netrividlni Yeeni rovnice x> — Ny? = +1, kde x,y € N
jsou nejmensi mozna.



P¥iklad na zavér (*)

Pro N =13 je v13 =[3;1,1,1,1, 6] (nejkratsi perioda ma délku 5)
N3asledujici tabulka zachycuje prvnich par konvergenti rozvoje /13

(|]-1 012 3 4 5 6 7 8 9
¥|- 3111 1 6 1 1 1 1
pe| 1 3 4 7 11 18 119 137 256 393 649
@|0 112 3 5 33 38 71 109 180

Pak prom=1, m(n+1) — 1 =4 mime 182 — 13 %52 = —1
prom=2, m(n+1) =9 mdme 6492 — 13 % 180% = 1



To je pro dnesek vse

Dékuji za pozornost.



