
Matematická analýza 2

sylabus přednášky

1. Newton̊uv integrál

Zobecněná primitivńı funkce: definice, věta o jednoznačnosti až na kon-
stantu. Zobecněný př́ırustek funkce. Newton̊uv integrál: definice, termi-
nologie - integrál existuje/konverguje. Per-partes a věta o substituci pro
N.i., intervalová aditivita N.i. v př́ıpadě konvergence. Věta: pro spojitou,
nezápornou funkci N.i. vždy existuje; pro spojitou funkci, která má inte-
grovatelnou majorantu, N.i. vždy konverguje. Důsledek: spojitá funkce na
omezeném uzavřeném intervalu má N.i. vždy konečný. Pojmy: velké ’Ó’,
řádová rovnost. Srovnávaćı věta pro N.i. Podmı́nky konvergence integrálu
funkce xa u 0 a +∞.

2. Riemann̊uv integrál

Děleńı intervalu, horńı a dolńı součet, horńı a dolńı integrál. Definice Rie-
mannova integrálu. Lemma o charakterizace existence. Př́ıklady: Dirichle-
tova a Riemannova funkce. Monotónńı funkce má R.i. Stejnoměrná spojitost
v R. Spojitá funkce na omezeném, uzavřeném intervalu je stejnoměrně spo-
jitá. Důsledek: spojitá funkce na omezeném, uzavřeném intervalu má R.i.
Intervalová aditivita horńıho a dolńıho integrálu, intervalová aditivita R.i.
Integrál jakožto funkce horńı meze: spojitost (všude), diferencovatelnost v
bodech spojitosti integrandu. Důsledek: spojitá funkce má primitivńı funkci.
Pro spojitou funkci na omezeném, uzavřeném intervalu se Riemann̊uv a New-
ton̊uv integrál shoduj́ı. Názorný význam integrálu: plocha pod grafem funkce
v kartézských a polárńıch souřadnićıch, objem rotačńıho tělesa, délka grafu
funkce.

3. Řady

Řada, částečný součet řady. Součet řady. Terminologie: řada konverguje, di-
verguje, osciluje, diverguje do ±∞. Př́ıklady: harmonická řada, geometrická
řada. Věta o aritmetice řad. Nutná podmı́nka konvergence.
Řady s nezápornými členy - kritéria konvergence: srovnávaćı, d’Alembertovo
(pod́ılové), Cauchyho (odmocninové), integrálńı, Raabeho. Kritéria založená
na řádové rovnosti, velkém ’Ó’.
Řady s obecně komplexńımi členy. Bolzano Cauchyho podmı́nka konver-
gence řady. Absolutńı konvergence implikuje konvergenci. Neabsolutńı kon-
vergence. Leibnizovo kritérium. Abelovo sumačńı lemma. Dirichletovo a
Abelovo kritérium. Omezenost částečných součt̊u sin(nx), cos(nx).
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Přerovnáváńı řad. Řada s nezápornými členy přerovnáńım součet neměńı.
Absolutně konvergentńı řada přerovnáńım součet neměńı. Neabsolutně kon-
vergentńı řadu lze přerovnat k libovolnému součtu.
Cauchẙuv součin řad.
V rámci kapitoly též: komplexńı č́ısla, reálná a imaginárńı část, absolutńı
hodnota, trojúhelńıková nerovnost. Limita posloupnosti komplexńıch č́ısel.
Charakterizace konvergence pomoćı konvergence reálné a imaginárńı části.
Důsledky: aritmetika limit v C, Bolzanova-Cauchyho podmı́nka plat́ı v C.
Pojmy řádová rovnost, velké ’Ó’ pro posloupnosti.

4. Mocninné řady.

Mocninná řada. Terminologie: střed řady, poloměr konvergence, kruh kon-
vergence, kružnice konvergence. Věta o poloměru konvergence. Pod́ılové a
odmocninové kritérium k výpočtu poloměru konvergence. Věta o derivováńı
mocninné řady člen po členu. Důsledky: spojitost, derivace vyšš́ıch řád̊u,
integrováńı člen po členu, souvislost mezi koeficienty a hodnotami derivaćı
funkce ve středu. Rozvoje elementárńıch funkćı v mocninnou řadu. Pojem:
funkce analytická v bodě. Př́ıklad nekonečně diferencovatelné funkce, která
neńı analytická.

5. Obyčejné diferenciálńı rovnice (I)

Obecná ODR řádu n. Pojmy: řešeńı, prodloužeńı řešeńı, maximálńı řešeńı.
Rovnice tvaru y’=f(x,y). Věta o lokálńı existenci řešeńı pro spojitou pravou
stranu (bez d̊ukazu). Lemma o převedeńı rovnice na integrálńı tvar. Lips-
chitzova podmı́nka v̊uči y. Věta o jednoznačnosti řešeńı. Spojitost parciálńı
derivace dle y implikuje Lipschitzovu podmı́nku. Základńı typy rovnic prvńıho
řádu a jak je řešit: rovnice autonomńı, se separovanými proměnnými, lineárńı,
homogenńı, Bernoulliho. ¡p¿ Obecná lineárńı ODR řádu n. Věta o globálńı
existenci a jednoznačnosti řešeńı (bez d̊ukazu). Množina řešeńı homogenńı
rovnice stupně n je prostor dimenze n. Nalezeńı fundamentálńıho systému
pro rovnici s konstantńımi koeficienty. Nehomogenńı rovnice: tvar množiny
řešeńı. Variace konstant. Věta o nalezeńı partikulárńıho řešeńı pro rci s
konstantńımi koeficienty a speciálńı pravou stranu (bez d̊ukazu).

X. Spočetné množiny. Mohutnost.

Spočetné množiny - definice, př́ıklady, základńı vlastnosti. Kartézský součin
spočetných množin je spočetná množina. Racionálńı č́ısla jsou spočetná
množina. Interval (0, 1), reálná č́ısla nejsou spočetná množina. (Nepovinně:
vyč́ıslitelná č́ısla jsou spočetná. Mohutnost množiny. Cantorova věta.)
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6. Funkce v́ıce proměnných

Normovaný prostor. Př́ıklady: R, C. Normy v Rp. V rámci normovaných
prostor̊u: okoĺı bodu, limita funkce a posloupnosti, spojitost funkce, vztah
limity a spojitosti. Heineho věta.
Speciálně v Rp: konvergence je ekvivalentńı konvergenci po složkách. Výpočet
limit v R2 pomoćı polárńıch souřadnic. Dodatek: konvergence k ∞ v Rp.
Derivace ve směru. Parciálńı derivace. Jacobiho matice, gradient. Totálńı
diferenciál. Existence totálńıho diferenciálu implikuje spojitost. Vztah totálńıho
diferenciálu a derivace ve směru, speciálně souvislost Jacobiho matice a difer-
enciálu. Spojitost parciálńıch derivaćı implikuje existenci totálńıho difer-
enciálu. Diferenciál složeného zobrazeńı. Věta o středńı hodnotě.
Parciálńı derivace vyšš́ıho řádu. Věta o záměnnosti parciálńıch derivaćı.
Diferenciál druhého řádu. Hessova matice. Vztah mezi diferenciálem druhého
řádu a Hessovou matićı (bez d̊ukazu).

7. Metrické prostory

Metrický prostor. Normovaný prostor a prostor se skalárńım součinem jako
speciálńı př́ıpady metrického prostoru. V rámci metrických prostor̊u: okoĺı
bodu, limita posloupnosti, limita funkce. Heineho věta o charakterizaci limity
funkce pomoćı posloupnost́ı. Spojitost funkce. Vztah limity a spojitosti.
Charakterizace spojitosti pomoćı posloupnosti (bez d̊ukazu).
Otevřená množina. Okoĺı je otevřená množina. Věta o sjednoceńı a pr̊uniku
otevřených množin. Charakterizace spojitosti: vzor otevřené je otevřená.
Uzavřená množina. Charakterizace pomoćı posloupnost́ı. Vnitřek, hranice,
uzávěr a vněǰsek množiny.
Posloupnost a podposloupnost. Dvě ekvivalentńı definice hromadného bodu.
Pojem: kompaktńı množina. Kompaktńı množina je uzavřená. Pojem:
omezená množina (pro normované prostory.) Kompaktńı množina v nor-
movaném prostoru je omezená. Věta: kompaktńı množiny v Rp jsou právě
všechny omezené a uzavřené. Spojitý obraz kompaktńı množiny je kompaktńı
množina. Kompaktńı množina v R má nejmenš́ı a největš́ı prvek. Důsledek:
spojitá funkce na kompaktu nabývá maxima a minima. Nepovinně: charak-
terizace kompaktu pomoćı otevřených pokryt́ı.
Spojitost funkce na množině. Stejnoměrná spojitost. Spojitá funkce na kom-
paktu je stejnoměrně spojitá. Lipschitzovská funkce jako speciálńı př́ıpad ste-
jnoměrné spojitosti. Př́ıklady lipschitzovských funkćı. Věta: spojitá funkce
se spojitým, omezeným gradientem na otevřené konvexńı množině v Rp je
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lipschitzovská. Lemma o ekvivalenci norem v Rp. Důsledek: pojmy konver-
gence, otevřenosti, uzavřenosti nezáviśı v Rp na zvolené normě.
Bolzano-Cauchyova podmı́nka. Konvergentńı posloupnost je cauchyovská.
Úplný prostor. Př́ıklady: R, C jsou úplné. Věta: Rp je úplný prostor.
Uzavřená množina v úplném prostoru je úplný prostor. Každý kompaktńı
prostor je úplný. Banachova věta o kontrakci.
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