Matematicka analyza 2
sylabus predndsky
1. NEWTONUV INTEGRAL

Zobecnénda primitivni funkce: definice, véta o jednoznacnosti az na kon-
stantu. Zobecnény piirustek funkce. Newtonuv integral: definice, termi-
nologie - integrél existuje/konverguje. Per-partes a véta o substituci pro
N.i., intervalova aditivita N.i. v pfipadé konvergence. Véta: pro spojitou,
nezapornou funkci N.i. vzdy existuje; pro spojitou funkci, kterda ma inte-
grovatelnou majorantu, N.i. vzdy konverguje. Dusledek: spojita funkce na
omezeném uzavieném intervalu ma N.i. vzdy kone¢ny. Pojmy: velké ’O’,
rfadova rovnost. Srovnavaci véta pro N.i. Podminky konvergence integralu
funkce 2* u 0 a 4o00.

2. RIEMANNUV INTEGRAL

Déleni intervalu, horni a dolni soucet, horni a dolni integral. Definice Rie-
mannova integralu. Lemma o charakterizace existence. Ptiklady: Dirichle-
tova a Riemannova funkce. Monoténni funkce ma R.i. Stejnomérnd spojitost
v R. Spojita funkce na omezeném, uzavieném intervalu je stejnomérné spo-
jita. Dusledek: spojita funkce na omezeném, uzavieném intervalu ma R.i.
Intervalova aditivita horniho a dolniho integralu, intervalova aditivita R.i.
Integral jakozto funkce horni meze: spojitost (vsude), diferencovatelnost v
bodech spojitosti integrandu. Dusledek: spojita funkce ma primitivni funkci.
Pro spojitou funkci na omezeném, uzavieném intervalu se Riemannuv a New-
tonuv integral shoduji. Nazorny vyznam integrélu: plocha pod grafem funkce
v kartézskych a polarnich soutadnicich, objem rota¢niho télesa, délka grafu
funkce.

3. RADY

Rada, ¢éstecny soucet fady. Soucet fady. Terminologie: fada konverguje, di-
verguje, osciluje, diverguje do +o0o. Piiklady: harmonické fada, geometricka
rada. Véta o aritmetice fad. Nutnd podminka konvergence.

Rady s nezdpornymi ¢leny - kritéria konvergence: srovnavaci, d’Alembertovo
(podilové), Cauchyho (odmocninové), integralni, Raabeho. Kritéria zalozena
na fadové rovnosti, velkém 0.

Rady s obecné komplexnimi ¢leny. Bolzano Cauchyho podminka konver-
gence Tady. Absolutni konvergence implikuje konvergenci. Neabsolutni kon-
vergence. Leibnizovo kritérium. Abelovo sumaéni lemma. Dirichletovo a
Abelovo kritérium. Omezenost ¢asteénych souétu sin(nx), cos(nx).



Pierovnavéani fad. Rada s nezdpornymi ¢leny prerovnanim soucet nemeén.
Absolutné konvergentni fada prerovnanim soucet neméni. Neabsolutné kon-
vergentni radu lze prerovnat k libovolnému souctu.

Cauchyuv soucin tad.

V ramci kapitoly téz: komplexni ¢isla, redlnd a imaginarni ¢ast, absolutni
hodnota, trojihelnikova nerovnost. Limita posloupnosti komplexnich cisel.
Charakterizace konvergence pomoci konvergence realné a imaginarni ¢ésti.
Dusledky: aritmetika limit v C, Bolzanova-Cauchyho podminka plati v C.
Pojmy tadova rovnost, velké (e} pro posloupnosti.

4. MOCNINNE RADY.

Mocninnd fada. Terminologie: stfed tfady, polomér konvergence, kruh kon-
vergence, kruznice konvergence. Véta o poloméru konvergence. Podilové a
odmocninové kritérium k vypoctu poloméru konvergence. Véta o derivovani
mocninné fady clen po ¢lenu. Dusledky: spojitost, derivace vyssich fadu,
integrovani ¢len po ¢lenu, souvislost mezi koeficienty a hodnotami derivaci
funkce ve stfedu. Rozvoje elementarnich funkci v mocninnou radu. Pojem:
funkce analyticka v bodé. Priklad nekonecné diferencovatelné funkce, ktera
neni analyticka.

5. OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE (I)

Obecna ODR tadu n. Pojmy: feSeni, prodlouzeni feseni, maximalni feSeni.
Rovnice tvaru y’=f(x,y). Véta o lokalni existenci feSeni pro spojitou pravou
stranu (bez dukazu). Lemma o pfevedeni rovnice na integralni tvar. Lips-
chitzova podminka vuéi y. Véta o jednoznacnosti feSeni. Spojitost parcialni
derivace dle y implikuje Lipschitzovu podminku. Zakladni typy rovnic prvniho
radu a jak je Tesit: rovnice autonomni, se separovanymi proménnymi, linearni,
homogenni, Bernoulliho. jp; Obecna linearni ODR tadu n. Véta o globdalni
existenci a jednoznacnosti feseni (bez dukazu). Mnozina feSeni homogenni
rovnice stupné n je prostor dimenze n. Nalezeni fundamentalniho systému
pro rovnici s konstantnimi koeficienty. Nehomogenni rovnice: tvar mnoziny
feSeni. Variace konstant. Véta o nalezeni partikularniho feseni pro rci s
konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranu (bez dukazu).

X. SPOCETNE MNOZINY. MOHUTNOST.

Spocetné mnoziny - definice, priklady, zakladni vlastnosti. Kartézsky soucin
spocetnych mnozin je spocetnd mnozina. Racionalni ¢isla jsou spocetnd
mnozina. Interval (0, 1), redlna ¢isla nejsou spocetnd mnozina. (Nepovinneé:
vyéislitelna éisla jsou spocetnd. Mohutnost mnoziny. Cantorova véta.)



6. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Normovany prostor. Piiklady: R, C. Normy v RP. V rdmci normovanych
prostoru: okoli bodu, limita funkce a posloupnosti, spojitost funkce, vztah
limity a spojitosti. Heineho véta.

Specialné v RP: konvergence je ekvivalentni konvergenci po slozkach. Vypocet
limit v R? pomoci polarnich soufadnic. Dodatek: konvergence k oo v RP.
Derivace ve sméru. Parcidlni derivace. Jacobiho matice, gradient. Totalni
diferencial. Existence totalniho diferencidalu implikuje spojitost. Vztah totalniho
diferencialu a derivace ve sméru, specialné souvislost Jacobiho matice a difer-
encidlu. Spojitost parcidlnich derivaci implikuje existenci totalniho difer-
encialu. Diferencial slozeného zobrazeni. Véta o stfedni hodnoteé.

Parcidlni derivace vyssiho tadu. Veéta o zaménnosti parcialnich derivaci.
Diferenciél druhého fadu. Hessova matice. Vztah mezi diferencidlem druhého
fadu a Hessovou matici (bez dukazu).

7. METRICKE PROSTORY

Metricky prostor. Normovany prostor a prostor se skaldrnim soucinem jako
specialni pripady metrického prostoru. V ramci metrickych prostoru: okoli
bodu, limita posloupnosti, limita funkce. Heineho véta o charakterizaci limity
funkce pomoci posloupnosti. Spojitost funkce. Vztah limity a spojitosti.
Charakterizace spojitosti pomoci posloupnosti (bez dukazu).

Oteviend mnozina. Okoli je otevienda mnozina. Véta o sjednoceni a pruniku
otevienych mnozin. Charakterizace spojitosti: vzor oteviené je oteviena.
Uzaviena mnozina. Charakterizace pomoci posloupnosti. Vnitiek, hranice,
uzaver a vnéjsSek mnoziny.

Posloupnost a podposloupnost. Dvé ekvivalentni definice hromadného bodu.
Pojem: kompaktni mnozina. Kompaktni mnozina je uzaviena. Pojem:
omezend mnozina (pro normované prostory.) Kompaktni mnozina v nor-
movaném prostoru je omezena. Véta: kompaktni mnoziny v R? jsou prave
vSechny omezené a uzaviené. Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni
mnozina. Kompaktni mnozina v R ma nejmensi a nejvétsi prvek. Dusledek:
spojitd funkce na kompaktu nabyva maxima a minima. Nepovinné: charak-
terizace kompaktu pomoci otevienych pokryti.

Spojitost funkce na mnoziné. Stejnomérna spojitost. Spojita funkce na kom-
paktu je stejnomérné spojitd. Lipschitzovska funkce jako specialni pripad ste-
jnomérné spojitosti. Piiklady lipschitzovskych funkci. Véta: spojita funkce
se spojitym, omezenym gradientem na oteviené konvexni mnoziné v RP je



lipschitzovska. Lemma o ekvivalenci norem v RP. Dusledek: pojmy konver-
gence, otevienosti, uzavienosti nezavisi v RP na zvolené normé.
Bolzano-Cauchyova podminka. Konvergentni posloupnost je cauchyovska.
Upln}’f prostor. Priklady: R, C jsou tuplné. Véta: RP je uplny prostor.
Uzaviena mnozina v uplném prostoru je uplny prostor. Kazdy kompaktni
prostor je uplny. Banachova véta o kontrakci.



