Véta. Necht n prirozené je ddno. Potom pro kazdé x > 0 existuje pravé jedno y > 0 tak, Ze
y" = x.

Diikaz. Jednoznaénost: ukdzeme, Ze existuje nejvyse jedno takové y. Sporem: nechf pro néjaké
n prirozené a x > 0 existuji y1, y2 > 0 tak, Ze y1 # yo, avsak

Y=z =1y (1)

Ovsem y; # yo znamend, ze bud y; < y2, nebo y; > yo. Tedy také y}' < y¥ nebo y7' > y¥,
coz je ve sporu s rovnosti (1).

Existence: rozlisime ¢tyfi pripady.

(i) x = 0 — staci volit y =0

(ii) x € (0,1) — ukdzeme nize, ze pak existuje y > 0 takové, ze y" = z.

(iii) = 1 — staci volit y = 1

(iv) z > 1 — pfevedeme na bod (ii). Je-li ddno = > 1, polozime & = 1/x, tedy z € (0,1). Dle
bodu (ii) existuje g > 0 tak, ze " = &. Odsud pak (1/9)" = 1/z = z, tj. y = 1/g je hledané
¢islo.

Zbyvé vyfresit pripad (ii). Je dédno x € (0, 1). Definujme mnozinu

M={z>0;z"<uz}

Protoze x < 1, je 2" <z, tedy x € M a M je neprazdné. Dale M je shora omezend ¢islem 1,
nebot z > 1 implikuje 2 > 1, a tedy z ¢ M. Dle axiomu suprema existuje y € R takové, ze
y=sup M.

Ukézeme, ze y > 0 a ze plati y” = z. Protoze uz vime, ze x € M a x > 0, a protoze y > x (1.
vlastnost suprema), je jisté y > 0.

Rovnost y" = = dokdzeme tak, ze obé alternativy (y" < z a y"™ > x) pfivedeme ke sporu.
Budeme potfebovat dvé pomocné nerovnosti: Bernoulliho nerovnost, podle niz

(14+a)">1+na Va > —1 (2)

a elementarni nerovnost

(1+a)§% Va € (0,1) 3)

— po nasobeni ¢islem (1 — a) > 0 pfechdzi na zfejmé pravdivou nerovnost (1 + a)(1 —a) =
1—a®<1.

Predpokladejme nejprve, ze y™ < z. Ukdzeme, ze pro dost malé € > 0 je
(y+e) <=z (4)

To bude spor s 1. vlastnosti suprema, nebot by to znamenalo y + ¢ € M, a zdroven y + & >

y = sup M. Upravujeme
Y

1—

5
+e)=y(l+-)<—=
Yy y
Zde jsme pouzili nerovnost (3), pficemz ¢ > 0 predpokldddme tak malé, ze a = ¢/y € (0,1).
Tedy umocnénim dostaneme
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Zde jsme pouzili Bernoulliho nerovnost, ovsem v pievraceném tvaru 1/(14a)” < 1/(1+ na),

opét pro a = ¢/y. Vidime, ze aby platilo (4), sta¢i zarucit
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coz je ekvivalentni
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a takové ¢ > 0 jisté existuje, nebot zlomek napravo je v dané situaci kladny.

Predpoklddejme nyni naopak, ze y™ > x. Ukdzeme, ze pro € > 0 dost malé je

(y—e)" >z

(5)

Z toho vsak vyplyva, ze kazdé z € M splituje z < y — e. (Nebot opa¢nd nerovnost z > y — ¢
implikuje 2" > (y — )" > z, a tedy z ¢ M.) To by vsak byl spor s 2. vlastnosti suprema:
y — € by byl horni odhad M, a pfitom y — e < y, kde y = sup M je nejmensi horni odhad M.
Volme € > 0 tak malé, ze y —e > 0 a ddle ¢/y € (0,1). Pomoci Bernoulliho nerovnosti pak je

€ €
(y—e)"=y"1--)"=2y"(1—n-)
Y Y
Tedy chceme-li mit (5), sta¢i zarucit
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coz je ekvivalentni
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Zlomek vpravo je zde opét kladny, tedy takové € > 0 lze jisté najit.



