D.D.U.1 — k 7.3. resp. 8.3.2017

1.1. Naleznéte funkci, jejiz Fourierova fada mé tvar

o0 o0
Z ¢" coskx resp. Z ¢" sin kx (1)
k=1 k=1

kde ¢ € (—1,1).

1.2. Naleznéte Fourierovy koeficienty funkce f(x), kterd je definovana jako f(z) = xcosx, z € (—7/2,7/2), a
déle w-periodicky rozsitena do R.

1.3. Vypoctéte pro k > 0 celé integral

oo
sin kx
0 Sinx

1.1. Oznac¢me fi(z) = ¢* cos kz, gr(z) = ¢* sin kx. Ziejmé mame |fi.(x)|, |gr(z)| < |g|F pro kazdé 2 € R a kazdé
k. Rada (¢fselna) 3, |g|* dle predpokladi konverguje. Tedy podle Weierstrassovy véty obé fady (funkei) v (1)
konverguji stejnomérné (dokonce absolutné stejnomérné v R).

Oznacme jejich soucty jako f(x) resp. g(z). Stejnomérnd konvergence zarucuje, ze (1) jsou zaroven Fourierovymi
fadami svych souctii. Neboli pro Fourierovy koeficienty funkce f(z) plati ag = 0, ap = ¢* pro k > 1 a b = 0;
pro Fourierovy koeficienty g(z) mame ay = 0 pro k > 0 a by, = ¢* pro k > 1.

Zbyva nalézt soucty téchto fad. VSimneme si, ze z Eulerova vzorce plyne

fil@) +ige(z) = Q%(z),  Q(z) = gexp(iz)

a tedy f(x) resp. g(x) je redlnd resp. imaginarni ¢ast souc¢tu

.- k(p) — Q(x)

Lehce se pak dopocte

_ q(cosz —q) B gsinx
f(ac)_1—2qcosac—|—q2 g(gv)_l—Qqcosac—f—q2
1.2. Funkce je lichd, tedy a; = 0. Zbyva vypocist
4 /2
b, = —/  cos x sin 2kx dx
T Jo

Uzijeme vzorecek cosasinb = (sin(a + b) — sin(a — b)). Odtud per partes

92 w/2
Zb, = / z(sin (2k + 1)z + sin (2k — 1)z) dz
7T 0

dzx

2k+1 2k —1 2k +1 2k —1

B [m( _cos(2k+ 1)z cos (2k — 1)x)]z=ﬂ/2 n /”/2 cos (2k + 1)z cos(2k — 1)z
=0 0

Prirustkovy ¢len je roven nule (diky x = 0 resp. cos v lichém nédsobku 7/2). Posledni integral se lehce spocte
jako

sin (2k + 1)z sin (2k — 1)zyo=m/2 1)k —8k
[ (2k +1)2 (2k —1)2 ]m:o =(=1) (4k2 —1)2

nebot sin (km 4+ 7/2) = £(—1)*. Celkem tedy

16k

k+1
b= (=)™ T(4k2 —1)2



1.3. Ztejmé Iy = 0 a I} = w. Pomoc{ vzoreckii

sin (a + b) = sinacosb + cos asinb
cos2z =1 — 2sin’x
sin 2z = 2sinx cos x

cos (a +b) = cosacosb —sinasinb

dostavame postupné

™

Liss = / sin (kx + 2z) e

sin x

s
sin kx cos 2x + cos kx sin 2x d
pry - x
sinx
0

dx

B / sin kz(1 — 2sin? ) 4 2 cos kx sinz cos x
B sinx
0

s
=1 +2/cosk:ccos:c —sinkzsinz dx

0
7r

:Ik+2/cos(k:+1)xd:c
0

Posledni integral je ovSem nula. Tedy 1o = Ij, neboli I, =0 pro k > 0 sudé a I = 7 pro k > 1 liché.



