
Ṕısemka č.4 – Pražák, skupina 1
Př́ıklad 1. Pro funkci

f(z) =
1

z2(e2z + ez + 1)

najděte všechny singularity, určete jejich typ, a rozepǐste vzoreček pro výpočet rezidua.

Řešeńı. Zjevně z = 0 je dvojnásobný pól a tedy

Res0 f(z) =

(

1

e2z + ez + 1

)′

z=0

= − 2e2z + ez

(e2z + ez + 1)2
= −1

3

Daľśı singularity odpov́ıdaj́ı w2 + w + 1 = 0, tj. w1,2 = −1
2 ±

√
3

2 i, kde w = ez. Ovšem w1,2 = exp(±2
3πi), tedy

dostáváme singularity z1,k = 2
3πi + 2kπi a z2,k = −2

3πi + 2kπi, k ∈ Z. Jde o jednoduché póly, a tedy

Resz1,k
=

1

z2
· 1

(e2z + ez + 1)′

∣

∣

∣

∣

z=z1,k

=
1

z2
1,k

1

2e2zk + ezk

a totéž pro z = z2,k.

Př́ıklad 2. Vypoč́ıtejte (vhodnou integraćı v C a užit́ım reziduové věty) integrál

I =

∫ ∞

−∞

sin x dx

x(x4 + 1)

Podrobněji: popǐste křivku v C včetně parametrizace jednotlivých část́ı, integrovanou funkci a jej́ı singularity.
Od̊uvodněte podrobně limitńı přechody a vyjádřete I pomoćı př́ıslušných residúı.

Řešeńı. Voĺıme g(z) = eiz

z(z4+1) , kde budu nucen se vyhnout reálné singularitě z = 0; komplexńı singularity jsou

±1/
√

2 ± i/
√

2 a budu uvažovat imaginárńı část výsledku reziduové věty.
Tedy má křivka je ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ ϕ3 ⊖ ϕ4, kde

ϕ1(t) = t, t ∈ [ε,R]

ϕ2(t) = Reit, t ∈ [0, π]

ϕ3(t) = t, t ∈ [−R,−ε]

ϕ4(t) = εeit, t ∈ [0, π]

kde ε > 0 je malé a R > 0 je velké. Tedy ϕ má uvniťr singularity z1,2 = ±1/
√

2 + i/
√

2 a reziduová věta dává
∫

ϕ
g(z) dz = 2πi

(

Resz1
g(z) + Resz2

g(z)
)

Napravo jde určitě o jednoduché póly, tedy Reszk
g(z) = eiz

z
1

(z4+1)′

∣

∣

∣

z=zk

= −1
4eizk . Nalevo je

∫

ϕ
g(z) =

∫

ϕ1

+

∫

ϕ2

+

∫

ϕ3

−
∫

ϕ4

= I1 + I2 + I3 − I4.

A zde pak

Im(I1 + I3) =

∫

(−R,−ε)∪(ε,R)

sin t dt

t(t4 + 1)
→ I, ε → 0+, R → ∞

Podle Jordanovy věty potom I2 → 0, R → ∞ a konečně podle Tvrzeńı 20.9.7 máme

I4 → πiRes0 g(z) = πi
eiz

z4 + 1

∣

∣

∣

∣

z=0

= πi ε → 0+

Celkem je tedy přechodem k imaginárńı části

I = π + ℑ
(

2πi(−1

4
eiz1 − 1

4
eiz2)

)

= π
(

1 − e
− 1√

2 cos
1√
2

)
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Ṕısemka č.5 – Pražák, skupina 2
Př́ıklad 1. Pro funkci

f(z) =
z − 3/2

e2z − e3

najděte všechny singularity, určete jejich typ, a rozepǐste vzoreček pro výpočet rezidua.

Řešeńı. Funkce e2z − e3 je nulová (a má jednoduchý kořen) za podmı́nky 2z = 3 + 2kπi, tj. právě v bodech
zk = 3/2 + kπi, k ∈ Z. Jde o jednoduché póly s výjimkou bodu z0 = 3/2, kde je odstranitelná singularita (a
tedy Res3/2 f(z) = 0) d́ıky nulovosti čitatele.
V ostatńıch bodech dle známého vzorečku jest

Reszk
f(z) =

z − 3/2

(e2z − e3)′

∣

∣

∣

∣

z=zk

=
zk − 3/2

2e2zk

Př́ıklad 2. Integraćı v C spoč́ıtejte

I =

∫ ∞

−∞

1 + cos 2x dx

2(x2 + a2)2
a > 0

Řešeńı. Budeme integrovat funkci f(z) = 1+e2iz

2(z2+a2)2 a budeme brát zřetel pouze na reálnou část. Křivka je

obvod horńı p̊ulkružnice, tj. ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2, kde

ϕ1(t) = t, t ∈ [−R,R]

ϕ2(t) = Reit, t ∈ [0, π]

Podle reziduové věty je
∫

ϕ f(z) dz = 2πiResia f(z). Protože můžeme psát

f(z) =
1 + e2iz

2(z + ia)2
· 1

(z − ia)2

je

Resia f(z) =

(

1 + e2iz

2(z + ia)2

)′

z=ia

= − i

8a3

(

1 + e−2a(2a + 1)
)

Na druhé straně dle Jordanova lemmatu
∫

ϕ2
f(z) dz → 0, zat́ımco Re

∫

ϕ1
f(z) dz → I. Dostaneme pak celkem

I =
π

4a3

(

1 + e−2a(2a + 1)
)
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