Pisemka ¢.4 — Prazak, skupina 1

Priklad 1. Pro funkci )

f2) = 22(e?? +e% 4+ 1)

najdéte vSechny singularity, urcete jejich typ, a rozepiste vzorecek pro vypocet rezidua.

Reseni. Zjevné z = 0 je dvojnasobny pdl a tedy
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Dalsf singularity odpovidaji w? +w + 1 =0, tj. w2 = —% + @i, kde w = e*. OvSem w; 2 = exp(:l:%m’), tedy
dostdvame singularity z; j, = %m’ + 2kmi a 2o = —%m’ + 2kmi, k € Z. Jde o jednoduché pdly, a tedy
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Res,, , =

2=Z1k
a totéZz pro z = 2o .

Piiklad 2. Vypocitejte (vhodnou integraci v C a uzitim reziduové véty) integral

/ > sinzdx
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Podrobnéji: popiste kiivku v C véetné parametrizace jednotlivych ¢asti, integrovanou funkci a jeji singularity.
Oduvodnéte podrobné limitni pfechody a vyjadiete I pomoci piislusnych residui.

Resend. Volime g(z) = %, kde budu nucen se vyhnout realné singularité z = 0; komplexni singularity jsou

+1/4/2 +i/4/2 a budu uvazovat imaginarni ¢ast vysledku reziduové véty.
Tedy ma kiivka je ¢ = ¢1 @ w2 @ @3 © 4, kde
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kde £ > 0 je malé a R > 0 je velké. Tedy ¢ ma uvnitt singularity 212 = £1/v/2 +i/v/2 a reziduova véta dava

/ 9(z) dz = 2mi( Res;, g(z) + Res;, g(2))
)

Napravo jde urcité o jednoduché pdly, tedy Res., g(z) = 65(24—_1'_1), = —% k. Nalevo je
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Podle Jordanovy véty potom Iy — 0, R — oo a konetné podle Tvrzeni 20.9.7 mame
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4 — miResp g(z) = mi AFI|, i — 0+
Celkem je tedy prechodem k imaginarni ¢asti
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Pisemka ¢.5 — Prazak, skupina 2

Priklad 1. Pro funkci 39
Z —
f(Z) = o2z _ o3

najdéte vSechny singularity, urcete jejich typ, a rozepiste vzorecek pro vypocet rezidua.

Reseni. Funkce e** — € je nulovd (a mé jednoduchy koten) za podminky 2z = 3 + 2kmi, tj. pravé v bodech
2z = 3/2+ kmi, k € Z. Jde o jednoduché pély s vyjimkou bodu zy = 3/2, kde je odstranitelna singularita (a
tedy Ress/s f(2) = 0) diky nulovosti ¢citatele.

V ostatnich bodech dle znamého vzorecku jest

z—3/2 2z —3/2
Res,, f(z) = 7(622 — 3y — oot
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Priklad 2. Integraci v C spocitejte
14 cos2zdx
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Reseni. Budeme integrovat funkei f(z) = ﬁ% a budeme brat zretel pouze na realnou ¢ast. Krivka je

obvod horni pulkruZnice, tj. ¢ = @1 @ ©s, kde

©1 (t) =i, 1€ [—R, R]
©o(t) = Re, t€0,7]

Podle reziduové véty je f@ f(2)dz = 2miRes;q f(z). Protoze muzeme psat
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Na druhé strané dle Jordanova lemmatu fm f(z)dz — 0, zatimco Re fm f(z)dz — I. Dostaneme pak celkem
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