) C R™ je otevienda mnozina; p, p’ € [1, 00| splauji % + 1% = 1. Odkaz [LM] sméfuje na
skripta Lukes, Maly: Mira a integral, Karolinum, 1993.

Véta. Necht {f,} C LP(Q2) je omezend posloupnost, necht p > 1. Pak existuje podpo-
sloupnost {f,} a f € LP(Q) takové, ze

/fngdx%/fgd:c (1)
Q )

pro kazdé g € L” (). Navic
£, < Ti sup [ fu], (2)

Poznamka. Konvergenci (1) nazyvame slabou (v ptipadé p = oo *-slabou) konvergenci v
LP. Pro p = 1 uvedend véta neplati; slabou limitou posloupnosti omezené jen v L! muze
byt obecné mira.

Diikaz véty. Protoze p > 1, je p < 0o a tedy existuje! spocetnd, hustd mnozina G C L¥'(Q).
7Z Holderovy nerovnosti? lehce dostaneme, 7e pro kazdé g € G' pevné je posloupnost (&isel)
{ [ fng dz} omezend. Diagondlnim vybérem (diky spocetnosti G) lze najit podposloupnost
{fn} takovou, ze

Lig) = lim [ fugda 3)

n—o0

Q

existuje konetnd pro kazdé g € G. Je-li nyni g € L (Q) obecné, najdeme k danému e > 0
prvek g € G takovy, ze ||g — gl|,, < e. Tedy

Q/fngdxz Q/fngdwﬂffn(g—g)dx

Prvni integral vpravo ma limitu; druhy integral vpravo odhadneme opét Holderem jako
Ke, kde ||fn||p < K. Protoze € > 0 je libovolné, plyne odsud, ze integrédl vlevo ma limitu.
Tedy limiy L(g) v (3) existuje konecné pro kazdé g € LP'(Q).
Pozorujeme, ze g — L(g) je spojité, linedrni zobrazeni. Linearita je ziejmad; spojitost plyne
z odhadu

L) < llglly Tim sup [ fu ],

opét pomoci Holderovy nerovnosti. Tedy L je prvkem dudlu prostoru LPI(Q) a proto exis-
tuje® f e LP(Q) takové, ze L(g) = [, fgdx pro kazdé g. S ohledem na (3) je diukaz hotov.

'Plyne napt. z [LM], 15.17.
2[LM], 10.3.
3[LM], 13.17. Zde opét potiebujeme p’ < oo.



