
Ω ⊂ R
n je otevřená množina; p, p′ ∈ [1,∞] splňuj́ı 1

p
+ 1

p′
= 1. Odkaz [LM] směřuje na

skripta Lukeš, Malý: Mı́ra a integrál, Karolinum, 1993.

Věta. Necht’ {fn} ⊂ Lp(Ω) je omezená posloupnost, necht’ p > 1. Pak existuje podpo-
sloupnost {f̃n} a f ∈ Lp(Ω) takové, že

∫

Ω

f̃ng dx →

∫

Ω

fg dx (1)

pro každé g ∈ Lp
′

(Ω). Nav́ıc
‖f‖

p
≤ lim sup

n→∞

‖fn‖p (2)

Poznámka. Konvergenci (1) nazýváme slabou (v př́ıpadě p = ∞ *-slabou) konvergenćı v
Lp. Pro p = 1 uvedená věta neplat́ı; slabou limitou posloupnosti omezené jen v L1 může
být obecně mı́ra.

D̊ukaz věty. Protože p > 1, je p′ < ∞ a tedy existuje1 spočetná, hustá množina G ⊂ Lp
′

(Ω).
Z Hölderovy nerovnosti2 lehce dostaneme, že pro každé g ∈ G pevné je posloupnost (č́ısel)
{
∫
Ω
fng dx} omezená. Diagonálńım výběrem (d́ıky spočetnosti G) lze naj́ıt podposloupnost

{f̃n} takovou, že

L(g) := lim
n→∞

∫

Ω

f̃ng dx (3)

existuje konečná pro každé g ∈ G. Je-li nyńı g ∈ Lp
′

(Ω) obecné, najdeme k danému ε > 0
prvek g̃ ∈ G takový, že ‖g − g̃‖

p′
< ε. Tedy

∫

Ω

f̃ng dx =

∫

Ω

f̃ng̃ dx+

∫

Ω

f̃n(g − g̃) dx

Prvńı integrál vpravo má limitu; druhý integrál vpravo odhadneme opět Hölderem jako
Kε, kde ‖f̃n‖p ≤ K. Protože ε > 0 je libovolné, plyne odsud, že integrál vlevo má limitu.

Tedy limiy L(g) v (3) existuje konečná pro každé g ∈ Lp
′

(Ω).
Pozorujeme, že g 7→ L(g) je spojité, lineárńı zobrazeńı. Linearita je zřejmá; spojitost plyne
z odhadu

|L(g)| ≤ ‖g‖
p′
lim sup
n→∞

‖fn‖p

opět pomoćı Hölderovy nerovnosti. Tedy L je prvkem duálu prostoru Lp
′

(Ω) a proto exis-
tuje3 f ∈ Lp(Ω) takové, že L(g) =

∫
Ω
fg dx pro každé g. S ohledem na (3) je d̊ukaz hotov.

1Plyne např. z [LM], 15.17.
2[LM], 10.3.
3[LM], 13.17. Zde opět potřebujeme p′ < ∞.
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