










Označme pro účely následuj́ıćı věty ∂
∂w

derivaci ve směru w ∈ Rn dle proměnné x0.

Věta 4.3. Nechť f ∈ C ∩ C1
x(Ω). Potom existuje ∂ϕ

∂w
(t, t0, x0) všude v D. Označ́ıme-li

x(t) = ϕ(t, t0, x0), pak u(t) = ∂ϕ
∂w

(t, t0, x0) je řešeńım ,,rovnice ve variaćıch“

u′ = ∇xf(x(t), t)u, u(t0) = w (1)

D̊ukaz. Při pevném t0, x0 a malém h > 0 označ́ıme

x(t) = ϕ(t; t0, x0) (2)

y(t) = ϕ(t; t0, x0 + hw) (3)

η(t) =
y(t)− x(t)

h
− u(t) (4)

kde u(t) je řešeńı (1). To je dobře definované, neboť jde o lineárńı homogenńı rovnici s matićı

A(t) = ∇xf(x(t), t) (5)

která je spojitá v̊uči t. Ukážeme, že η(t) → 0 pro h → 0, a to dokonce stejnoměrně v̊uči
t ∈ [t0, t1], kde t1 > t0 je libovolné, pevné.
1. Předběžné úvahy. V celém d̊ukazu t0, t1, x0, w je pevné a BÚNO předpokládáme, že h > 0
je tak malé, že grafy x(t), y(t) se nacházej́ı v nějakém kompaktu K, na kterém plat́ı:

|f | ≤ c0, ‖∇xf‖ ≤ c1 (6)

a také f(x, t) je (globálně) lipschitzovská v̊uči x. Odsud též plyne, že pro vhodné c2 > 0 je

|x(t)− y(t)| ≤ c2|h|, ∀t ∈ [t0, t1] (7)

2. Rovnice pro η(t). Předně jest(
y(t)− x(t)

h

)′

=
1

h

(
f(y(t), t)− f(x(t), t)

)
Pro pevné t lze rozeṕı̌seme pravou stranu

f(y(t), t)− f(x(t), t) =
[
f(x(t) + θ(y(t)− x(t)), t)

]θ=1

θ=0

=

∫ 1

0

d

dθ

[
f(x(t) + θ(y(t)− x(t)), t)

]
dθ

=

∫ 1

0

[
∇xf

(
x(t) + θ(y(t)− x(t)), t

)](
y(t)− x(t)

)
dθ

Odsud tedy(
y(t)− x(t)

h

)′

=

∫ 1

0

[
∇xf

(
x(t) + θ(y(t)− x(t)), t

)](y(t)− x(t)

h

)
dθ

=
[
∇xf(x(t), t)

](y(t)− x(t)

h

)
+ z(t, h)
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kde

z(t, h) =

∫ 1

0

[
∇xf

(
x(t) + θ(y(t)− x(t)), t

)
−∇xf(x(t), t)

](y(t)− x(t)

h

)
dθ (8)

S ohledem na (1), (9) dostáváme konečně, že funkce η(t) je řešeńım rovnice

η′(t) =
[
∇xf(x(t), t)

]
η(t) + z(t, h) (9)

Protože

η(t0) =
y(t0)− x(t0)

h
− u(t0) =

x0 + hw − x0
h

− w = 0

vypadá (9) v integrálńım tvaru jako

η(t) =

∫ t

t0

[
∇xf(x(s), s)

]
η(s) ds+

∫ t

t0

z(s, h) ds ∀t ∈ [t0, t1] (10)

3. Odhady - Gronwall. Z (10) můžeme odhadovat

|η(t)| ≤
∫ t

t0

∥∥∇xf(x(s), s)
∥∥|η(s)| ds+

∫ t

t0

|z(s, h)| ds

S ohledem na (6) tedy

|η(t)| ≤
∫ t

t0

c1|η(s)| ds+ Z(h) ∀t ∈ [t0, t1]

kde

Z(h) = max
t∈[t0,t1]

∫ t

t0

|z(s, h)| ds =

∫ t1

t0

|z(s, h)| ds (11)

Gronwallovo lemma implikuje

|η(t)| ≤ K(h) exp(c1|t− t0|), ∀t ∈ [t0, t1] (12)

a budeme hotovi, ukážeme-li, že K(h)→ 0 pro h→ 0.
Leč to je již snadné: s ohledem na (8), můžeme odhadnout

K(h) =

∫ t1

t0

|z(s, h)| ds

≤
∫ t1

t0

∫ 1

0

∥∥∇xf
(
x(s) + θ(y(s)− x(s)), s

)
−∇xf(x(s), s)

∥∥ ∣∣∣∣y(s)− x(s)

h

∣∣∣∣ dθds
Integrand vpravo je omezený d́ıky (6), (7) a jde bodově do nuly, pro h → 0, d́ıky (7) a
spojitosti ∇xf . Tedy integrál jde do nuly z Lebesgueovy věty.
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