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1 FOURIEROVY RADY

1.1 TRIGONOMETRICKE RADY
yFunkei f rozlozime do > ...cos(kx) + > ...sin(kx)”

—  Uvazujeme ortogondlni systém na intervalu (—m,7): {1, cos(z), sin(x), cos(2z), sin(2z), ...}

OG systém: mnozina Vsini a Vcosind, které na zadaném intervalu dokonci alespon 1 nasobek celé periody

Vzorecek: Fourierova rada pro 27 periodickou funkci

Fourierovou fadou (funkce f) rozumime*: f~ % + Z ay, cos(kx) + Z by, sin(kx)
k=1 k=1
1 (7 1 (7 .
kde: ar = — f(z) cos(kz) dz b = — f(z)sin(kz) dz
) T
k=0,1,2,... k=1,2,...
1 ™
ag = — f(z)dz by = 0
™ —T

*symbol ~ v definici znadi, Ze funkci f odpovida Fourierova fada (FR) s danym predpisem

Tento systém je Gplny v L?(—m, 7), tudfz f = % + Z ay cos(kx) + by sin(kz) v L?(—m, 7) a z Carlesonovy véty
k=1

plati rovnost skoro vSude na intervalu (—m, ) —  f obycejné pak rozsifujeme periodicky na R

Vzorecek: Fourierova rada pro obecnou periodu

. , 9 [L/2 ok
Perioda délky L 4= 2 / J () cos kx da k € N
LJ_rp L
ap > 2rkx > by si 2rkx
f~2+’;akcos< I >—|—kz_1 ksm( I > 5 L2 oo
B B bkz—/ f(x)sin dz keN
LJ v L

a

Plati: fsudd = pro Vk (cosinovy rozvoj) f(z)sin(kz) = / sudé . lichda =0

a

a
f licha = pro Vk (sinovy rozvoj) f(z)cos(kzx) = / lich4 . sudd = 0
—a

—a

Fourierovy koeficienty lze spocitat i pro funkce v L'(—m, 7). Plat{ Riemann-Lebesgueovo lemma:

Lemma 1 (Riemann-Lebesgueovo).

Jest-li f € L'(—m,7) a ag, by, jeji Fourierovy koeficienty, = pak ay — 0,bx — 0, kdyz k — oo



Plati nasledujici véty:
Véta 1. O derivaci
o0
Jest-li n € No takové, ze Y k™ (Jax| + [bk]) < oo,
k=1
pak trigonometricka rada s koeficienty ag,br konverguje stejnomérné na R, soucet jest

2m-periodicka funkce tiidy C™ a fadu lze az n-krat derivovat clen po ¢lenu, s tim, ze plati rovnosti mezi
derivacemi souctu a soucty derivaci.

Véta 2. O integraci

Necht f je 2m-periodickd funkce, po ¢astech spojita funkce, s Fourierovymi koeficienty ag, bg.

Oznacme g(x) = /0 fly)dy — 5

Pak g je 2m-periodickd, spojitd a jeji Fourierova rada je ddna predpisem:
A o0
70 + Z Ay, cos(kx) + By sin(kx),
k=1
kde A, =%, By=% a Ag=235 %

Véta 3. Véta o konvergenci Fourierovy tady
Necht existuje derivace funkce f aZ na koneéné mnoho bodt a f i f’ jsou po ¢astech spojité.

f@®) + f(=7)

Pak je soucet Fourierovy fady dan vyrazem: coz ve spojitém bodé dava hod-

notu funkce f(r) € R (pouze vlastni limity # +00)

Jest-li navic f spojitd, je konvergence Fourierovy fady dokonce stejnomérna.

Véta 4. Dirichlet-Jordanovo kritérium (DJ)

« V bodech, kde je f spojitA — FR konverguje a plati rovnost f(x) =
. 1
o V bodech nespojitosti funkce f je soucet > FR = 5( Hm+ f(z)+ lim f(x) )
T Ty Tz
Véta 5. Véta o vztahu hladkosti funkce a chovdni Fourierovijch koeficienti (19.3.10)
Necht a € R, I >0an e NU{0}.

Necht f € C™(R), f je l-periodické, f("*+1) existuje v intervalu (a,a + 1) az na koneéné mnoho bodi
a je po Céstech spojitd na [a,a + []. Pak

an (lak| + |bx|) < oo.
k=1

Déle Ff, = f na [a,a + 1], fadu Fy lze az n-krat derivovat ¢len po ¢lenu, vysledné fady konverguji
stejnomérné na [a,a + [] k odpovidajicim derivacim funkce f a jsou jejich Fourierovymi fadami (FR).



Priklad

Zadani: Rozviiite funkci f(z) = 2% do Fourierovy fady pro z € (—m,7)

v Reseni:

f jest suda, tedy = Vb, =0

[, 1[23]" 2n?

= — d = — R e —

@0 W/,ﬂx . T {3 }ﬂ 3
per partes

L[ R A A IV EN S
ap = x” cos(kx) dz = l 1 = <[ kx)}_ / P sin(kx) dx)

-7 f'=2x g=4isin(kz)

sin(£7k)=0

per partes

1/ f=2x ¢ =sin(kz) 1 9 ™ L
=—— 2xsin(kz) de = =—— [ Cos(kx)] +/ — cos(kx) dz )
Tk Jx f'=2 g=—1cos(kz) k k - k

(k) sin(+7k)=0
_ 2 s U ) . 2 /—‘/\“ Sln(kx) :|7'r >
=—3 ({x cos(lm:)}_7T — [ﬂ cos(kx) da:) = 7Tk2<7r cos(km) + 7 cos(—km) —{ — B dz
— 4 o k. _ 4 1 k lati . 3 k - k
= ﬁcos( ™) = ﬁ(— ) plati totiz: cos(kmw) = (—1)
= |f n +i 1 (—1)* cos(kx)
~ g — = x
3 k=1 k2

A
§0d) = x
x?.
Na intervalu (—m,7) + 2K7, K € Z
je soucet Z FR = (z — 2KT)2.
a7 0 -
Tedy plati (z Dirichlet-Jordanova kritéria):
F— i i *cos(kx) = 22 x € [—m, 7
3 s k ) )

Takto je nékdy mozné s¢itat nékteré fady. Dosadime-li za x = 7

2 > 4 > 4 <1 2
ERP Tl ,;/? 77 e




(PR)

Vzorecek: Parsevalova rovnost pro 27w-periodické funkce

] |L2(0 o) 5 (Z ay + b2> Parsevalova rovnost
Alternativné:
Parsevalova rovnost z linedrni algebry — B = (bl, ) ) base V
ortonormalni bése <l;z, 5j> = ;5

N
viev: =) (ab)h

1
Potom: k=0 o= [ f(x)——=dz = \/?a0
27 2

/(f(x))Q = gag +7 (Z a; + bi) Parsevalova rovnost
I

Piiklad
Zadani: Rozvinte funkci f(z) = 22 do Fourierovy fady pro z € (—m, )

v Redeni:
f jest licha, tedy = Va; =0

per partes
™ f=2x ¢ =sin(kz) m ™
by, = l/ 2zsin(kz) dx = = 1( [—M cos(kx)} +/ 2 cos(kx) dx)
TJ—x f'=2 g=—1cos(kz) 0 k n Jnk
=0
5 /w_,% 5 cos (k) A A
_ & L __c ol ) ATk Akl
=-— ({x cos(ka:)] - _Trc dz ) - (77 cos(km) + m cos( lmr)) wk( 1) k'( 1)
= |f~ i é *sin(kx)
k=1 k




0 =2x

Na intervalu (—m,7) + 2Kn, K € Z

|

|

| -
Iy . je soucet Z FR =2(z — 2Kn).
T 2w .

|

|

Proz = (2K +1)rje Y FR =0

Dle véty (1) o derivaci trigonometrické rady

!

(%) =22 =

4 loc
plati: —(—1)*cos(kx) = na (—m,7) +2K7 = mizeme fadu derivovat ¢len po ¢lenu

+ Z i(—l)k cos(kx)} = Z —%(—1)’“ sin(kx) mimo z € (2K + )7
k=1

Aplikujeme-li (Parsevalovu rovnost)

™ 377 e} 2 o]
2 _ X 78 3 8 3 4 k 1 77‘[‘
| eopas 4[3]_ﬂ7r - ﬂz<k(1>) S

Priklad

Zadéni: Rozvinte do Fourierovy fady na intervalu (—m,7) funkei x cos(z)

v Redeni: 3
2
f(z) = x.cos(x) = LICHA.SUDA = LICHA 1
0
f lich4a = Vak = 0, ke NO o /2 /2 m
-1
o0
f~) besin(ka) 2
k=1 3

Pozndmka: Nasledujici integral by slo fesit i rozpisem integrandu pomoci sou¢inového vzorce pro sinus a cosinus
(Odvozeni tohoto vzorce je v sekci 1.2 POZNAMKY A POCETNI TRICKY):

x(cos(x) . sin(kx)) = g(sin(x — kx) — sin(z + km)) = g sin((1 — k)z) — g sin((1+k)z) ...

™

1= [xfg]:rJr/ Lde = ...

—T

u=xz v = cos(x)sin(kz)

u':l UZIQ

1 ™
b = f/ x.cos(z).sin(kx)de =
™

—T

I

I, = /cos(;v) sin(kz) de = —% cos(x) cos(kx) — % sin(x) sin(kx) + %IQ (+C =0)



k? =1\ _ cos(z) cos(kx).k + sin(z) sin(kx)
I (k2) == 2
cos(x) cos(kx).k + sin(x) sin(kx) 7 _ cos(z) cos(kx).k + sin(z) sin(kx)

W K21 K21

L=-

_ cos(x) cos(kx).k + sin(z) sin(kx) ™ ™ cos(x) cos(kx).k + sin(x) sin(kx) B
f=-l K21 }_ﬂ_/_w K21 v =
= ﬁzl, - @@ k= (=) ()(-1) k] +ﬁ [()(0)(0) = (=m)(0)(0)] -
=2km((~1)*) e
—ﬁ (/_ cos(x) cos(kx).k + sin(z) sin(kx) dz ) =

m(—1)* " "
_ 2k H*_ 1 k/ cos(x) cos(kx) dz —|—/ sin(x) sin(kx)dz | = ...

k2 —1 k2—1

T Y,
Jy = /_: sin(z) sin(kz) dz = —% [sin(x) cos(ka:)} :T —&—% [cos(x) sin(ka:)} :T +%J1

=0 =0
T

= prok;élﬁ/:o = J1:/ sin?(z) dz

—T

727r
2

Pozndmka: : Logicky vySel nenulovy pouze prvni élen (k = 1), je to rozvoj funkece sinus do OG systému sint

=T

™ 1 ) ™ 17, . 1
Jy = /_Tr cos(x) cos(kz) dz = - {cos(x) sm(k:x)} TR {sm(m) cos(lm)} » +ﬁJ2
=0 5
" 2 27
= prok#l— [ =0 = Jy= COS(x)da::?:W

Pozndmka: : Logicky vysel nenulovy pouze prvni ¢len (k = 1), je to rozvoj funkce cosinus do OG systému cosinti

1 1 (2kn(=DF\ _ 2k(-1)*
T\ k2-1 k21

by = l/ x.sin(z). cos(z) dz = S x.sin(2z) dz = S —% {x (:08(2:5)]7T —|—i {sin(?x)r

™) _x 2 J_, 27 -7
=0
b =1 [ - (m)] =3
o 1)k
Celkem: |z cos(z) = f% sin(x) + Z 2:2(7_11 sin(kx)
k=2

Pivodni funkce f je soucinem spojitych funkei, dle véty o konvergenci FR tak funkce f konverguje miniméalné
lokélné stejnomérné na intervalu (—m, 7) ke své Fourierové radeé.

Déle plati, 7e f(—n) = m, f(7) = — tedy v krajnich bodech se funkce neda spojité napojit a FR zde kon-
verguje k aritmetickému priméru krajnich hodnot M = 0 a plati tedy zavérem, ze f konverguje pouze
lokalné stejnomérné na intervalu (—m, 7) ke své Fourierové radé.



Priklad

Zadani: Naleznéte rozvoj funkce: f(z) = ‘sinh (E)’
v
do trigonometrické fady na (—m, 7). Aplikujte na nalezenou fadu Parsevalovu rovnost.

v Resend.

() = |sinh (f)‘ — SUDA 11

™
fsudd = Vb,=0,keN
a (o)
0

freg ; ax cos(ke) . 11/ 0 /2 m
 Zacneme s vypocCtem koeficientu %

1 [ 2 (7 2 Q
ap = 7/ smh( )‘ dz = f/ sinh <£> dz = z[cosh (E)} = 2cosh(1) — = 1

T J_x s T Jo ™ y.d w/ 1o

% = cosh(1l) —

o Déle skrz nékolikandsobné per partes (viz 1.2 POZNAMKY A POCETNI TRICKY) vypocitame koeficienty ay

T
2
ak:;/
0

sinh (%) ‘ cos(kx) da

=TI
0 i Der Int
1 T n 1
I = —|sinh kx) cosh ( — ) cos(kz)| — I
k { o mk? { (71') }o m2k2 + sinh (E) cos(kz)
™
I= ) [cosh(1)(—1)" - 1] 7T2/€2I = cosh (;) z sin(kz)
w2k? 4+ 1 1 1 T 1
I=— [cosh(1)(-1)" -1 + | —sinh (2)] —=
< 212 ) 2 [cosh(1)(~1) ] = smh(ﬂ) 2 cos(kx)
T (cosh(1)(-1)* —1) = q 2o 2 (cosh(1)(—1)* — 1)
m2k2 4+ 1 T m2k2 +1

cosh(l)(fl)k -

1) cos(kx)

Parsevalova rovnost:

i/j(f(@)?‘ﬁi(azmz) o e (2 e
ol (2) e =2 s () a0 - e

0—-0,mr—1

1 2 1 .
% / X _2efe 1 o2 dg = / cosh(26) — 1 d¢ = [Smh(zg)
0 0

- , 2
2(cosh(1) —1) 2+Z< CObhzk)Q(_:ik_l))
O
_2/0 h(§)d§_2/0 e
! 1 sinh(2)
2 :|0_|:§]O: 5 !

oo

sinh(2)

2 (cosh(1)(—1)* —

5 1 =2(cosh(1) —

1))2

m2k2 41




1.2 POzZNAMKY A POCETNI TRICKY

Poznamky
Alternativni formulace Dirichlet-Jordanova kritéria

Ma-li f konecnou variaci na [a, 8] C R a je-li I-periodick,

f($0+)+f($o—)'

pak v kazdém bodé zo € (o, §) plati Fr(x) = 5

Tedy je-li f spojita, pak f(xp) jest souctem své Fourierovy fady vyéislené v .

Pozndmka: Stejnomérna konvergence na (a,b) splyvd se stejnomérnou konvergenci na [a,b]. Pro vy-
jadreni toho, ze v krajnich bodech jsou se stejnomérnou konvergenci potize, slouzi pojem lokalné
stejnomérna konvergence.

Obecné tricky:

y: cos(kr) = (=1)* / cos(k =0 keN

y: sin(kr)=0

] )
/7 RN T // \\
7 N / \
// \\ / \
‘ ) o) kY 2
_I2'-|-r _n\\ / \\ // x
/ \ / \ /
\ / \ 7
\ _’/ 1 \\_ 7/
oo ( n
Problém: Spocitat soucet Fourierovy rady: Z
n=1
oo
1 w2
= Znamy soucet Fady: Z =5
n
n=1

(-1 &1 (D) +1 & 2 1< 1
® i )

e (_1)n 1 0 1 e 1 T T T
prejmenujeme index m =n = Z :izf—zﬁzf_fz_i



=>Neékolikandsobné per partes

Pokud pocitame nékolikanasobné per partes, pomize nam tzv. tabulkova metoda, anglicky: DI method.

Vypocitejte: /x3 sin(kx) dz

<— Vyuzijeme tabulky, kterou jsme si rozepsali vlevo.

+ | Der. Int.
L 3 Sin(kx) V prvnim sloupci pravidelné stiidame znaménka +,— +,...
vzdy nejprve od plusu (znaménkova zména ze vzorce [u'v =uv— [v'u.
1
2
Sz Cos(km) k Ve druhém sloupci derivujeme funkci urcenou pro derivovani,
1 zde se dostaneme aZ x3 — 0
+ | 6z | —sin(kz)5
k Ve tretim sloupci integrujeme funkci uréenou pro integrovani,
1 zde doplnime tabulku.
- 6 cos(k:a;)ﬁ P
Nakonec vynasobime prvni sloupec se c¢lenem z druhého sloupce
ar 0 Sin(k:c)—4 na prvnim fadku a pak vyndsobime se c¢lenem z tfetiho sloupce
k posunutym o fadek dolu (jdeme po Sipce).

Celkové dostaneme v tomto pripadé:

/x3 sin(kz) dz = (2%) (— cos(kx)D + (=1)(3z%) (—sin(kx);> + (62) <cos(kx)k13> +(=1)(6) (m(m)é)

3 . _ zcos(kx) osin(kx) cos(kx) sin(kx)
/x sin(kz) de = —x T+3x 2 + 6z & —6 1 +C

=>Nékolikanisobné per partes (repetitivni integral)

Tabulkovou metodu mtzeme pouzit i v pripadé vypoctu ,repetitivniho integralu”, kdy v ramci tprav ziskdme
opét puvodni integral.

Vypoditejte: /sin(x) cos(kz) dx

¥ Der. Int. +— Vyuzijeme tabulky, kterou jsme si rozepsali vlevo.
ar sin(z) cos(kx) V prvnim sloupci opét pravidelné stiiddme znaménka +, — +, ...
— g 1 . . o . . o .
cos(z) sm(k‘x)E Ve druhém sloupci opét derivujeme funkci urcéenou pro derivo-
i 2 vani
+ | —sin(z) | —cos(kz)zs
f Ve tretim sloupci integrujeme funkci urcenou pro integrovani

Narozdil od pfedchoziho pripadu vsak nedokadzeme zderivovat sloupecek s deriva¢nim ¢lenem az na nulu.

Musime si tak vSimnout, kdy dostaneme na jednom fiddku stejné ¢leny jako v pavodnim integralu (az na
multiplikativni konstanty). Tam, mysleno na tom fadku, se zastavime s derivovidnim i integrovanim.

Opét jako v minulém piipadé poskldddme predchdzejici ¢leny z tabulky (ikrokem stranou), az se dostaneme na
posledni radek, kde tentokrite neposuneme se dolt, ale cely fadek umistime do integralu.



Celkové dostaneme v tomto pripadé:

I= / sin(z) cos(kz) do = sin(x) <sin(kx);) +(—1) cos(x) (—cos(kx)klz> + / (—cos(kx)le> (—sin(z)) da

_ sin(x)sin(kxz) = cos(x) cos(kx) i/ )
I= . + 12 + 12 cos(kx) sin(x) dz
1
_ sin(z)sin(kz) = cos(x)cos(kz) 1 1\ _ sin(z)sin(kz) cos(z) cos(kx)
I= 3 + 2 + kQI = 1|1 )= k + 2 =

L (kaz 1> _ sin(z)zin(kx) . cos(a:)kczos(k:x) Lo (sin(:r)zin(kx) . cos(a:);:s(k:z:)) (k;fi 1) N

ksin(x) sin(kx) + cos(x) cos(kx)

I =
k2 —1

=>0dvozeni souétovych vzorcii skrze komplexni &isla
Definujme pomocnou funkci:  cis(a) = cos(a) + isin(a), cis(a + B) = cis(a)cis(B)
cos(a + B) +isin(a + ) = (cos(a) +i sin(a)) (cos(ﬁ) + isin(ﬂ))

cos(a + f) +isin(a + §) = (cos(a) cos(f) — sin(a) sin(ﬁ)) + i(sin(a) cos(B) + cos(a) sin(ﬁ))

Re éast: ’cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) ‘ Im c¢ast: ’sin(a + ) = sin(«) cos(B) + cos(«) sin(B) ‘

=>Rozdilové vzorce ze souctovych vzorca

Vyuzitim vlastnosti sudosti/lichosti fci cosinus/sinus:  cos(—f8) = cos(8)  sin(—pf) = —sin(B)
cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sin(a) sin(B) sin(a + B) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(p)
’cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(p) ‘ ’sin(a — ) = sin(«) cos(B) — cos(a) sin(p) ‘
=>Soucinové vzorce ze souctovych a rozdilovych vzorct
cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sin(a) sin(B) cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sin(a) sin(B)
+ cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(«) sin(B) —cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)
cos(a + ) + cos(a — ) = 2 cos(a) cos(f) cos(a + ) — cos(a — ) = —2sin(a) cos(f)
sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(3) sin(a + ) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin(3)
+sin(a — B) = sin(«) cos(B) — cos(a) sin(f) —sin(a — B) = sin(«a) cos(B) — cos(a) sin(3)
sin(a + B) + sin(a — 8) = 2sin(a) cos(8) sin(a + B) — sin(a — ) = —2 cos(a) sin(p)
= | cos(a) cos(p) = TP eosta =) sin(a) sin(g) = ‘0= D cosla+ )
= sin(a) cos(f8) = sinfa + ) ; sina = ) cos(av) sin(3) = sin(a = ) ; sin(a + )

Pozndmka:  Zékladni vlastnosti komplexnich &sel jsou v kapitole: 2.1 UvOD DO KOMPLEXNI ANALYZY
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2 KOMPLEXNI ANALYZA

Vzorecky: Pripomenuti vlastnosti funkci sinus a cosinus

sin(—6) = —sin(0)
sin (6 + g) = +cos(0)

cos (g — 9) = sin(6)

Alternativné:

=> Souctové a rozdilové vzorce
cos(z + y) = cos(z) cos(y)
) cos(y)

cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)

y) — sin(z) sin(y)

 tg(x) + tg(y)
8@+ Y) = T ey

=> Vzorce pro dvojnasobny tihel
sin (20) = 2sin(0) cos(d)

cos (20) = cos?(0) — sin?(6)

=> Vzorce pro polovi¢ni thel

" (Z)’ N —0205(9)

1 — cos(26)
2

sin? (0) = cos? (6)

=> Dalsi uziteéné odvozené vzorce

cos(0) = é[él cos(26) + cos(46) + 3]

=> Soucdin na soucet

sin(x) sin(y) = cos(z — y) ; cos(x +y)

cos(z) cos(y) = cos(z — y) er cos(z +y)

=> Soucet na soucin

[\
2.
]
7N
vo| +
<
~_
@)
o
)
7N
S
||
<
"

sin(z) +sin(y) =

cos(z) + cos(y) = 2cos <SC ; y) cos <x g y)

cos(—6) = cos(0)
cos (9 + g) = Fsin(0)

sin (g - 9) = cos(0)

“(t)-

) = S
s 20

sin(z 4+ y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
sin(z — y) = sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y)

_ tg(x) —tg(y)
8@ =) = T e @)tay)

cos (20) = 2cos® (0) — 1 = 1 — sin? () 1 Etfgsz)
1+ cos(6) O\ _ [1—cos(d)
3 (3)] - Ve
1+ cos(20) 1 — cos(26
- 2 te*(0) = 1+ COSE29§

tg(0) cotg(f) =1

sin(z) cos(y) = sin(z + y) ; sin(z — y)

cos(z) sin(y) = sin(z + y) ; sin(z — y)

sin(z) —sin(y) =

cos(z) — cos(y)

11



2.1 UvoD DO KOMPLEXNi ANALYZY

xr=Re(z) eR

kde i2 = —1
y=Im(z) eR

zeC: z:x—i—iy{

z=r- ¥ =r. (cosgo—i—isin(p)

ro=lzl =Vt y?

¢ = arg(z) = arctg (¥) pro ¢ € (—m, 7]

=> Vlastnosti komplexnich ¢cisel

o Algebraicky tvar komplexniho cisla: z=a+1b w=c+id

o Soucet a rozdil komplexnich cisel: z+w=(a+c)+ib+d) z—w=(a—c)+i(b—d)

o Redlnd a imagindrni slozka: Re{z} =a Im{z} =b (#ib)
o Komplexni sdruzeni a norma: zZ=a—1ib Iz]| = VzZ = Va? + b?
o Komplexni ndsobeni: z-w = (a+1ib)(c+id) = (ac —bd) + i(ad + be)
1 z z
o Komplexni délent: -—= == — (z #0)
z Zz |zl
=> Goniometricky tvar komplexniho cisla
o Zavedeni: z = ||z (cosp +ising) = |z| e v € [0,2m)
o Ndsobeni v goniometrickém tvaru: 2129 = ||z1]| € - ||za| €72 = ||z1]| |22 e¥#rte2)

=> Dilezité vztahy a vlastnosti

o Komplexni exponencidla: e = exp(z) := e”(cos(y) +isin(y)) proz =z +iy

o EBuleriv vzorec (E): ’ e'? = cosp +isingp ‘

o FEulerova identita: ™+ 1=0
e Moivreova véta: 2" = ||z||" (cos(x) +isin(z))" = ||z||" (cos(nz) + isin(nz))
o Moivreova véta exponencidlné: ’z" = |lz||" e™® ‘

o Zakladni véta algebry: Polynom stupné n md v C prdvé n kotent (véetné ndsobnosti)

=> Rozdéleni funkci
1) polynomy se chovaji jako v R

2) ¢/ odmocniny dévaji tzv. viceznacné funkce

3) funkee, které jsou rovny svym Taylorovym faddm (analytické) v C:

s N Z2n ) s Z2n+1
. i o cos(z) = nz::O (—1) 2n)] sin(z) = nz::o (1) @ny 1)l
o™ cosh(z) = i (;:;' sinh(z) = 3 (;::rl)'
n=0 n=0

12



=> Goniometrické a hyperbolické funkce & exponenciilni tvar

cos(iz) = cosh(z) cosh(iz) = cos(z) cosh(z) = ¢ +2€ cos(z) = ¢ +2€
e? — e~ % eiz _ etz
sin(iz) = isinh(z) sinh(iz) = isin(z) sinh(z) = 5 sin(z) = 5
i
o V tyto funkce jsou neomezené, plati tedy i napt. cos(z) = —3, sin(z) =«

¢ V tyto funkce jsou periodické

— sin, cos ... perioda 27

— sinh, cosh, e* ... perioda 27i

=> V komplexni roviné definujeme "jen"jedno nekoneéno C* := C U {oco}

3D schaema @) N

> C
- V4 \loo 2D sclilIaema i N
b4 W \
S

Mnozina komplexnich ¢isel byva ztotoziiovina s jednotkovou sférou v R? s vynechanym severnim pélem.
Stred sféry odpovida poc¢atku komplexni roviny 0 + 0i. Toto ztotoznéni se nazyva stereografickad projekce.

e body, pro néz |z| =1 (lezici na rovniku), se zobrazi samy na sebe
o body, pro néz plati |z| < 1, se zobrazi na jizni polokouli (ptipad W — W)

pocétek |z| = 0 se zobrazi na jizni pél S

« body, pro néz plati |z| > 1, se zobraz{ na severni polokouli (piipad Z — Z’)

e body ,v nekoneénu”, |z| = oo se zobrazi na severni p6l N

Animace: https://people.reed.edu/~ormsbyk/projectproject/assets/posts/stereographic-projection/
stereographic2D.gif

Priklad
Zadani:  Cemu se rovnd cos(2 +14)?

v Reseni: cos(2 + i) = cos2cosi —sin2siné = cos2cosh 1 — isin 2sinh 1
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Priklad

Zadani: Vyfeste rovnici  cos(z) +sin(z) =2 (nem4 feSeni v R, ale v C ano)
A feSeni uvedte ve tvaru z = a + ib

v Reseni: ' 4 1
- eZZ+ e—$Z+ -
1

t+1+1t ! =4
t i t)

4t

(eiz _ e—iz) — 4 t = eiz

2 +1—i(t*—1)

(1—i)t? —4t+1+4+i=0 = diskriminant D = 16 — 4(1 —i)(1 +i) = 8

(1+1i)=(V2+1) 1\7; = e'i(V2+1)

velikost 1

A 4+v8 24412
Y7o =) 2

e =t=(vV2+1)e't

eiz — eberai — efb eai — (\/5:': 1) ei%

I

v Alternativni zpisob Teseni:

cos(z) + sin(z) = 2
Vyjadrenim komplexniho ¢isla v algebraickém tvaru a vyuzitim souctovych vzorcii pro sin a cos:

—
sin(a + 4b ) = sin(a) cos(ib) + cos(a) sin(ib) = sin(a) cosh(b) + i cos(a) sinh(b)

—
cos(a + ib) = cos(a) cos(ib) — sin(a) sin(ib) = cos(a) cosh(b) — isin(a) sinh(b)

LS: coshb - (sina + cosa) +isinhb - (cosa — sina)
PS: 2+10
= Soustava rovnic: sinh b (cosa — sina) = 0

coshb (sina + cosa) = 2

14



1. rovnice: 1.) moznost: = b=0, a libovolné

— 2. rovnice: sina + cosa = 2. To neméa v R TeSeni

2.) moZnost: = a= g + km, k € Z, b libovolné

— 2. rovnice: — ksudé: sina-+ cosa=+?2
= coshb = /2
b= :targcosh\/i
— k liché: sina + cosa = —v/2
= coshb = —/2

s~ X .
nema resent

Celkem: 2 = a + ib, kde a:%+2kw, kel

b= +argcosh(v2) =In(v2+1) =

zz+iln(\@il)

Pozndmka:  Ziskané vysledky jsou ekvivalentni:

=T_; T 71n ! T 7 1n \/izFl T 71n
Z_Z—zln(x/iil)_4+ 1 (\/§i1>—4+1 <(\/§i1)(\/§$1)>—4+ 1 (\@:Fl)

vzor: piimka v C Im A vzor: piimka v C | Ty A
obraz: sin(z) v C obraz: sin(z) v C

specidlni piipad,
kdy vzorova piimka
prochézi pocatkem

Sedd kruznice:
jednotkova kruznice v C

o/ Re Re

B = bod ve vzoru
B’ = stejny bod v obrazu

P = prusecik vzoru s Re osou
P’ = odpovidajici bod obratu obihani v obrazu

Sedd kruznice:

jednotkova kruznice v C

Obrazek 1: Komplexni sinus, obraz a vzor v jedné komplexni roviné, 2 pripady

Priklonem vzorové ptrimky k redlné ose se ,sinova spirdla zahustuje” az na redlné ose zdegeneruje v interval
[—1,1], alias ,klasicky redlny sinus”.

Interaktivni zdroj: https://www.geogebra.org/m/qtwNw524 [The Complex Sine Function]
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2.2 KOMPLEXNI ZOBRAZENI, HOLOMORFNI FCE

2.2.1 DERIVACE A C-R PODMINKY

f:C—=C ~ f:R*—R?
fi(zy) = (wo)

f mé v a € C derivaci, jestlize existuje  f'(a) = }lbiH%)
—

fla+h) = f(a)
h

Necht Q C C je oteviend mnozina, a € 2
— f je holomorfni v a ... jestlize 3 okoli a na némz méa f derivaci

— f je holomorfni v Q ... jestlize 3f'(z) pro Vz € Q

Poznamka:

2* je holomorfni Vk € N na C, % je holomorfni na C\ {0}, Z neni holomorfni NIKDE!

Véta 6 (Cauchy-Riemannovy podminky).

Necht f: C — C ma v a = ay + ias € C derivaci

Ozna¢me: f(2) = u(z1,22) +iv(z1,22) pro 2z =23 +iz, kde uw:RZ—-R
v:R?2 - R
a F(z1,22) := (u(z1,22),v(21,21)) tedy F:R?— R?
Pak
a) funkce u,v v bodé (ai, az) € R? splituji C-R podminky:
Oou  Ov ou ov Of of

dx Oy ? @__E < Zﬁix_ay

b) F mé v bodé (a1, az) totalni diferencial a Jp(ay,az) = |f'(a)|?

Véta 7 (Druhd véta o C-R podminkéch).

Necht f: C — C a u,v jsou jako vySe, necht jsou definovany na okoli (a;,as) € R?

Jestlize u, v maji v (a1, as) totdlni diferencidl a spliiuji-li v ném C-R podminky,

= pak f ma v a = a; + iay derivaci a plati

Definice 1 (Harmonickd funkce).

(20.2.12)

Necht g : RY — R je definovans a je tfdy C? na oteviené mnoziné Q C RV . Rekneme, Ze g je harmonicks

na 2, jestlize

Ag=0 naQ
2]
(pFipomerime, Zze Laplacetiv operator je definovdn predpisem Ag = 27? + -+

16
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Pozndmka: 7 C-R podminek plyne, ze kazda slozka holomorfni funkce (Re, Im) je harmonicka.

Naopak znalost 1 slozky harmonické funkce umoznuje zkonstruovati druhou harmonickou funkci tak, ze spole¢né
tvoii Re a Im ¢ast holomorfni funkce.?

Priklad

Zadani:  Zjistéte, jestli je f(2) = |z2| = /2% + y? je na néjaké mnoziné holomorfni?

v Reseni.
Ou _ T # v _
uleiy) = Rel/} G & [oyl # 0.0
v(z;y) =Im{f} =0 du — Y # d_ Y ’
Y W " ot ox

V C\ {0} neexistuje f'(z) & v bodé 0 nemd f(z) parcidlni derivace ani totalni diferencial
= f'(z) neexistuje nikde
Podobné ptipady jsou: z, Re{z},Im{z}

2.2.2 REKONSTRUKCE HOLOMORFNI FUNKCE
Priklad
Zadani: Najdéte holomorfn{ funkci (na maximélnim definiénim oboru) f = u + v splitujici predpis:

u(z,v) = 2% —y? + &” (m cos(y) — ysin(y))

v Reseni: ou Bo
o 2z + " (z cos(y) — ysin(y) + cos(y)) = 3

Cauchy-Riemannovy podminky: r Y
u _ =2y + ¢*(—wsin(y) — sin(y) — ycos(y)) = _o

v = /g—:dy = /21: + € [(Jc + 1) cos(y) — ysin(y)} dy

v =2y + €° [{L‘ sin(y) + ycos(y)} + C(x)

,% — *a% (2:cy + &7 [:z: sin(y) + yCOS(y)} +C(r)>

dosadime v do derivaci

—2y — " (x sin(y) + y cos(y) + sin(y)) +C'(2)
_ Ou
=%

—2y+ " (—x sin(y) — sin(y) — ycos(y)) = C'(z) =0

= v =2xy + em[xsin(y)—kycos(y)] +K; KeR

f2)=u+iv=2a®—y>+ ¢" <L cos(y) — ysin(y)) + i(?:ry + e |:L sin(y) + ycos(y)} + )
kde 2% = (z+iy)? = 2? + 2izy — v*; e* = e% el = e (cos(y) + isin(y))

tedy: ’f(z):zz—i—zez—i— ‘ KecR, D;y=C

aDetailnéji vizte M. Pokorny, Véta 20.2.13 (O harmoni¢nosti slozek holomorfni funkce).
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2.2.3 OBRAZY MNOZIN
Piiklad

Zadani: Méjme zobrazeni: f(z) = 2%, urcete:

a) obrazy pfimek z = C

» »

- —_— komplexni nasobeni I
| X=C P X=C
4 e tihel se zdvojnasobi .

e velikost umocni 2

q

z2=C? _ z=C’ \ >

o . [¢] ;

c>0 c<0

[

- __/

Obraz Vzor Vzor Obraz
= Parabola = Parabola

b) obrazy kruzmic |z| = C

-

komplexni nasobeni

e tihel se zdvojnasobi

e obraz je 2x probéhnutd kruznice

Obvaz
Vzor

Obvraz |

Priklad
(. “ ) z—1 . “
Zadani: Mé&jme zobrazeni: f(z) = I urcete obrazy primky Im z = 1
v Reseni:
L alm
x—1+i a? + 2i 27 J Lo kraimi
flx+1i) = = e 1o ruzmice

x+1+14 z+1)2+1 .
ey se stredem 1+¢

| | | o Polomérem 1
e=0; z=i f()=2 = ¢ 140 [w-(1+i)] =1

0 ' T

Dalsi visualisace zde: https://www.geogebra.org/m/CActpGQE [Complex mapping]
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2.3 KRIVKOVY INTEGRAL v C

Zavedeni pojmi:

o Krivka (v C): zobrazeni ¢ : [a,b] = C,
o Reguldrni krivka: ¢'(t) # 0 na [a,b]
o Jednoduchd krivka: ¢ je prostd na [a,b) a na (a,b] a ¢! spojitd na obrazu (a,b)
o Uzavrend krivka: w(a) = ¢(b)
o Jordanova krivka: jednoduchéd + uzaviena
JEDNODUCHE KRIVKY NEJSOU JEDNODUCHE HLEDISKO REGULARITY
a b b
a
b a b(lp
a a
NEUZAVRENA UZAVRENA NEUZAVRENA UZAVRENA | REGULARNI NEREGULARNI(

Vzorecek: Krivkovy integral

Necht f: C — C, pak

[#eras = | F o) S at

jestlize integral na PS existuje jako Lebesgueuv

b
e Délka krivky: ly = / ' ()| dt

Pozndamka:

Vniméme-li C jako R2, je f vektorové funkce a fgo f(z)dz je vlastné kiivkovy integral 2. druhu

Definice 2 (Primitivn{ funkece (v C)).

Necht Q2 C C je oteviend, f, F' jsou definované na ).

Je-li F'(z) = f(2) Vz € Q, pak = F je primitivn{ funkei k f na Q.

Pozndmky:

1. f ma primitivni funkci v oblasti Q pravé tehdy,

kdyz < fw f nezavisi na volbé kiivky

2. plati Newtonav vzorecek:
Necht © C C oteviend, f spojitd a F' primitivni funkce k f.

Pak = pro V¢ :[a,b] — Q plati
-

po ¢&astech C1

v




Dalsi pojmy:

o Jednoduse souvisld oblast: pro jednoduse souvislou oblast €2 plati, % u(0;1)

Ze jeji doplnék C* \ Doplnék této mnoziny
je jednoduse souvisly

je téz jednoduse souvisla oblast.
I P(0i1)
o po cdstech C* krivka pseudodefinice: spojita krivka —69—0 Doplnék této mnoziny

. o N neni jednoduse souvisly
»8 kone¢nym poctem hrott”

2.3.1 CAUCHYOVA VETA

Véta 8 (Cauchyova véta). (CV)
Necht © je jednoduse souvisld oblast (nemé diry), fce f je holomorfni v oblasti Q, a 8
pak = pro V kfivku ¢ (uzaviend a po ¢astech C1), jejiz obraz (p) C Q plati: @Pﬂ
JRCEEE ()
%)
Véta 9 (Cauchyova ,,dérava” véta). (Véta 20.4.7)

Necht k € N a ¢, @1, ..., @ jsou regularni Jordanovy po éastech C'-kiivky v C, pro které plati
Int p; U{p;) CInte pro vSechna j € {1,...,k},
(Int s U i) N (It U {ip;)) = kdykoliv i # j

a vsechny uvedené krivky jsou obihany ve stejném smyslu.

k
Polozme  :=Int ¢ \ U (Int ¢, U (p,)). Necht funkce f : C — C je holomorfni na © a spojitd na Q.
j=1
Pak /f(z) dz = Z/ f(z)d=.
@ =17 %

Jj=1

Poznamka:

Posledni véta se ve skriptech jmenuje tfeti verse Cauchyovy véty. Pouzivame ji jen ve velmi jednoduchych
situacich, kde plati:

¢ ¢ bude obihat velky pulkruh nebo obdélnik
e k bude velmi malé a ¢, ..., @i budou obihat malé kruhy
o dokonce f bude holomorfni na mnoziné 2 mimo stfedy téchto malych kruhu

Pak je zcela korektni ditkkaz na nasledujici strané.
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DUKAZ (CAUCHYOVA ,.DERAVA” VETA)

Mnozinu €2 rozdélime na dvé disjunktni jednoduse souvislé oblasti 1 a €25 jako na Obrazku. Pokud ozna-
¢ime jako (11) geometricky obraz k¥ivky v dolni ¢asti obrazku napravo a (1p2) geometricky obraz kiivky v horni
¢asti stejného obrazku, dostavame

0= z)dz z)dz = z)dz — z)dz,
RCLEy Ly FICEEE Oy B0

j=1"%j

protoze integraly pres pridané lomené ¢ary se navzajem odectou

Pridanim nékolika lomenych ¢ar probihanych
( > dvakrat v opacném sméru vytvorime jedno-
O duse souvislé oblasti:
{ Q1,0
O 91
_) ) kde jiz lze pouzit zdkladni Cauchyovu vétu
(CV)

Fundamentélni pfiklad (kde Cauchyova véta nefunguje):
o(t) = Re™ t €0;27] 2mi Zavisi na orientaci Proc¢ tu neplati Cauchyho véta (gm )
o' (t) = iR e —27i e f(2) = L definovana v Q = C\ {0}

1 27 1 ) ) _ :
dez:/() W.zwdt_

e f(2) holomorfni v Q, p uzaviena

e  ale neni jednoduse souvisla! X

o 1
Disledek: - nemé4 primitivn{ funkci v C \ {0}
z

Jesté obecnéji (posunutd kruznice): o(t) =a+ Re", t € [0;27], ¢ (t) =iRe"

1 2m 1 .
dz = 7»'Z'B/eﬁdt=2ﬂ'i
/ R 2]

z—a 0

Typologie prikladi:

@ Krivka ¢ neni uzavrend, presto vyjde ff =0

Zadani: f(p zdz, kde ¢ je polokruznice |z| = 1,

z bodu (1,0) do (-1,0) pfes horni polorovinu.
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@ Jsou splnény predpoklady Cauchyho véty, proto [f =0

Zadani: f(p(z —a)™dz, kde ¢ je kladné orientovand kruznice

—

s pfedpisem |z —a| =R, n € Z\ {-1}, a € C

v Redeni

t)=a+ Re' te 0,27 2m ) ) 2m ) (n+2)it
wf) it (0,271 / (Re™)™ (iRe™)dt :iR"+1/ ertit qp = jRrtl [e] =0
o' (t)=1iRe 0 0 (n+1)i

@ f neni holomorfni, krivka ¢ neni uzavrend

Zadani: fgp |z| dz , kde ¢ je pruvodi¢ bodu 2 — i

@ f neni holomorfni, ale krivka ¢ je uzavrend

Zadani: f(‘p £ dz, ¢ je kladné orientovany obvod horntho mezikruzi se stiedem v pocdtku s poloméry 1 a 2.

v Resent
prt) = 7 te =m0 h(t) = —ie %
walt) = te 12 h(t) =1 ¢,
ps(t) =2¢*  te 0] (1) = 2 it AR
- - A z v
palt) =1 tel-2-1 palt) =1 ¢, ¢,
2 0 e—it ) 0 ) e_3it 0 1r 0 9
/pl ;dZ = [ﬂ oit (—’L e_lt) dt = —1 /;ﬂ. e_3lt dt = —Z|: Y :| 7T = g _COS(3t) —Zbln(st):| B — g
2
/ idz :/ édt :[tﬁzl
¥2 z 1 t
T 2e , L 3it1T o .
/%;dz :/O S (2ie™) dt :2@'/0 Sit g zzi[e& L - g[cos(St)-Fisin(?)t)}O __:
-1
/ Zdz z/ édt =[] 3=1
P4 < -2 i




K vypocétim se ndm dale bude hodit:

Lemma 2 (Jordanovo lemma). (Jordan)

Necht pro Ry > 0 je Q := {z € C : Im 2z > 0,]z| > Ro},
f: C — C spojitd na Q2

L 3
Definujeme I'g(t) = Re®, t € [0,7] a Mpr= I(rlla); |f] // r;!
R

Déle necht plati R>0 L~
. 00 €= R

« BUD a=0 a RMr—0 proR— +o0 * R R—>e

e NEBO a>0 a Mgr—>0 proR—+x
Pak T'g je horni pualkruznice, ¢t € [0, 7] a plati

. (z)e**dz — 0 pro R — oo (‘)
Pokud Im z < 0, (a opét) |z| > Ry
. - = +

Pak volime Tg(t) = Re™, ¢ € [r,27] © <R R0

o : R>0
A vyzadujeme, aby platilo

« BUD a=0 a RMgr—0 proR— +o0 R
e NEBO a<0 a Mgr—0 proR—+
Tedy / f(z)e"**dz -0 pro R — oo
I'r
Vzoreéek: Cauchyuv vzorec (C. vzorec)

Necht I kladné orientovana Jordanova, po ¢astech C! k¥ivka v C.  f holomorfni v IntT" a spojitd na Int T.

Pak pro Vzg € Int I' plati
1 z
flo) = = [ L@ g,

21 Jr 2 — 20

0 = o [ s

C2mi Jp (2 — z)k L

A proVk e N

Specidlné:

Prol, =a+ret’ te[0;2n], akde f=1, 2 = a plati:

1 1 1
1:f(a)=—,/ dz < / dz = 2mi
2wt Jp, 2 —a r,2—a

Lemma 3 (Lemma o obchdzeni pélu ndsobnosti 1). (LOOPN1)
Budiz f spojitd na 0 < |z —a| <rg, 0<arg(z—a)<b, kdebe (0,2n] N
Nechtﬂzh_rgf(z)-(z—a):AEC .

Potom = }g% f(z)dz = iAb, a a+1o

Cr
kde C, znaci kladné probéhnuty oblouk kruznice |z — a| = r vytaty thlem b
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Priklad

1
ZadAani: / — dz kde ¢ je jednotkova kruznice v C se stiedem v pocatku
@

it 2m i 7 " 27
ie" =1 e’ dt:——,[e_l} =0
0 1 t=0

1 T
—dz = :
[022 o /0 o2it

2.3.2 KOMPLEXNI LOGARITMUS, OBECNA MOCNINA

Komplexni Logaritmus

Prirozené zaveden: Proz=re¥ jest Ln(z)=In(r)+ip
Dostali jsme vicezna¢nou funkci, protoze ¢ neni urc¢eno jednoznacné!

&F  Problém:

v Resenti:

Pro kladnd redlnd x je pak In(z) standardni logaritmus, muze vsak byt i In(z) 4+ 2k7i pro libovolné k € Z

Obraz:

Omezit ¢ na interval délky jedné periody J = 2w, napf. (—m;7) nebo (—%; 37"), atp.

Vzor:  1Im
N

@

S Re //
- NI

- 2Ti B
J : Perioda €% - 2m:

2 )\

z

Obréazek 2: Obrazy kartézské sité pri zobrazeni e

+271

Lm : Crfo} - J
ped=(—mm)

z
u T zvoleny interval,
6 kde je komplexni logaritmus
jednoznaéna funkce

S
?

AU
R

" poloprimk
P pbosti + C

Obrazek 3: Polopifimka nespojitosti komplexniho logaritmu a jeho 4D znazornéni
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Pojmy:

o Argument Logaritmu Definujeme ¢ = Arg (z) :=t € (¢; ¢ + 27|, tak, aby na tomto intervalu
byl Logaritmus definovany jednoznacné.

o Poloprimka nespojitosti Vzhledem k tomu, Ze Ln (2) je viceznacéna funkce, existuje pro ni
tzv. poloprimka nespojitosti, jejiz poloha zévisi na ndmi zvoleném
intervalu pro t v zavedeni Arg (z).

e Logaritmus jako PF Mimo polopiimku nespojitosti je Ln (z) primitivni funkef k %

e Hlavni vetev logaritmu Hlavni vétev Logaritmu se standardné definuje skrze
Arg (z) :=t € (—m; 7], polopiimka nespojitosti pak vychdzi na Ry,
Takto zvolend vétev ndm pak pro x € RT dava zndmy logaritmus In(z)

o Vedlejsi vétev logaritmu Nic ndm ale nebrani zvolit si ¢t pro Arg (z), ¢asto pak dostaneme

poloprimku nespojitosti mimo redlnou osu v komplexni rovineé.

Logaritmus jako inversni funkce k exponencidle v C

iArg (w)

ef =w=|w|e & z=ILn|w|+Ln(e?8®) = Injw| +iArg(2)
——

klasicky”
logaritmus

Pr.: Ln(—1)=In|—1]+ir =In(1l) +ir =in

Pr.: Ln (i) =Inli + z% =In(1)+ zg = zg Z&Ver ... ryze imagindrni vysledek, vychazi pro |z| =1

Obecna mocnina

a .__ eaLn (2) — ea(ln|z|+iArg (2))

Zavedent pro z # 0: 2% = obecna mocnina zavisi na volbé vétve Logaritmu

Jak jiz bylo zminéno, vétve Ln (2) jsou spojité na oblasti bez ptislusnych poloptimek nespojitosti
(napt. pro (—m, 7] je to oblast spojitosti C\ {¢;¢ < 0}

Dokonce jsou zde véte Ln (z) holomorfn a plati (Ln (z))’ = 1

Je ale potreba ddvat pozor pri prechodu poloprTimek nespojitosti.

' Obecné: Ln (z122) # Ln (21) + Ln (22) '
Avsak! Jk €Z: Ln (2122) = Ln (21) + Ln (22) + 2k7i
Pripady:
e acZ ... 2% klasické ndsobeni — jednoznac¢na funkce
e adZ ... vicezna¢nd funkce
Priklady:

. carg 2 1
Vz= 23 — e3bn(2) _ o3(nfzltiargz) _ V]z| - et ar2gZ = §Argz—|—k7r, ke {0;1}
V_1l=1-e2% = +4
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Ku vypoctu vyssich odmocnin vyuzivime Moivreovy véty Napi:

3 3
z2=-1—= —1
(cos(z) 4+ isin(z))™ = cos(nz) + isin(nz) (1)
o =T
kterd vychazi z vlastnosti komplexn{ exponencidly a (Eulerova vzorce)
(eicp)n — eigpn
k=1{0,1,2}

2k 2k
ot 5= Vs (57 i (357

kde kK €0,...,n—1; « uréime z pravé strany rovnice
vive o [ a+2kw
Kompaktnéjsi zapis: V2= /|7 {exp (Z ())]
n

2.3.3 RESENE PRIKLADY (KRIVKOVY INTEGRAL)

Priklad 1

1
Zadani: / oD dz , kde integracni kiivka ¢ je zadéna v (a), (b), (c)
. _

(a) o(t) =1+ % et te[0;27]

'
1 A B C f\\
Parcidlni zlomky: / ——— dz = / —+ / + / >¢ %
e 2(22-1) o Z o 21 o2zt 1 A \\y
1 1
z

1=A(2>-1)+Bz(z+1)

= A=-1; =

1 1 1 1 1 1
7dz:—/7+f/ +f/ =[]
AZ(ZQ—l) 0? 2Joz+1 2 ),2-1

(b) o= e = —2mi +0+0=—2mi

() p=—-1+-¢" = 0+ 22mi 4 0 = i
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Priklad 2

1

‘. Y it .
Zadani: /¢32+9 kde ¢ = 3i + €', t € [0;27]

dz,

v Reseni:
3 it
o 1 A B e
Parcidlni zlomky: dz = -dz + - dz
o 22 +9 o 2+ 3i oz — 3
1= A(z—3i)+ B(z + 3i)
1. 1.
= A = 61 B = —67, —3i
1, 1. 27 1. 2 1. 2 1. 27 1.
5! —5 _ [ —5! _ [ it —5! |1
/@z+3i+/¢z—3i _/0 z+3i+/0 23 _A Sitett3i O T Bﬂyf,;ﬁ;wy{_ 3"
=0, —Liomi
splnény predpoklady 6

(Cauchyho véty)

Priklad 3
ze*dz . . , s y . ,
, kde C' je kladné probéhnuté kruznice o stfedu 2i a poloméru 2.

Zadani: Vypoctéte I = —_
ni ypoctéte /C 211

v Redeni:
ze’ i _ o it
LMdZ’ Sﬁ(t)—22+26
A B
Parcialni zlomky: G - -
2244 2420 z2—2
1 1
= A=_;B=_-
2 2
z 1 e® 1 e? . X
/gpz’jj}r‘l dz = L z2+ 5 —&—L 227 5 = (C. vzorec) = 2mi f(zo) = 2mi 3 e* =| i e
=0
(Cauch;ho véta)
Priklad 4
Zadani: Vypoctéte
sin z .o . Co -
a / - dz = (C. vzorec) = 2mi sin(—i) = —2mi sin(i) = | 27w sinh(1)
|oti|=3 Z T 1
LP(\‘-) =-L+ 38&'
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|2[=2

. 1 1
e _ [ 2 3 VoL
0 [ 2550 = [ o () on e 3] -
z definice smh(z) ‘v

o Pe) =2

Priklad 5
dz . o
Zadani:  Vypodist NG ¢ je polokruznice |z| =1, z bodu (1,0) do (—1,0) pfes horni polorovinu v/1 = 1
©

v Reseni.
1 olt)= " teoia
V1 -4 , y
p(t)=ie
- ! /7T ! ietdt = z/ Vetdt =i et W——Q(eém eo)—Q(l—Z)
0o Vet 3i 0
Pro spodni polorovinu:

p(t) = e te[m2n]

Plt)=ie"

z/ Vetdt = -2 (em ef”r) 2(1+1)

2
Pozndmka: Vysledky se lisi o 41 2(1 —4) -4 =2(1+1)
Priklad 6
Zadani:  Vypoctéte / In(z) dz, ¢ je kruzmice |z] =1, In1 =0
©
Pozndmka: Komplexni logaritmus In z je nekoneéné znacénd funkce, upfesiiujeme In(1) =0
vV Redeni: ¢ = e tc|0;2n]
0
2T ) ) 2w g= f/ -1
/ln|z|+iArgzdz :/ (In| |44 Arg )i e’ dt :/ —telt dt B { oit 1t
¥ 0 0 g = g = h €
2
=|2mi

27 2T it
t - 1 v
[_e”} +/ e”dt2m+[e ]
0 0o ¢ L

t=
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2.4 MOCNINNE A LAURENTOVY RADY

Definice 3 (Laurentova rada).

Necht f holomorfn{ v , stied zo € Q, kruh konvergence mocninné fady Bgr(zg) C €.
Pak 3! (pravé jedna) posloupnost {ay}5%, takovd, ze:

f(z)=> an(z—20)"  VBg(20)
n=0

(n) 1
Navic a,, = f ('ZO) = —/ Ll dz , kde C;(z0) je kruznice o poloméru r a stiedu zg
n! 27 Jo (z) (2 — 20)™F
Disledky:
l.z=a: Vn>1...(z—a)"=0
1
n=0...z—a)"=1 ... f(z)==— Mdr ... Cauchyho vzorec
2mi Jp. T —a

|
2. Vn>0: f(")(zo) S / L dz = MaAa-li f prvni derivaci, pak mé vSechny
CT(Z()

2mi y (2 = 20)" !
Véta 10. Hlavni a requldrni ¢ast Laurentovy rady

Necht f holomorfni na B, 4(29) Pak 3! (pravé jeden) systém {a, },:>° _, takovy, Ze:

400 —1 N
fG)= 30 anle—m)" = Jim 3 an(s=20)"+ lim D an(=z0)" Ve € Busleo)
hlavni ¢ast reguldrni ¢éast
1
Navie (vn e Z)(Vre (@b)):  an=5- / G -
210 ¢, (z9) (2 — 20)"F
Znaceni: B, (z0) ={2€C:a < |z— 2| <b}... oteviené mezikruzi s poloméry a < b
Residuum:

Proa=0,b>0 definujeme a_;:=Res,, f... residuum f v bodé 2

Pro b= o0 definujeme —a_; := Ress f ... residuum f v oo

Vzorecek: Laurentova rada v 0 a v oo

f(2) jest holomorfni v o <& f (%) je holomorfni v 0

Laurentova fada funkce f se stfedem v oo = Laurentova rada funkce f (%) v 0

1 1
7<7

S |z >r
2l

Plati:
Ma-li f v bodé 2y izolovanou singularitu = f je holomorfni na By ,(29) pro néjaké b > 0 (neni definovana v zg)

& fma LR v bodé z s polomérem konvergence b
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Priklad
Zadani:

Uréete Laurentovu fadu funkce f(z) = 1 v bodé zp =0
v Regeni: V bodé zo = 0 je f(2) = L svou vlastni LR

Priklad
Zadani: Urcete Laurentovu fadu funkce f(z) = 15
a) vbodé 2z =0 b) v bodé zg = o0
v Reseni:
a) zZ0 = 0
1
4 = i f(Z) 1 z—2
n 2i Ci(20) (Z _ Zo)n+1

T 2mi |

1
z—2

[ —
holomorfni
Pro mizeme pouzit

- n+1<0 = / ) dz =0 = hlavni ¢ist =0
(Cauchyho véta)

(n)
L IM0)

n!

- 1 .1 B . o 1\
= —10-2)2+ 5200~ 2) 4 S(-6)(0-2) ... = (-1)"(-2) _< )

1 = -1

:>z—2:;)2n+12n

z 1 1
a, = 2mi —dz =
/cm) 142z 2041 /

S pron <0 (g(0) = 0)

1 4 f 24 n!2n—1 g™ (0)
o ey 3) _ S g =970 on
&= 9O =m0 Taon Y T o2 =
o0 o0
LR progv0je Z 2n~1.2": konverguje stejnomérné pro |z| < % aplati: g(z) = Z 2m=1™ pre |z] < 3
n=1 m=1
o0 — 00

LR pro f v oo je Z gnl. T = Z 27" 2" konverguje stejnomérné pro |z| > 2

n=1 n=-—1
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Priklad
Zadani:  Urcete Laurentovu fadu funkce f(z) = ﬁ

a) v bodé zg =i b) v bodé zg = o0

v Reseni:

Pro bude a,, =0

P > 9 — i Taylor (derivujeme!
ro _ EEnE + ) + EETE + ) aylor (derivujeme!)

hlavni ¢ast regularni ¢ast

1 1 1 . ;
=5~ L CETEA dr ...=0 pro (integrant holomorfni)

N
R
RS

; 1 1 1 1
v = 7+ 6“5 a_9 = % /y mm dr = —1 — (Cauchyﬁv vzorec)

i [t o{ ] )

Podobné |Vn > —2:

—2

-1

a _i/ 1 1 dr — _L(—l)"-2-3~...(n+3)/ 1 r—n+3i"
Toomi J, (r+a)2 (r—a)ntd T T 2w (n+2)(n+1)...1 ), ()t (r—d) - 2ntd
Scéitaci trik:
1 1 1 1 1 1 1 = .

I N CE A N C A AL
o= (SR T) -5 (B8 )

n=0 n=0

=S () e (1)

n=0m=0
fz) = —i S n+1) (;) c—i2= Y (n+3)2%(z iy
n=0 n=-—2
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2.5 RESIDUOVA VETA

3 typy singularit
¢ Odstranitelna singularita
e P61

e Podstatna singularita

Rozliseni z hlediska limity, kde zy je bodem singularity:

3 vlastni (€ C) < f mé v zp odstranitelnou singularitu
1i_)m f(2) § Fnevlastni (= 00) <& f mé v 2z pdl (libovolné nésobnosti)
z Z0

neexistuje < f mé v 2y podstatnou singularitu

Odstranitelna singularita
» Hlavni éast LR je nulovd (Vn < —1:¢, = 0)
» f je mozné v bodé zy dodefinovat holomorfné

2
» Napr.: lim szll =2vbodé zg=1
Z—20

Pél

» P4l ndsobnosti n (Yn < —n : ¢, =0)

LR = Z cr(z — zo)k

k=—n
. 1 . a1 .
» Napi.: f(z) = W v bodé zp = 2 m4a pdl ndsobnosti 2
P
Podstatna singularita

» M4 nekonecéné mnoho nenulovych ¢leni v hlavni ¢asti LR

» Napft. et =1 + % + ﬁ + 3'—123 + ... = mé& podstatnou singularitu v 0
Pojmy:
e k-ndsobny koren zo je k-nasobny koten f,
je-li fM(29) =0pron=0,1,....k—1 a fR) #£0

& 3g holomorfni v 2g, g(z0) # 0 tak, ze f(z) = (2 — 20)*g(z) v okoli 2o

e k-ndsobny pol f ma v zy k-nasobny pdl,
< 3h holomorfni v zy, h(zy) # 0 tak, ze f(z) = (z}i(ij))k na prst. okoli zg
= LR f zaéind vyrazem (Z(i;,:o)k
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Véta 11 (Residuovd véta). (Res.V.)

Residuova véta, kone¢na varianta

Necht I je kladné orientovana po ¢astech C* kiivka, k € N, a1, aq, ..., a) € IntT.
f holomorfni na I C {ay,as,...,ar} aspojitd na T C {ay,...,ax}
: r' jedmoduchd,
— . ., ae moaucha
Pak |16 @z =2mi Y Ress, 1 ) D entonms
J=1 k¥ivka
Residuova véta pro oo
Necht f holomorfni na Ext I' a spojitd na Ext I’ a
k
Pak /f(z) dz = —2mi ) Ress f ()
I = =
Poznamka:
edmoducha,
Chceme vzdy mit singularitu po levé ruce p¥i obéhu. Proto se zdanlivé kladmé oriemtovama
otoc¢i smér obihdni pro residuum v oo a jako dusledek ndm vypadne minus. k¥ivka
O souctu residui
Zkombinovanim kone¢ného pripadu a residua v oo dostaneme: Res f + Z Resq f=0
a
Dodatky k vypoctu residua v oo:
. C
Dodatek 1:  Jest-li |f(z)| < Ed pro |z| > R, pak Resoo f =0
z
1
Dodatek 2: Mé4-li f v oo pél ndsobnosti nejvyse k, pak Reso f = lim (—1)* (zk”f(kﬂ)(z))
Pozndmka:
Exponent v kulaté zévorce, napt. f#+1) oznacuje stupen derivace (zde k+ 1)
Vzorecky: Pravidla pro vypocet residui (v bodé a) (Pravidla)

[0] Res, f = c_1 (« koeficient Laurentovy fady)
f mé v a odstranitelnou singularitu = Resg f=0

1 n—
f méa v a pdl ndsobnosti (nejvyse) n € N = Res, f = ligl = (f(z)(z — a)")( 2

specidlné:  f ma v a pol nasobnosti 1 = Res, f=lim f(2)(z —a)

z—a

specidlné:  f a g jsou holomorfni na okoli a, g(a) =0; ¢'(a) #0 = Res, <£) =

specidlné:  f holomorfni na okoli a, g mé v a pdl ndsobnosti 1 = Res,(fg) = f(a)Resy(9)
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Jordanovo lemma a LOOPNI1 - verse pro residua

Jordanovo lemma (reformulace pro vypocet residua)
Necht pro néjaké R>0je Q ={z € C;Imz >0} N{z € C;|z| > R} a necht f je spojitd na Q.

Oznaé¢ime ['g kiivku 2 = Re'; t € [0,7] a max |s]|.

(T'r)
Pokud nastane jedem z pripadi:
a) a=0 A RMr — 0
R—o00
b)) a>0 A Mr — 0 Potom: f(z)e**dz — 0
R— o0 s R— 400

Lemma o obchéazeni péla nasobnosti 1 (LOOPN1) (pro vypocet residua)

Necht f méa v bodé a pdl nasobnosti 1. 0<a<p<2m; O0<p<ry 1Y

L5
7
'
. . ‘\ a ¢ ,
Potom : pg%l+Lpf(5a)z~Rebaf ~o_ L

Priklady zakladnich integrac¢nich kontur

LN
S\ "

DS

pulkruznice »pacman” »Ziletka”

Typy integrala

Pii vypoctu residui rozdélujeme integrdly do nésledujicich typt dle zpiisobu feseni a pouzitych integracnich
kontur, podrobnéji viz nésledujici kapitola 2.5.1 RESENE PRIKLADY (RESIDUOVKA):

A) PHmy vypodet
B) Integrly typu [ f(z) dz

C) Integraly typu [ el**R(x) dz a fﬁﬂ R(cost,sint) de alias ,, sin a cos”

oo
D) Integraly typu [o z*"1f(z)dz a f; 11 —z)~*f(z)dx alias ,pacman a énka”
E) Integrily typu fgo f(x)log(x) de  alias ,logaritmus”

F) Integrély obsahujici exponencidlu alias ,ziletka”

34



2.5.1 RESENE PRIKLADY (RESIDUOVKA)

A) Pfimy vypocet

Priklad

Zadani:

v Reseni:

dz
Vypocitejte nasledujici integral: _
o2t 1

kde ¢ : 22 + 3% = 2z je kladné orientovand kiivka

e Vyjadiime si kiivku ¢ ve zndmém tvaru

p: 22 —2x+14+9y%=1
@ : (z—1)2+y*=1

o Nalezneme singularity funkce f(z)

singularity funkce f(z) =

z4+1

e Pro nalezeni singularit potfebujeme nalézt koreny komplexni odmocniny

=—1 & 2=v-1

1. krok: Zjistit thel cilového cisla, zde -1 — =7

Y oz s 412 i L — s
2. krok: Pfevést do exponencidlniho tvaru:  v/|z|e'T = Vz-ze'T = ¢'4

3. krok: Hledéani kofenu ve tvaru: e

i(5+222)

1. 3 5. 7.
J— . _— TT, T, T, T T
k=0,1,2,3: 20,1)273—{64 ; ex™t ea™; o1 }

1 ) ) 5 . )
Singularity fce f(z) = vV—1= {e%m; e%m; ed™; e%m} X 21 X 20

=

1 X z — e_%i . z — e_%i z —r ei%i m
Res(f,e 4’”): lim — )= lm — - — z=t+ e 1| =
o F 24 +1 ey o— Fi (1—|—zz )(1—122) t—0

——
2
—>llim ! zllim ! : ,:llim;—ie%
2t—>017i(t+e—§i)2 2601 —it2 —2ite” i1 —je~ 3T 2t=0 —i (t+2e T7) 4
1 ) 7 — it ) z— et z— ed! py
hes (1, ef ):z—lirenli(Z‘*—i—l>:z—lilfli(1+iz2)(1—iz2) - [t%o }Z:H“ -
——
— 1lim;:him t zllim;: _Ee—gi
2tﬁ01+i(t+e§i)2 2t%0/1/+it2+2ite§i+j/e’2y{ Qtaoi(t+2e%l) 4

— jen 2 lezi v kruznici ¢

= hleddme kofeny polynomu z*+1 = /=1 = {29, 21,22, 23}

/ f(z)dz = 2mi [Res(f, ¢4 + Res(f, e%m')}
¢

e L% 1 N \/i \/5 - i
Celkem: ‘/[Pf(z)dZ—27T’L {46 —3° 4]—2<—22—22>— 7

(Dalsi priklady vypoc¢tu komplexni odmocniny v sekci 2.7 POZNAMKY A POCETNI TRICKY)
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Priklad

1

Zadani:  Vypocditejte nasledujici integral: I:= / ——dz
CQ(O) 1 —|— Z2

v Reseni:

Pouzijeme (Residuovou vétu) v kombinaci s (Pravidly pro vypocet residui).

1 1
= je holomorfni na C\ {—i,i}

o funkce f(z) = 1+22  (2—14)(z+1)

e v bodech —i a ¢ ma jednoduché poly

e oba body —i a i se vyskytuji ve vnitiku kfivky C5(0), proto se oba budou podilet na hodnoté integralu I

\

Vijpocet krivkového integrdlu z funkce f(z) = H% pres
kruznici C2(0).

0bé izolované singularity se mnalézaji uvnitr kruhu,
proto se obé podili na hodnoté integrdlu.

Podle (4. pravidla pro vypocet residui):
1 1 1 1 1

Res_; = = =0 = -
STV R T G+, e, -2 2
1 1 1 1
Res; = = ——
€S; 1+ 22 (1 + 22>/‘z:i 22"2:1- 2

Proto (Residuovd véta) dava

. 1 1 . 1 1
I =2mi (Res_i 152 + Res; 1-1-22> = 273 (—22, + 2z> =0

Poznamka:
C5(0) znamend kruznici o poloméru 2 a stfedu v bodé 0

Poznamka 2:

Postupovat jsme také mohli pfes (Reziduovou vétu pro reziduum v nekoneénu) kombinovanou spoleéné s Do-
datek 2 (plati Ress H% =0).

Takovy pristup by byl obzvlast vyhodny pri pocitani integralu:

1
/ dz pro n € N\ {1}, pokud by n bylo velmi velké ¢islo
C2(0) L+2m
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B) Integraly typu / f(x) d=z

— 00
Predpokladejme, ze funkce f : R — R je spojitda na realné ose a je ji mozné rozsirit na komplexni
funkei f : C — C, kterd je holomorfni na mnoziné {z € C : Imz > 0}\ {a1,...,ax} (pfiCemz vSechny body
ai,...,ar lezi v horni poloroving). Budeme zde kombinovat (Residuovou vétu) a (Jordanovo lemma)

Definujme kiivky

p1,r(t) =t+i0 prot € [-R, R,

©2,r(t) = Re" pro ¢ € [0, 7] as

a YR = P1,R D P2 R

$1,R —

Obrazek: Vypodet redlného integrélu pres interval (—oo, 0c0) pomoci integrace pfes horni pualkruh.

Jsou-li nyni splnény pfedpoklady (Jordanova lemmatu), dostdvame pro v8echna R > max {|ai|, ..., |ax|}
k 0
2mi Z Resq; f = f(z)dz = (2)dz + f(z)dz Ragoo (N)/ fx)dz +0
j=1 PR P1,R $2,R —o0
Priklad
L. e s [ * 1
Zadani: Vypocitejte nasledujici integral: I:= ——dx
oo L+ a8
v Reseni:
o funkece f(z) = H% je holomorfni v§ude na C az na Sest bodu ei(%+j§), kde j € {0,1,...,5}

e ve zminénych Sesti bodech ma jednoduché pdly
e 7 téchto bodi lezi v horni poloroviné prvni tri
V (Jordanové lemmatu) mame a = 0. Proto pot¥ebujeme odhadnout

1 R—4o0
RMpr = R max < R— "="0.
n= Rl < By

= muzeme pouzit vyse uvedeny postup

¢ Potfebujeme vSak jesté spocitat rezidua odpovidajici trojici bodu ei(%ﬂ%), kde j € {0,1,2}. Ve vSech
piripadech pouZijeme (4. pravidla pro vypocet residui) opirajici se o vzorec iy = é

Proto méame:

Reseiz f+ Resei(%+%) [+ Resei(%ﬁg) f

11 1 1 1 _.s 15 25
= — - + — — ZetE™ + e tET + e iTT
6e5% i5(5+3)  oi5(§+2%)

e

1 s il i1
— Ze 6T f e 3T 4 e iGT

6
1 57T+ 7T+ s ‘,57r+.7r+.7r
= —c0s — + cos — + cos — — isin — + sin — + sin —
6 6 2 6 6 2 6
1 3 3 1 1 )
Z*—£+O+£—i7+1+*=—*
6 2 2 2 2 3
Celkové dostédvame
I =27R R R = 273 t_2
=27 esei%f+ esei(%+%)f+ esei(%ﬂg)ff 7TZ*§—§7T
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Priklad

o0
1
Zadani: Vypocitejte nasledujici integral: I:= / ——dx
oo L a8

v Reseni:

Uvedeny integral neexistuje jako Lebesguetv. Existuje vSak jako integral ve smyslu hlavni hodnoty (p.v.)
o funkee f(z) = H% je holomorfni véude na C az na t¥i body ei(%ﬂ%), kde j € {0,1,2}

e ve zminénych tiech bodech mé jednoduché pély

s v, . P
o zp= €'3 lezi v horni poloroviné,
z1 = €™ = —1 lezi na realné ose,
j B v, 2 X
Zo = €e'3 lezi ve spodni poloroviné

aplikujeme postup z predchoziho pifkladu, nicméné musime obéhnout singularitu na redlné ose (bod —1)

Zafixujme R > 1, € (0,1) a definujme kiivky:

©1,Re(t) =t +10 prot € [—1+¢, R]
@2, r(t) = Re' pro t € [0, 7]

©3.Re(t) =t+10 prot € [-R,—1—¢]
@1c(t) = =142 prot e [0,7]

a PR = P1,R.e D PY2,R P PY3,Re D P

Obrazek: Lezi-li na redlné ose bod se singularitou, mizeme si vypomoci malou ptlkruznici.

Z (Residuové véty) mame

1 1 1
/ 7 dz = 2miRes ;¢ 7 = 2mi N =2mi— =
PR,e 1+Z 1+Z (1+Z ) ’zzcig 3Z |z:ci%
orilo—itn 2 2 L 2m 2 . 1 V3 oTm oo
= 2mi—e = —MLCOS — — 18I — = =7l — = — 11— = — — 1—
23 3 1 COS 3 18 3 37TZ D) (3 9 \/§ Z3

Nyni se budeme vénovat integraci pfes jednotlivé kiivky tvorici kiivku ¢gr .. Nejprve si povSimnéme, Ze podle
Tvrzeni o obfhani ¢asti kruznice (LOOPN1) mame:

/ 1 d sic>)+ R 1 . 1 —T T
z —nmRes_1 —— = —mi = = —j—.
Pd,e 1 + 23 1 + 23 (1 + Zg)l}z:—l 3(7]‘)2
Déle (Jordanova lemmatu) (pouiivéme max g, , | f] < ﬁ) plati / T dz B2
- z
¥$2,R
Nyn{ si povSimnéme, Ze pro vSechna & > 0 existuji R > 1 tak velké a ¢ € (0,1) tak malé, Ze
e 1 1 1
oo [T [ e[ ] <o
—0o0 1 + xg $1,R,e 1 + ZS ¥$3,R,e 1 + 23
<1 T ™ ™ s
Celkové jsme proto dostali: V. de=—=—i- ——iz-=—
Jmme P P /_ o 1+ a? 3 3 373

Pozndmka: Pristup, ktery jsme si zde ukézali, je Casto mozné s mensimi ¢i vétsimi modifikacemi pouzivat i
pri integraci pres interval (0,00). Asi nejsnazsi je situace, kdyz je funkce sudd. Tehdy muzeme psat

/Ooof(x)dx :;/Zf(:c)dx
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C) Integraly typu / e®R(x)dx  alias ,,sin a cos”

—0o0

Pro tento typ integrali najdeme uplatnéni pfi poc¢itani Fourierovy transformace, ale i pri ¢isté redlné inte-

graci, nebot | cos(ax) = Re e’ |a|sin(ax) = Tm e |

P(x
kde predpokladdme: R(z) = QE;, P, @ jsou polynomy, polynom @ neni identicky nulovy a stP < stQ
x
Pozndmka: U polynomu () muzeme mit koreny prvniho stupné, pii jejich piitomnosti si mizeme vypomoci
malymi oblouc¢ky a integral chapat jako integral ve smyslu hlavni hodnoty.

Zékladni schéma teseni si ukazme na jednoduchém pripadé, kdy polynom ) nema realné koreny.

iz P(2)
Polozme f(z) := e'**
Q(2)
Je-li @ > 0, volime kiivky: a>0 a<0
v1,r(t) =t +10 pro t € [-R, R] N
t) = Re rot € [0, ¥2,R
p2.r(t) p [0, 7] OLR —s
a pak zavadime pr := ¢1.r @ Y2 R. ©1.R —>
Pro o < 0 volime: Y2.R
p1,r(t) =t+10 pro t € [-R, R] e
o r(t)=R"" pro t € [0, 7] Obrazek: Volba kiivky v zavislosti na o € R\{0}.
5 5 Pozor, pro a < 0 se jednd o obihani v zadporném
a pak opét polozime ¢g := ¢1,r ® Y2 R. smyslu.
Pak: / F(z)dz 3™ / " R(z) da
P1,R —o0

Pozndmka:
e Pokud stP < st@Q — 2, vychazi ndm Lebesgueuv integral

o Pokud stP = st@Q—1, integral konverguje jen jako Newtontv (ne Lebesguetiv) prostFednictvim Dirichletova
kritéria

Z (Jordanova lemmatu) déle plyne

/ f(z)dz frgeo
Y2,R

Jsou-li body {ai,...,ax} C C\{z € C : Imz = 0} vSechny kofeny polynomu @, celkové jsme dostali (po-
zor na smér obihani v piipadé a < 0 )

— 00

/OO eiomcR(x) de = 2mi Z{je{l,...7k}:1maj>0} Resaj f pro o >0
—2mi Z{je{l,...,k}:lmaj<o} Resq; f  proa <0

Modifikaci postupu a vysledku pro pripad, ze Q ma i redlné kofeny, si ukazeme pozdéji.
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Priklad

Zadani: Necht’ a,b > 0. Spoéitejme Newtontv (¢i zobecnény Lebesgueiv) integral:

I:Z/“de.
0

1’2+b2

v Reseni:
Nejprve si povsimnéme, ze nam zde skutecné muze pomoci pravé probirand metoda, nebot

1 [* xsin(ax) 1 0 getar
[=- [ e, 0 e 4
2/,00 21 2m/oox2+b2 *

Zelaz

o Zavedme komplexni funkci komplexni proménné: f(z) = 2
z

e f(2) je holomorfni na mnoziné C \ {—ib, b} a ve zminénych dvou bodech méa jednoduché pdly.

e Protoze a > 0, dostavame

1 . zele? 1 _ zele® 1 _zelaz 1 C—ab T _ab
I = 5 Im 27 ReSib m = glmQWZm - = 5 Im271? = — Im mie = 56

z=1b

Priklad

Zadani: Necht a,b > 0. Spocitejme integral ve smyslu hlavni hodnoty

°° xsin(ax)

v Redeni:
Vidime, Ze nyni mé integrand pély na redlné ose — {—b, b}, které musime vyjmout.

1 00 . 1 e iax
o Opét prepieme [ = 3 p.v. [m x;zlni_(abz) dz = 3 Im p.v. [m ;;"e_ 7 dz.

o Nyni zafixujme ¢ € (0,b) a R > 2b.

ia

e Polozme f(z) = 267; a volme nésledujici kiivky:
22 _
¢1,(t) =t +1i0 prot € [-b+e,b—¢]
P2.:(t) = b+ '™ pro t € [0, 7]
¢3.Re(t) =1+10 prot € [b+¢, R] .
©4,r(t) = Re" pro t € [0, 7] F\
¢s5.Re(t) =1 410 prot € [-R,—b—¢] + +
— i(m—t) $5,Re—> b Ple — b ¥3,Re —
v6.e(t) = —b+ee pro t € [0, 7]

Obrazek: Lezi-li na redlné ose bod se singularitou,
& QYRe: = QleDY2e@P3ReDPaRPPs5.Re D P6,e muzeme si vypomoci malou pulkruznici.
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Pro ¢ast integralu na redlné ose (modré kiivky) plati:

lim lim f(z)dz + (z) dz —|—/ f(z)dz = p.v. / ze 5 da.
01, P3.r —o0 T¥ —b

e—=04+ R—+o0 ©5. 1. .

Vsechny integraly jsou konecéné, tedy prehozenim poradi limit se vysledek nezméni.

Dle Tvrzeni o obihdn{ ¢asti kruznice (LOOPN1) méme:

e—04

/ fz)dz + f(z)dz =" —mi(Res_p f + Resp f) .
$6,e $2,e

Navic (Jordanovo lemma) déva: / f(z)dz fzpe g

P4,R

a diky holomorfnosti funkce f na Int g . jeSté mame fvm f(z)dz =0.

iaz

1 1 ze ze
Celkové jsme dostali: I = -Immi(Res_p f + Res = -—Imnmi—— +
‘] gt e [ Res ) = g iy | T ey,
1 'e—mb + ezab ] T
=3 Im Ti———— =3 Im 7i cos(ab) = 5 cos(ab)

27
C) Integraly typu / R(cost,sint) dez  alias ,,sin a cos” vol.2
0

Priklad

Zadani: Necht a € C, |a| # 1. Spocitejme integrdl pro pevné zvolené a = 2:

2m dt
I(a) :=
(a) /0 1 —2acos(t) + a?

Poznamka: Ve skriptech Milana Pokorného je tento ptiklad (20.9.22) vyTeSen pro obecné a € C.

v Regeni:
P 5 2 dt [Z definice cosinu: 2 dt
rea=ss /0 1—4cos(t)+4 cos(t):# _/0 5—2(et+ eit)
Reparametrisace: |
y it 1 dz idz
= @ e = 2 = — — 5
¢ ietdt =izdz a5 =2(2+3) = o) 22— +2

1
e Vietovymi vztahy nebo skrze diskriminant zjistime koreny jmenovatele: {2, 2}

« Zajimd nds pouze residuum v %, neb bod 2 jest mimo C1(0)

o Jednondsobny kofen = muzeme vyuzit (4. pravidla pro vypocet residuf)

2 ————— =27

22 bz +2 (222 — 5z +2) ! 4z — SL_é -3 3

271 Res 1
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o0
D) Integrily typu / xz* 'f(x)dz  alias ,pacman”

0
Budeme predpokladat, ze « € (0,1) a funkci f mizZeme holomorfné prodlouzit na C s vyjimkou koneéné
mnoha bodu aq, ..., ax, z nichz zaddny nelezi na kladné realné poloose ani v pocatku. Navic predpokladejme, ze

fal< <

| <
|2l

na jistém prstencovém okoli nekonecna. Zrejmé pak uvazovany integral existuje jako Lebesguetv i Newtonuv.

Kromé komplexniho rozsifeni fce f , potfebujeme holomorfné rozsitit i fci x*~! . Pfipomenime, %e obecn4
mocnina je zavedena prostrednictvim logaritmu, u néhoz mizeme volit z vétsiho poc¢tu vétvi. Zde volbu podii-
dime volbé integrac¢ni drahy, kterou zvolme nejdrive.

Zafixujme velmi malé ¢islo € € (0, 1), velmi velké éslo R > 1 a velmi malé éislo n € (0, 7).

Definujme ktivky:

©1,Ren(t) = pro t € [e, R]

Y2, ry(t) = Relt pro t € [n, 2w — 1)
03 Ren(t)=(R—t)e ™ prote[0,R— ¢
Paen(t) = e pro t € [n,2m — 1)

a PRemn ‘= P1,Re,n 2 Y2 R 2] ¥3,R.e,m S2) P4,e,m

Obrazek: Vyuzivame kiivku majici kladnou redlnou poloosu
(nespojitost naseho logaritmu) ve svém vnéjsku

Vétev logaritmu nyni zvolime tak, aby byla holomorfni na vnittku zvolené kiivky. Volime proto logarit-
mus s argumentem probfhajicim interval (0,27). Tato volba se projevi jak pti vyhodnocovani diléich integralu,
tak pri pocitani rezidui.

Zabyvejme se nyni integraly pres jednotlivé k¥ivky. (Residuovd véta) ndm dévd pro vSechna e,7 dosta-
tecné mald a R dostatecné velkd:

k
PR,e,n

Jj=1

Déle si povSimnéme, Ze pro R dostatecné velké diky ristové podmince pro funkci f (natvrdo odhadnu velikost
(neni tfeba Jordan)) plati na (p2, R, 1)

|27 £(2)] = 1f(2)] [oteDbos

~ [ prvni Log - C |
~ |a ostatnf log = R|

el

/ 2271 f(2) dz
$2,R,n

Protoze f je holomorfni v poéatku, je na jeho okoli omezena. Odtud (obecnou mocninu opét odhadujeme
jako vyse, tedy 2% — 1| < |z|*71)

/ 2271 f(2) dz
Paen

pri¢emz limita je stejnomérnd viaci n € (0,1). Nyni si uvédomme, Ze ke kazdému libovolné malému & € (0,1)
existuji Ry > 0,&0 € (0,1) a no € (0,1) takova, ze

/(pl’R’m 227 f(2)dz — /OOO 27 f(x) da

|f(Z)| ’e(a—l)(log |z|+iarg z)

= |f(2)| ot 10z = |FElzl" ! < Clef*

‘e(afl)iarg z

/ cevi v s, - - R—+o0
a proto mame zajisténo chovani v nekoneénu: < C2|* Py, SOl TTET0.

6*}04,

< O)]o M, < Ol T8 0

Pd,e,m —

<£ pro vSechna R > Ry , € € (0,g9) an € (0,10).
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Pii préci s integralem pfes kiivku o3 r . 5 pracujeme podobné. Dojde vSak ke dvéma zméndm. Jednak se zméni
znaménko (diky obrdcenému smyslu obihdni). Déle je ve vyrazu

a—1 (a—1)log z

z —e — e(afl)(log\zH»zargz) — ‘Z|thlel(o¢71) arg z

pro n blizké nule argument logaritmu blizko k hodnoté 27. To se nakonec projevi multiplikativni konstantou

eila=1)2m — g2 A tato multiplikativni konstanta zabran{ odecteni integralii pies ©1 re, & ¥3.R.c.n
° 271 b
Celkové jsme dostali /0 2" f(x)dz = 1 oizna Z Resq, 271 f(2)
j=1
Priklad

Zadani: Za pomoci pravé predstavené metody a ¢astecnych vysledkt spocitejme

Ooxa—l
/0 ,8—|—xdw kde o € (0,1) a 8 > 0.

v Reseni:

1
o Funkce f(z) = 51z mé vSechny pozadované vlastnosti
z

o Pii vypoétu rezidui pouzivime vyse zavedenou vétev logaritmu (resp. obecnou mocninu) s argumentem
z intervalu (0, 27))

> ol dee 2T o z7b 2mi a1 2mipoTlemie)
0 5 +x T = 1 — ei2ma €S—p z+ /6 - 1 — ei27c (_5) - 1 — ei2ma
< gl 2i 1
= de = np% 1 — = _6
0o B+x eima —eTima gin(1q)

1
D) Integrily typu / x* (1 —x) " *f(x)dx alias ,,éinka”
0
Tento typ integralu se da resit dvéma zptsoby:
oo
1) Substituci a prevedenim na pfipad ,pacmana” — / 7 f(2) da
0

2) ReSenim pi{mo a zavedenim integraéni kontury tzv. ,éinky”, coz je nasledujici postup:

Budeme predpokladat, ze o € (0,1) a funkci f miZzeme holomorfné prodlouzit na C s vyjimkou koneéné
mnoha bodt ay, ..., ay , z nichz zddny nelezi na tsecce {z € C: Re z € [0,1],Im z = 0}. Navic pfedpoklddejme,
ze funkce f ma odstranitelnou singularitu v nekonecnu.

Kromé toho, ze jsme do komplexni roviny rozsitili funkci f, potfebujeme holomorfné rozsirit také funkci
2% 1(1 —2)7® . O to se ndm opét postard vhodné zvolena vétev logaritmu. Tentokrat bude mit rozsifena
funkce 2~ 1(1 — )~ skok na tise¢ce {z € C: Rez € (0,1),Im z = 0}.

Reseni zah4jime volbou integraéni drahy. Zafixujme velmi malé éislo € € (0,1), velmi velké ¢islo R > 1,

velmi malé ¢islo n € (0,7) a é&slo § € (5,7) takové, aby na tsecce {te? : ¢ > 0} nelezela zadn4 singularita
(takovy paprsek jisté najdeme, nebot bodu se singularitou je jen konecény pocet).
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Definujme kiivky:

Y1,en(t) =t +icsiny pro t € [ecosn, 1 — e cosn) C \
P2.0(t) =1+ ee'™) pro t € [n,2m — 1] \ o
@3.en(t) =1—t—iesinny prot € [ecosn, 1 — € cosn)] P2

Pa e 0 (t) = e ™0 proten2r—0-n | [ Y Y/
©5.Remo(t) = et pro t € [¢, R)

P6,rmo0(t) = Re'T0) pro t € [n, 27 — 7]

01 Remo(t) = (R —1)e'=" prot € [0, R — €] \‘ /
Ps,emi0(t) = ee’mH) prot € 27 — 0 + 0,27 — 7]

A PRemn0 ‘= Plen 2] ©2.e,m 2] ©3,e,m S2) P4,e,m;0 S2) ©5,R,e,m;0 52 ¥6,R,n;0 2] P7,R,e,m;0 S2) ©8,e,m;0

Zkusme zavést rozsifeni fece z%7 (1 — 2)~® na holomorfni funkci. Za¢neme piepisem do vhodnéjsiho tvaru:

1 T @
a—1 1— —a _
. ( z) r\l—2x

—_————
Nepracujeme s jednotlivymi pracujeme s nimi
funkcemi oddélené dohromady

z
1—

« «
Nyni funkei z (f) rozsifime na z — ( ) prostiednictvim volby vhodné vétve komplexniho lo-

garitmu.

1
Zobrazeni: z — T =—-1+ T— je dobre definované na C*, je prosté
—z —z

zobrazuje na mnozinu

amnozinu {z € C:Rez € [0,1],Imz=0} ——> {z€C:Rez€[0,00),Imz=0}U {0}

[0}
Volime proto logaritmus s argumentem probihajicim interval (0, 27) a dostdvame tak funkci % (1fz> , kterd je
holomorfni na C\ {z € C: Rez € [0,1],Im 2z = 0}.

(e}
e Nez vyhodnotime integraly pres jednotlivé k¥ivky, zkusme prostudovat chovani argumentu vyrazu (1:2)

pii integraci pres kiivky ¢1.c,n @ ©3.¢,1-

@1,5,77 SDB,E,U
Jednak pro body tvaru t + i, kde t € (0,1) a d > 0 Naopak pro body tvaru t —id, kde t € (0,1) a § > 0 je
je velmi malé ¢islo, mame velmi malé ¢islo, mame
t+i6  (t+i6)(1—t+1i6)  t—t2— 62+ t—i6  (t—i6)(1—t—1ib6) t—t*—6*—id
1—(t+46)  [1—t—did2 — [1—t—d52 | 1—(t—id)  |[L—t+id]2 |1 —t+id]?
Bude-li tedy t odrazeno od ¢isel 0 a 1 , postupné Bude-li tedy t odrazeno od c¢isel 0 a 1 , postupné
zmenSovani Cisla 6 povede k tomu, Ze argument zmensovanl Cisla 0 povede k tomu, Ze argument vyrazu
vyrazu % pujde do nuly = (t 25) pujde do hodnoty 27
[eY « « i
(V‘yraz (12) pak jde stejnomérné k (ﬁ) ) (Vyraz (lfz) pak jde stejnomérné k (ﬁ) e2”°”)
Nyni jiz mizeme vyhodnotit integraly pres jednotlivé kiivky. Predné, protoze bodu aq,...,ax je jen konecny

pocet, jsou-li €, dostateéné mald a R dostate¢né velké,

, ) 1 z « . . k 1 z @
mame: /(pR’m 2 (1 —z) f(z)dz = 27rzZResaj 2 (1 —z> f(2)

44



o Ddle integraly pTes kiivky 2 ¢y, Pa,e,m:0 & 98,650 Umime udélat libovolné malé volbou € > 0.

[, 3 () o L) e

Jesté si uvédomme, Ze tyto odhady jsou stejnomeérné vici n a nezavisi na 6.

1 «
< 2me- (f) C < e
€ \z

<ly,.., <max

$2,e,m

Napf. pro ¢ ¢ :

 Vyhodnotme integral pres g r:0. Ten umime uéinit libovolné blizky hodnoté 27wie’™* lim,_, f(z). Sku-
tecné, pro R dost velké je f(z) libovolné (stejnomérné) blizko klim. ;. f(2), 7 je libovolné (stejnomérné)

blizko k ¢éislu —1 . Kde jsme a-tou mocninu definovali holomorfné na okoli bodu —1 a plati (—1)* = (e”)a

1
Navic vyuzivame: / — dz =27
Cr(0) #

(ve skutefnosti neintegrujeme pres celou kiivku Cg(0), ale volbou 7 velice malého se umime uvedené hodnoté
libovolné pfiblizit). Proto jsme dostali (znaku konvergence dévame vyznam popsany vyse)

/ ! ( : )af(z) dz — 2mie’™ lim f(2).
$6,R,n;0

z 1—=z Z—00

o Dale integraly pres kiivky s rem0 @ ©7,Ren6 S€ s libovolnou presnosti vyrusi, opét nezavisle na 6. To
umime zaridit pro zafixovand R a € postupnym zmensovanim cisla n diky stejnomérné spojitosti integrandu.

1 z « 1 z *
Tedy / ( ) f(z)dz +/ ( ) f(z)dz =0
$5,R,e,m;0 z 1 -z $7,R,e,n;0 z 1 -z

o Pripomenme jesté vysledky ziskané vyse, podle nichz se integralem pfes kiivku ¢1 R, umime libovolné
piiblizit zadanému integralu a integralem pies kiivku @3 g, zase —e2™_nisobku zadaného integralu.

Pak /D 1( z >af(z) dz %/01 2o Y1 - 2) " f(z) de

z\1—-z

1 z @ 2mo ! a—1 —a

a - f(z)dz — —e 2 (1 —2) “f(z) dz.
P3,en 1-=2 0
! i o 1 2z a
~ ‘ a—1/1 —a _ - _ aima s
Celkové mame /0 2T (1 —2)"%f(z)dx T oawai 7:21 Resy, ok g f(z) —e Zli)rr;o f(2)

Priklad

Pro kazdé a € (0,1) méme:

211 21 ™

1
-1 —a — 4 =
/0 2L —a) e = g (o) = oo e = sin(mov)
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E) Integraly typu / f(x)log(x) de  alias ,logaritmus”
0

Budeme predpokladat:
e Funkce f je spojita a suda na R.

o Existuje kone¢ny pocet bodu ay,...,ar € {z € C: Imz > 0} a rozsifeni funkce f, které je spojité na
{z€C:Imz > 0}\{a,...,ar} a holomorfni na {z € C: Imz > 0}\ {a1,...,ax}.

e A navic plati ristovd podminka: max |f(2)|Rlog R Rzyeey),
{z€C: Im 2>0, |z|=R}

Tentokrat budeme pracovat s funkef logaritmus takovou, Ze jeji argument lezi v intervalu (—Z, 3) (nfze uvi-

dime, Ze potfebujeme interval obsahujici [0, 7] ).

Zadefinujme jesté integracni drahu. Zafixujme velmi malé éislo € € (0,1) a velmi velké ¢islo R > 1.

Definujme kfivky:

V1,Re(t) =t pro t € [¢, R]
©2,r(t) = Re" pro t € [0, 7]

V3 Re(t) =t pro t € [-R, —¢]
0a(t) = ee!™ )  prote [0, 7]

& QRe ' =¢1,ReDY2RDPY3ReDParc

Obrazek: Potrebujeme, aby polopfimka nespojitosti lezela POIOPI}/mka.
v zaporné imaginarni poloroviné 1 nespojitost

Nyni vyhodnotime integraly pres jednotlivé kiivky. Protoze bodi aq, ..., ax je jen konecny pocet, je-li € dosta-
tecné malé a R dostatecné velké, mame:

k
(2)log 2z dz = 2mi Z Res,, (f(2)log 2).
PR,e j=1

Déle diky rustové podmince plati:

(2)logz dz

< €¢27R<max>|f(z)logz| < 7R max |£(2)|log RE+ 0.
P2, R,e

Y2,R {z€C: Im 2>0, |z|=R}

Navic diky spojitosti funkce f v pocatku mame

04

(2)logz dz| < Ly, (max>|f(z)10gz| < 7eCloge "5t 0.
P4,e

P4,e

Déle dostdvame (zvétSovanim R a zmenSovanim e se muZeme libovolné ptibliZit integrdlim na pravych strandch)

0

/ f(z)logz dz — f(x)logx dx
$1,R,e

0
7] dz= f 1 +im)dx .
a /%R,E (2)log z dz /_O<> (|z]) (log || + i) dz
o0 o .
Celkoveé: 2/0 f(z)logz dx +i7r/0 flx)dz = QWi];Resaj(f(z) log z)

o0
Pozndmka: PovsSimnéme si, Ze jsme navic zjistili, Cemu se rovna / f(z) dz
0
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Priklad

Zadani: Spocitejme integral:

/°° log =
——— dx
o (1+a?)

v Reseni:
vy ) 1 o . . . . L
e Na mnoziné {z € C: Imz > 0} ma funkce f(z) = W jedinou singularitu a tou je dvojnasobny podl
+z
v bodé i

e Proto pro vypocet rezidua tentokrat pouzijeme (2. pravidla pro vypocet residui)

Dostaneme:

logz _ .~ logz /:lim%(z—&-i)?_Q(z—ki)logz:77.4741'(1%):

Res; 5 ! - ! - il
(]_ + 22) z—i (Z + Z)Q z—i (Z + 2)4 16 8

Diky tomu po dosazeni do obecného vysledku dostavame

o0 1 o0 1 - 2
2/ Lx?dxﬂ‘w/ — = dr=2mic+i=-T ;T
o (1+2?) o ( 8

Odtud / logr g
0 (1+27)

N
s
o\

8
_
-
()
o
Il
e~

Poznamka:  Predchozi integral dokonce existuje jako Lebesguetv.

F) Integraly obsahujici exponencidlu alias ,ziletka”

Tentokrat neodvodime obecny postup, ale ukazeme si vypocet konkrétniho prikladu
Piiklad

Zadani: Pro a > 0 spocitejme integral:

[ S o

v Reseni:

o Nejprve si integrél prepiSeme do vhodnéjsiho tvaru (prechod k integrdlu ve smyslu hlavni hodnoty
zpusobuje singularita v pocatku)

[ ) gy LT g e [T e
o sinhz 2 J_ sinhzx 2 o Sinhz

oo -

o V tlohdch naseho typu se d4 vyuzit periodicity komplexni exponencidly, diky niz mame sinh(z + 27i) =
sinh z na C.

Tato vlastnost ndm pfinese jisté vyhody pii nasledujici volbé integraéni drahy (pokousime se obihat pés
{z € C:Im € (0,27)}, ddvdme si pozor na kofen jmenovatele v po¢dtku a jeho kopii v bodé 27 ).

Zafixujme velmi malé ¢islo € € (0,1) a velmi velké ¢islo R > 1.
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Definujme kiivky:

©5 R,e 2i P3,R,e

01 Re(t) =140 prot € [, R) f O ﬁ
w2 r(t) = R+t pro t € [0, 27] Pae

Y3, Re(t) =R —t+2mi prot € [0, R — €] ©6,R + i PY2,R
©ae(t) = 2mi +ee” " pro t € [0, 7] P8,e

05 Re(t) = —t + 2mi pro t € [e, R) k} Q j
ve,r(t) =—R+i(2m — 1) pro t € [0, 27] YT R.e 0 PLR.e

prre(t) =t 410 pro t & [=R, ~¢] Obrazek: Kladné obihan4 k¥ivka z prikladu
Ps,e(t) = ™Y pro ¢ € [0, 7] na integral obsahujici exponencidlni funkci.

& YRe = P1,Re DPY2,RDPY3,Re D Vs DYsRreDPs,rDPrRe D P8,e

Uvniti obihané oblasti se nachazi jesté jedna singularita v bodé mi, kde mé jmenovatel jednonasobny koten.

eiaz eiaz iaz e~ Ta e~ Ta
Proto: / -~ dz = 2mi Resy; s = QwiT = 2mm =2mi—— = _9mie~Ta
YR sinh z smh z smn z|,_ ., 5 5

Déle pii integraci pies kfivky ¢4 a ¢s pouzijeme Tvrzeni o obihani ¢ésti kruznice (LOOPN1). Dostédvame:

eiaz e0, ] eiaz ‘ eiaz ] 6727ra .6727ra o
/ nh dz —" —mi ReSQﬂ—i T =Ml = —Wlm = —Wlﬁ = —Te 2ma
oa. Sinhz sinh z sinh’ z|,_o., R B =
a
eiaz 5—>0 ] eiaz ' eiaz ' e0 )
- dz =" —m7i Resg — = — T = —mi = —mi.
g Sinh z sinh z sinh’ z|,_, cosh 0
Jesté si povSimnéme, Ze mame:
) ) eiaz eiaz 0o eiax
lim lim / - dz + - dz = p.v. - dz
€04 Roo J, o sinhz orn. Sinhz _ oo Sinhx
a
] ) elaz gtaz 00 eia(z+27ri) B oo giax
lim lim - dz + > dz = — p.v. - dx = —e %" p.v. - dzx
e=04 R—o0 J,,, o sinhz 05, R,e Sinh 2 _s sinhz oo Sinhx
zaz iaz
v v R—+o00 e R—+4o0
Konecéné / o dz""="0 a / - dz"" =70
0o p Sinh 2 po.r SiNh 2
nebot pro z; + izg € C spliiujici |z1] = R a 29 € [0, 27] plati:
eiaz ‘ezazl e—0%2 ’ e—az2 1 Rest00
- = . — <2 < = i 0.
sinh z les1ei%2 — e~ 217122 [ler] — le=#1]]| el —e~
Celkové jsme ziskali:
2
o axr —TTa —TTa
e 1 . . ) ) 1—e 1—e ) Ta
p-v- - dx = 5o — 2mie” T + mwie 2T 4+ ;i = i ( ) =i = mitanh —
_oo Sinhz 1 —e2ma (1 —em) (14 e ") 14 e 2
~ -
sin(ax 1 ) Ta Ta
Proto: - (az) dr = — Im mitanh — = — tanh —
o sinhz 2 2 2 2
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2.6 POZNAMKA K TYPUM INTEGRALU

Rozlisujeme 3 typy existence integral:

e Lebesguetv integral

e Newtontv integral

o Integrdl ve smyslu hlavni hodnoty (p.v.)

Lebesgueuv integral

Vyzaduje absolutni konvergenci

. 1 . 1
Vyzadujeme lepsi pokles, nez —— v okoli nekonecna a zaroven pomalejsi rist nez —— u nuly

(z)!
Napriklad: exponencialni pokles v okoli nekonecna
Newtonuv integral

Vyzaduje alespon neabsolutni konvergenci
Diky neabsolutni konvergenci se ndm nékteré ¢leny mohou vhodné odecist

Naptiklad: sin(x)/x

Integral ve smyslu hlavni hodnoty (p.v.)

()t

c b—e c
p.V. / f = lim (/ f—l—/ f> ;  pokud existuje
a =0t a bte

Napiiklad: 1/x okolo nuly

2.7 POZNAMKY A POCETNI TRICKY

Pripomenuti stfedni skoly:

|
o
-+~

=X
Tt

Problém: 22 + y? = 2z je predpis pro kruznici, jak ale najit jeji stied a polomér?

2?4 y* —20=0

=>Doplnéni na ¢tverec

Doplnéni na ¢tverec je prevod problému do tvaru rovnice:

a=1
2 2 d=-1
ar®+br+c — b= - z°—=2z4+0 1
€= —
CcC =
. 2 b b?
Nalezneme koeficienty: alx +d)* +e kded:Q—; e=c— -~ =
a a
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=>Dosazeni do predpisu pro kruznici

X = posunuti v x
(r— X +@y-Y)>2=r* = Y = posunuti v y
r = polomér kruznice

X=1
(x—1)72%+@)?*=1 — Y =0 - S=[,0;r=1
r 1

=>Reseni kvadratické rovnice

—b++vD

O=az?+bx+c — D=0 —4ac — T1,2 = 5
a

Vysokoskolské tricky:
= Vypocet komplexni odmocniny

Pozorovéni: O cisle i se dd uvazovat jako o ,rotaci o 90°7, tihel cilového cisla = 3

Piiklad: :"=2i < z= V2 Piiklad: :"=-1 & z=+{/-1
.o . 7 7 7’ v/ . 7T
1) Zjistit thel cilového éisla, zde 2i — ¢ = 5 1) Zjistit thel cilového &fsla, zde —1 — o = 7

2) Prevést do exponencidlniho tvaru:

. . .
zletn = V2 zeln = ein

2) Pfevést do exponencialniho tvaru:

Y0zl eln = Wz zel = {265

n

3) Hled4ni kofentt ve tvaru: /2] e!(F %) 3) Hledani kofenti ve tvaru: {/]z[ /(2 1%")
k=0: 2= 2e(F+0) k=0: 2= cl(5+0)
k=1: 2= 2e(5+%) k=1: 2 = (F+5)
s w(n— (o 27(n—1)
k=n—1-: 2y = 7L2€'L(%+2 (” 1)) k=n—_1: 2y g = el(n+7n )
k=n: Zn = 20 k=mn: Zn = 20
Poznamky:
Pozndmka: Pro obecnou mocninu plati [z%*| = |z|® bez ohledu na zvoleny interval argumentu logaritmu.

Pozndmka 2: Funkce o € (0,1) — / 1 f(x) da se nazgva Mellinova transformace funkce f.
0
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3 FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice 4 (Schwartziv prostor).
Prostor Fourierovy transformace nazyvame Schwartzovym prostorem:

S R") ={f€C®R") : ||z*D’f|| o <o00; Va,B€ Ny}

Vzorecéek: Fourierova transformace (FT)

f:R*" = C,fe L' (R"), €¢cR"... v 1D - navijeci frekvence” , z € R™... ,v 1D - ¢as navijeni”

FT: fO=FN© = [ f@e i es @)
Zpéind FT: f@ =F @ = [ roeta e s @)
(a pokud piejmenujeme proménné)  f(€) = F1(f)(€) = R flz) e dz  e.7(R")
Vazoredky:
Derivace v multiindexu: popo O e e e

a oMozl . oxhr’

Pozndmka:  DP f: znaéi derivaci fce n proménnych podle multiindexu 3, ktery ma n slozek

Konvoluce: (fxg)(x) = - flxz—y)g(y) dy

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace:

« FUNEO=FH (9, FUNEO=FF)E. FHEO=F)©
o F(flx—2)=eCF(f)(€), VzeR"
o F(HE—n)=F (27" f(2)) (€), VneR"

+ F(fen)© = 7@ (), o

o fsudd/lichd v x; = F(f) suda/lichd v §;

o F(Df) (&) = 2mi&)"F(f)(&), FHD ) (€) = (=2mi&) " FH(£)(€)
« DY(F(E) = F((=2miz)* f(2)) (§), D*(F'(f)) (&) = F~ ((2miz)* f(2)) (€)

. / ff(g)da::/ F(f)gdx, totéz pro F~!
R™ R

o F(f*9)(©) =F(f)E) Fla)(€), totéz pro F~*
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Rozsifeni F.T. mimo . (R"):
e feL': = F(f)eCR")NL>®R") (totéz F!)

Pokud je f € L' a F(f) € L', pak F~Y(F(f)) = f

. felL* F(f) = Jim f(z)e 2™ dg fel? = F(f) e L? (dusledek vlastnosti FT)
—°° JBRr(0)

aplati:  |f[| 2 n, = IF N 2gn, = IF 200, (Planderelova rovnost)
Priklad
Zadani: Vypocitejte Fourierovu transformaci F(f)(§) z charakteristické funkce intervalu [—1,1]:

1 ze[-1,1] — I

f(@) =X_1y(z) = {0 v ¢ [71’ 1 )

v Reseni:

Fourierova transformace: §#0

o0 ) 1 ) —omigz ! - :
FO =700 = [ o) e s = [ e g - | ST o (aisinng) | T

1
f@=ﬂﬁ@=13:m L Fie spojith v B

Pozndmka:  Vime, ze x| 1)(x) nalezi jak do prostoru L', tak do L?, tedy f existuje ve smyslu L' i L?

Zpétna Fourierova transformace aplikovana na f:

Pozndmka: ¢ L', ale feL? tedy f’l(f) (7) je pocitana ve smyslu L?

FH()(@) zf‘l<f(f))(x) = /Oo igsin(mrg) 2™l ¢ = /Z 2737 (e2ﬂi£(z+1) _ e2m‘f(z—1>) d¢

oo T _

oS} 2wl
Parametrisujeme si integral pomoci o I, = / ° — d¢
oo 2miE
e Horni polorovina, a > 0 / :/ +/ _|_/ _|_/ =0 (lajdacky zapsano)
® el »2 ¥3 P4
=91 DP2®p3Dpa
R—o0
/ + — I,
el p3  e—07T
994 R (LOOPN1) eQ'frifa 1 1
— 0—m)i R = —mi— =—=
V2, /w o (0 m)i Resg ( omic ) Momi T T2
P1,R.e /—D P3,R,e Rsoo .
— 0 Jordan) pro a > 0, Mp ~ —
r7 2 I 7 — 1 1
Zadny pol v Int(p) = f¢ 0 = 0=1I,+ <2> = |I, = 3




e Spodni polorovina, o < 0 /:/ +/ +/ +/ =0 (lajdacky zapsano)
P el P2 ®3 p4

P =p1Dp2DwsDpy

R— o
+ — I,
—R — 0 — R /@ /¢3 st

e—0t 211

2mié

R—o0 1
/ — 0 (Jordan) pro ao < 0, M ~ =
%)

Zédng pél v Int(p) = [, =0 o oo+l o ot
a 2 o 2
S > 1 . e
e Treti pripad, a =0 i d§¢ = Rh_{n b.v. 2771,5 =0
o o0 -R

(LOOPN1) eZ'n’ifa 1
/ —>  (2r—m)i Resg ( ) =TMi— =
©2

2

Provedeme dosazeni do parametrisovaného integralu

/‘X’ e2mita A /Oo 1 o2ri€(@+l) g /Oo L e2mit(z=1) q¢
. 2mi€ oo 2mi€ oo 2mig

a — (z+1), (x-1)

FUH@) = ¢ [-1:1]
—  (x+41), (zx — 1) maji stejnd znaménka (bud —, — nebo +, +)

(tedy oba integraly jsou bud a < 0 nebo « > 0)

r=—1 = z4+1=0az—-1<0 = f—l(f)(x)=0—(—;)=;
r= 1 = z4+1>0az—-1=0 = .F_l(f)(x):%—():%
N
1 ze(-1,1) o__ol
Celkem: f’l(f)(x):]-"l(}"(f))(x): Loge{-13u{1} le ol
0 z¢|[-1,1] >
—1 1

Pozndmka: Vidime, ze F 1 (]—'(f)) (z) = f(x) pro s.v. z, takze ndm to skoro vyslo :).
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Priklad
Zadani: Proa >0 a xz € R" spocitejme Fourierovu transformaci funkce f:

flw) = weolet

< a2\’ ax? ax? 1 a2\’
v Reseni: Nejprve si vSimneme, ze (e ar ) =—2axe ¥ — xe W =-—-— (e ar )

X Vypocet v 1D (x € R)

e Tento typ prikladu se vyplati pocitat nejprve v jedné dimensi

(kde je situace Castokréte jednodussi) a pak zobecnit na R™. 5
e—a:z: 1
—az? _ _i —az? ! _ : _
F (a:e ) & = 2@}" ((e ) ) (&) = (Vlastnosti FT) =
1 2 —ax?
= ——2mi e =... xre
So2mig F () @

7z v/ 7 v 7 — 2
e Nyni vypoditdme, ¢emu se rovna F ( e T ) &)
binom: (A24+2AB+B2)

) 2.2,2 2.2,2
—az? z_def. > —az? —2mixz€ e (12_*—2'%”71&_*—7r ;2§ ) a‘(7T ;25 )
Fle (&) = e e dz = e e de =
o0

o0

o0 oo
_ mig)2 _ m2¢? n2¢2 _ mig )2
:/ e o(e ) o dr = o oo+ %) dp = .

— 00 — 00

o Nyni vypocitdme pomoci (Residuové véty), ¢emu se rovna integral I, zavedenim komplexni funkce:

- 2

fi=e %
Definujme kfivky:
H=t4ils te[~R,R); 1(t) = 1dt Im
pi(t) =t+i—  prote[-R R pi(t) = . 2!
7 . 7
R—i o L(t) = —idt s

wa2(t) = R—it prot € —00 ©h(t) = —i Aoy a 0o ¥
p3(t) = —t +0i pro t € [-R, R]; os(t) = —1dt ) 0 ©3 Re

) & , ‘ < <
pa(t) = —R+it prot € 0,; ; Py(t) =1idt
Funkce f jest holomorni na Int ¢, tedy (lajdickym zapisem): / = / + / + / + / =0

¥ el »2 3 P4
Integraly nep¥ispivajici (,hamouni jedni!”):
0 0
N / f‘ _ / o2 4y | = ‘/ o—a(R—it)? | —i) dt ‘ _ ‘ _/ o—a(R*—2Rit+i*t*) g4 ’ _
»2 ¥2 _%g N~~~ _"'Tg
[il]=1 '
0 0 R
— _/ efaR2 ea?Rit eat2 dt < efaRz/ eat2 dt < efaR2 . lg eaﬂj§2 :O 0
_n¢ ~—— _z¢ a
a Il e®t]|=1 g
konstanta

0 0 0 2.2

x2¢
> kde jsme v posledni nerovnosti odhadli: / e dt < / [max] e dt = / e’ oz dt
_n¢ _r& ,Lf’() _r&



juss juss
= / f‘ / e 9% dz ‘/ e~ a(—R+it)? i) dt“/ o—a(R*—2Rit+6%) g4 | —
4 w2 0 ~~ 0
lill=1
€ usgs
Ta 2 . 2 2 [Ta 2 2 T x2¢? R—yo0
_ / e—aR ea2th eat dt S e—aR / eat dt S e—aR ~—£ea7 N 0
a
’ leif] =1 0 —
konstanta
eaﬂ2§2
Grafické znézornéni odhadu integralu:
us3 s
a 2 a aﬂ2§2
e™ dt < e’ a2 dt (1T2 (LIQ e
0 0 s
€ € a
Integraly prispivajici: => / f—I;
el
Y a2 7 [tabulkovy
=> f= e ™ (=1)dt — - e dr — —/- . .
©3 -R —o0 a integral

x2¢2
Celkem tedy dostavame: I+4+0+ (1 / 7r> +0=0 = I= UE = ]_-(e,mg) (€) = e s
a a a

A daAassl: F (w e—“ﬁ) () = —%mg F ( e_‘”z) € = |F (m e—aw2) ©=-"2 T e

o Nyni nalezené feSeni zobecnime do vyssich dimensi!

X Vypocet v nD (x € R™)

N 00 N 262
f(e—a\x\2> (5) :/ e—aZa:Jz. e—QTriZJ;jﬁj dz = H/ e—aacf e—27rix,-£j dxj _ ( 7T> e_%
n a
j=177%°

2 T\T e
= F(e*"lx‘ ) € = (7) e e
a
Pro nés piiklad déle déava smysl uvazovat f(z) = x; ealel? proje€{l,...,N}
5 1P i ~2|¢|2
A tedy nakonec dostdvame: F (x e~all ) &) = S (f) i
a \a

Pozndmka: Proa=m je F ( e*‘“”Z) & =F ( 67”2) = e e (a = 7 je pevny bod dané FT)
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Priklad
Zadani: Proa >0a (€ Rspoctéte: F (e l*lsin(Bz))

Vysvétlete také, jakou definici Fourierovy transformace pouzivite a proc.

v Reseni:

—a|z|
. . . . a>0
Nejprve si vykreslime e~®*l a e~llsin(fz) : ¢

T~ \/\‘

e—alz] sin(ﬁ:[)

Pro a>0,8€R je flz)2L e—elvlgin(Bz) € L' (R) Proto lze pousit standardni definici na L!(R).

Protoze je funkce f licha, méame:

o ‘ oo 0
.7-"( e~ol=l sin(ﬁx)) :/ e lsin(fr) e e Az = / el sin(Bx) [cos “§) —isin 21z - )] do =
licha lich
00— — oo . 1
= —i/ e ?l*lsin(Bz) sin (2rzf) da = —22’/ e *sin(Bx) sin (2rx) do = [gomometmcke] =
- 0 vzorce
suda

cis(A+ B) =cis(A) +cis(B) = cos(A+ B)+isin(A+ B) = (COS(A) + isin(A)) (COS(B) + isin(B))

cos(A + B) = cos(Aycos(B) — {sin(A) sin(B);

—(cos(4 — B) = cos(A}eos(B) + {sin(4) sin(5)))

—  sin(A)sin(B) = %(COS(A — B) —cos(A+ B))

= —22'1 /Oo e~ (cos(Bax — 2mag) — cos(Bx + 2mxf)) do = —i /OO e” " (cos(Bx — 2mzf) dz
2Jo 0

o) oo oo
+ Z/ e cos(fx + 27T3;‘§)) dr = —i Re / oo oi(Br—2mx8) 1. +iRe / e~ oi(Br42mTl) 1. —
0 0 0

00 oo —a+i(f—2m&)]z 1
- Re/ ol—ati(B=2mE)e g, +z’Re/ el—ati(B+278)e 4. — i Re { el ( 3) ]
0 0 0

—a+i(f—2n¢€)
[l-1=1[l.]|=1 [ILI1=1 ]l.][=1
) e[—a+z(ﬁ+27r§)]x - e—ow ezﬁz e—27rz§m o ooz ezﬁm e—27rz§r 0
+ 1 Re - = —i Re - — - =
—a+i(8+27¢) |, —a+i(8—2m¢) Jo —a+i(8+27) Jo

. 1 1 iy 1 _ 1 _
:‘ZRQ(O_ —ati(B-278) T a+i([3+27r§)> _ZRe(a+i(527r§) a+i(5+27ff)> -

{Nyni zlomky rozsitime komplexné sdruzenym jmenovatelem]

—iRe (—a —i(B—-278) -« —i(ﬁ+27rf)> B o i B [ spolecny ]

o2+ (B-2mE)’ a2+ (B+216)° ) a2+ (B+2mE)’ o+ (f—2mE)°  |Jmenovatel

“sin(fr) ) = —i N
= | F (e sin(Ba)) (a2 + (8 +27¢)%) (a2 + (8 - 2n¢)°)
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Priklad

Zadani: Spoctéte

(22

V jakém smyslu Fourierovu transformaci pocitate? Okomentujte!

v Reseni:
. . ) ., def. sin(x)
Nejprve si vykreslime funkci f =
t sin(x)
— N
—————— _———

. R .
Zievné f € L*(R), ale f ¢ L'(R) = F (sm(m)) (&) = lim sin(z) e 2™8 7 dg; (Residuovou vétou)

f je suda funkce, tedy mame:

‘- R 4 R 0
F (bu;(x)) (¢) = Rli_{noo . Lnx(x) e~ ImET qp = ngnoo . 51nx($) (cos (—2méx) + ZM) dx =
lich4
R .. R .. . —
. . )
— tim sin(x) cos (—2n€x) dz = lim sin(z) cos (2méx) de — [gomometrlcke] _
R—co —R X R— o0 R X vzorce

cis(A+ B) =cis(A) +cis(B) = cos(A+ B) +isin(A+ B) = (cos(A) + isin(A)) (cos(B) + isin(B))

sin(A+ B) = isin(A) cos(B)}+ W)

,,,,,,,,,,,, 1
77777777777 - > sin(4) cos(B) = - (sin(A + B) + sin(A - B))
+(sin(4 = B) = {sin(4) co(B)) - cos(A)sim(B)) ’
R . s B R 3 _
— lim sin(z + (2néx)) + sin(z — (27&x)) de — lim 1/ sin((1 + 27é)x) + sin((1 — 27&)x) de —
R—oo J_p 2z R 2 | p T
R . . .. . R iz (1427€) ix(1—27E)
~ lim i/ 1sin((1 4 27€)x) n 1sin((1 — 2w&)x) de — lim i,p.v./ e . do —
R—oo 2t | _p T T R—o0 21 _R T T

[Zlomek se chova jako l/z v poCatku, tam fce neni integrovatelnd, proto ménime typ integralu na p.v.]

R eixa

Parametrisujeme si integral pomoci a: I, := lim dxr, coznam da nasledujici 3 pripady:

R—o0 R x

1 1 1 1
a>0 = €£>-—— < — = €fe|——, — oba 2 zlomky obihaji v horni poloroviné
27 27 27 27
1 1 1 ] ) .
a<l = €£<——;&6> — = fe|—o0, —— 1. zlomek v horni, 2. ve spodni poloroviné
27 27 27
1 ) ) .
= (€ o o0 1. zlomek ve spodni, 2. v horni poloroviné
s
1 1 e'?®
a=0 = &= 5.0 &= or = Jeden integral dava ze sinu 0, druhy davéa ze symetrie vzdy
T T

tedy obéh v horni poloroviné, neb pro druhy integrdl vzdy o = 2
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e Horni polorovina, a > 0

T~

:/ +/ +/ _|_/ =0 (lajdacky zapsano)
© el 2 @3 w4
R—o0
[
ol ©3 e—0t

(LOOPN1) ei:}c « eO
/ —>  (0—m)i Resg ( ) = —mi <> = —mi
»2 e—0+ x 1

@ =91 D 2D 3Dy

—
P1,R.e /N ¥P3,R,e

R—o0 1
-R — 0 — R / — 0 (Jordan) pro a > 0, M ~ =
w4
Zédng pol v Int(p) = [ = = 0=In+(-m) — [lo=mi
* Spodni polorovina, o <0 / =/ + / + / + / — 0 (lajdécky zapsino)
1 2 3 4
©=1D 2D 3D Py L
R—o0
_ \ 0 ; +/ — I
R _+_ R /901 p3 e—07 “
P1,Re N/  P3,Re
— (LOOPN1) pRETS 0
/ —> (2 —m)i Resy ( ) =Tmi— =i
<P2 e—0t X ].

R— o0 1
/ — 0 (Jordan) pro a < 0, Mp ~ —
w4 R

Zédng pol v Int(p) = [, =0 = O0=I,+nm = |I,=-mi

Provedeme dosazeni do parametrisovaného integralu:

1
o € (—oo, —2>, 1. zlomek v horni, 2. ve spodni poloroviné
™

1 R eim(1+27r§) eim(172ﬂ'§) 1
tim_;pov. [ " de = 5 (Gr) + (~1)) = [0]

R—o0 21 _R z T

1 1
e (€ ( ), oba 2 zlomky obihaji v horni poloroviné

T 2
R _iz(1+27E) ix(1—27E) 1 9%
e e ™
lim — p.v. de = — ] ) = — =
Rl—I>noo 21 p-v /_R T + T . 21 () + (i) 21
1 . ] .
o &€ o > |, 1. zlomek ve spodni, 2. v horni poloroviné
s
1 R etz (1+27E) eir(1-27¢) 1
lim — p.v. dr = — ((— =
REHOOQipV/,R . T z = g; ((=f) + (1)) =[0]

1 1
e (€ {— }, 1 zlomek = 0, 2. v horni poloroviné

2r’ 2w
1 R eiz(1+2ﬂ'§) eiat(1—27r§) 1 o
lim — p.v. dz = — (0 V) = | =
Ao 20 VY /R T + T T (0 (md))

1 1 N T

Sin(x) ™ x e (_E7 ﬁ) Oe——()
Celkem: |F (x) =K% ze{-5=tUu{L})= WX[_%7 FREAS T e o5
0 z ¢ [_%’ %} —). 4;
1 1
Kde jsme FT poéitali ve smyslu L?(R), ale vysla ndm i bodové. o Dy
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Priklad

Zadani:  Spoctéte ((x €ER) — ﬁ)

3
Fl——3
=

V jakém smyslu Fourierovu transformaci pocitate? Okomentujte!

v Reseni:

3

(1+22?2 " (1ta2?

Vykreslime si funkce

/

e 1
Funkce f def. % e na okoli nekoneden chova jako f ~ =, tedy f ¢ L'(R), ale f € L*(R)
x

(1+a2)
;L‘3 R 5(;3 .
Vyuzijeme definice na L*(R) = F[|[——](¢) = lim 726_2’”5“ dz; (Residuovou vétou)
(1+0%) ) 1t
x?’ . 23 )
Funkci g = ———— e~2mET i holomorfné rozsfifme na C:  g(z) = — e 2miEz
(1+22) (1+22)

Funkce f je lichd, vezmeme £ < 0 = « > 0, integrujeme v horni poloroviné a pak liSe dodefinujeme pro £ > 0.

o Vietovymi vztahy nebo skrze diskriminant zjistime kofeny jmenovatele: {—i,4}
e Zajimé nas pouze residuum v i, neb bod —¢ jest mimo integra¢ni konturu horni poloroviny

o Dvojndsobny kofen, = vyuzijeme (2. pravidla pro vypodet residuf) pro n = 2

e Horni polorovina, a > 0
/ = / —1—/ = 2mi ZResa]. g =2mi Res; g (lajdécky)
®=91Dp2 ¢ el Jp2

Jj=1

R—o0 373
/q)1 — f((H_m?)Q)(é)

R—o0 1
/ —> 0 (Jordan) pro ao > 0, Mg ~ —
@2 R

R—o0 SCS .
/ga/<pl+0 f<(1+z2)2>(5)2ﬂz Res; g

Dvojnésobny pél i v Int(p)

!
1 _ 3 .
2mi Res; g = 2mi lim [CE=E] (9(2)(z —a)")" V) = 2mi lim ((1_522)2 e 2miEE (5 z)) =

3 / 3 4
z . z .
=2mi li [ —2mig-z 7 =2 li —27i€-z —
1 ZlHli (M(Z i)2 e M) i erni <(Z i)2 e

23 ! . 23 . /
=2 lim 5 ) e 2% 4 2mi lim | —— ) (e72"%) = ...
z—1 (Z + 2)2 i (Z + 2)2
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271 lim
z—1 zZ—1

(z+1)?

-1
3\’ . 2 ) — o) ‘ 3(—1)(24) — 204
< Z > 6727”5-,2 — 9275 lim (32 (Z + Z) Z ) 67271’15-,2 — 9 ( ) N e27r§ _

—-3+1 1
= 2mi + e¥™ = o7i— ¥ = i *7¢
4(=1)
omi lim (e727€2) = 27 lim = (e 2™8 =) (—2mi€) = 2mi - (&™) (—2mig) =
z—i \ (2 +1)2 =i \ (2 +1)2 (2)2
2 (—2mif) 2mE\ _ —4m?i€ omE _ 2.0 27€
= (FaE (e = gy e = e
Pro £ < 0 tedy méme: .7:< ) ) ) = 2mi Res; g = mi €™ + 7% ™S = (1 + n2€)i ™
+x
Pro & = 0 mame z lichosti fce f:
1+ xQ
Pro & > 0 lise doplnime: (m — 728)i e 2" = (726 — m)ie "¢
1+ x2

.'1:3
Celkem: 7 <(2> &)= (7r2€ — sgn(ﬁ)ﬂ)ie—znlé\

Priklad

Zadani: Uvazujte funkci F': R - R
1+ 23
F(z) = ——
@) =113

V jakych Lebesgueovych prostorech tato funkce lezi? Spoctéte jeji Fourierovu transformaci a
vysvétlete, v jakém smyslu provadite vypocet.

v Reseni:

1 2’ +1
Al g1

Vykreslime si funkce 2 + 1,

o Funkce F(z) =

)

1 , L. 1
se na okoli nekonecen chova jako ~ |—
T

tedy F ¢ L'(R), ale F € L*(R)
2 +1
4+ 1

e F(x) neni ani sud4 ani lichd

o Presnéji e LP(R), Vp>1

4 +1

(Residuovou vétou)

3 1 )
Vyuzijeme definice FT na L*(R) = F(F(x)) () = E}im i i 1 e 2T (g
— 00 -R
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J? +1 727ri§-m 23 +1 e727ri§-z

Funkci G holomorfné rozsifime na C: G(z) =
(z) = :,C4+1 (2) 2441 37 Im o
exp <1T> exp <7T>
Vypoéitame kofeny jmenovatele: ¢z =-1 — yz= {/[z]exp (i[5 + %]) s X
m=ep (if) = F 4P m—ew (i) = —F +ig | A
Kofeny jsou: - .
o T
ag = exp (i) = =2 =2, ay=exp (i) = 2 —iL2 e () | e (i)

e Pro £ < 0 mame a > 0 obihdme tedy v horni poloroviné
e Pro ¢ > 0 mame a < 0 obihame tedy ve spodni poloroviné

e VSechny kofeny jsou jednondsobné, = vyuzijeme (4. pravidla pro vypocet residuf)

e Horni polorovina, a > 0

—

2
= / +/ = 2ri Z Res,; G (lajdacky zapsano)
@l w2 j=1

=1 Dy

R—o0
/ T FE@)E)

R—o0 1
/ — 0 (Jordan) pro o > 0, Mp ~ =
©

/w_/mw ey ]:(F(x))(f)_QwiZQ:ResajG

2 poly v Int(¢): a1 a a9

2 3
1
27riZ:Resaj = 2mi ( por +1 exp (— 27Ti§z)> e + <(ZZ4_’_|_—1)/ exp(—27ri§z)) 3 ei%{'} =
3 3 1
= 2mi ( 423 exp 27rz'§z)> s + (24; exp(—2m'§z)) _ eii"} =
) 1 1 .
= 27i exp (—2mi&z) + (| 7+ 3 ) exp(—2migz) =
IS 4 4z e I
1 ] 1 .
1+ Bz eXp( 2mil e 4) +? l+ﬁ exp(72m§e 4) =

K T) exp (~2mig ¢'3) | + 2[(1+ e ') exp (f2m'§ eisf)} -

S (G D) 3]0 )22
_ [(He:) oVEnE o- ws} n {(He %) emsemﬂs} _

_gemg[H V2 f)} eivene y T fwa{H(f f)}ez-mg:

(-
_ Temg[ fzd (Cos(fﬂg) —isin (V2 Wg)) Zkﬁ’fﬁ {2+ V2 zﬁ} (cos(ﬁwf) +isin(¢§7r£)) =

= sz ev2mt [(4 - 21\[2) cos(V2mE) + (2\/§> isin(\/iﬂf)] =| i e¥2"¢ Kl - Z?) cos(v/2m¢) + Z? sin(ﬂw{)}
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= 1D P2 ©»

e Spodni polorovina, a < 0 \
/ — / —|—/ = -2 ZReSaj G (lajddcky zapsano)
»l @2 -
R—o0
—

-R ¥Y1,R— R /
(%]

2"y 2 2

2 pély v Int(¢): as a ay

4

. 7 2+1 , 241
_27rljg3Resaj G - L (Z4 + 1)/ P (_271—252)) z= ei%’r - ((24 1)l P (_27(-252)) z=¢e % -
3 1 3 1
= —9mi 24; exp(2m’§z)) e + (24:3 exp(2mfz)> . T} =

<
<
o
<

- { (1 + e_i%) exp (—277@'5 ei%ﬁ)

-g Lo e oo (e (5 -7)) 500 ) e (ome (7))

= _%i {(1 + ei%) V2t “fﬂg} 3 {(1 + oT ) e V2ne e_iﬂﬂf} =

T mz{H(\f f)} wase T ﬁg{H( V2o \{)}e—ims:

= —%i e V2mé {2 +V2+iv2 (cos (V2r€) +isin (\[Wf)) e V2me {2 —V2+ Z\/i} (cos (V2r€) —isin (\/iwf)) =

= _%i e~ V2me {(4 + 21\/5) cos(V/2m€) + (2\[2) isin(\/ﬁﬂf)}

=|—mie V2 Kl + /j) cos(V2ré) + zg sin(@@]

Celkem tedy mame:

F(F(z)) (€) = mieV?m¢ [(1 - ﬂf) cos(V27¢) + zg sin(\/iwg)] pro £ <0

F(F(z))(€) = —mie V2m¢ {(1 + z‘f> cos(V/2mE) + z? sin(\/iwg)] pro £ >0

F (F(z)) (§) = NaN integral diverguje pro =0
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Priklad

Zadani: Uvazujte funkci F: R3 — R
|z
F(x) = ———.
(z) 14 |=|*
V jakych Lebesgueovych prostorech tato funkce lezi? Spoctéte jeji Fourierovu transformaci a
vysvétlete, v jakém smyslu provadite vypocet.
Pozndmka:  PTipometime, Ze pro f(r) = F(z) a pro t¥i prostorové dimenze plati, ze F (Tr) = Tj, kde
= lim / flr sm (27r|E]) dr
R—o0
(pokud limita existuje). Oduvodnéte, ze dand limita opravdu existuje!
v Reseni:
Vykreslime si v 1D funkee |z|? ! il
reslime si v unkee |z|°, a :
Y T+ [2* ¥ 1T+|2

|z

o Funkce F(z) = T+ ot

ve 3D je hranicni pokles W
x

se na okoli nekonecen chova jako ~

a my mame ~

R

ER

|z

1+ o2

1\
protoze <x|2> = \x|3+5 <

o Tedy € LP(R%), Vp>3

= F ¢ L'YR3), ale F € L*(R?)

na okoli nekonecen. % >1

[
Proto FE@)E©) = Jim [ F@)e 00
R—o0 B,
S axiat1rs : . L. ) < P(r)
To, ze existuje  lim f sm (2nr|é]) dr, plyne z toho, ze dany integral sin(r) dr
R—o0 0 Q(T)

existuje v Newtonové smyslu pro st. P <st. Q — 1.

Pripadné lze argumentovat dikazem Veéty o Fourierové transformaci radidlné symetrické distribuce
(druhd véta)

Poznamka:

Pocitejme tedy ve smyslu vyse uvedené limity:

2 R 3 1 R 3
= ngnoo/ f(r sm 2nr|€]) dr = RLIHOO |§|/0 1:_774 sin(27r|€]) dr = I%Lmoo E|/R 1:_7744 sin(27r|€]) dr =

R
E Rhm Im T4 e?™mlel dr = (Residuovou vétou)
— 00 —R T
J
Poznamka: Posledni integrél existuje jako Newtonuv, pripadné jako zobecnény Lebesquetiv

Pro = F(Tr)(&) =0 (integrujeme nulové siny, sin(0) = 0)
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Pro méme diky absolutni hodnoté || automaticky splnéno, ze vzdy « > 0

Vypoéitéme kofeny jmenovatele: /z= -1 — ¥z = ¢/|z]exp (i [Z + ZE])

w=op(f) = +if m=enl)=—F+if
Kofeny jsou: ... viz. (Pfedchozi priklad)
o= (%) = —F — o, = e (%) = f - if

e Horni polorovina, a > 0

:/ +/ :QWiZResa]. f(r)  (lajdacky zapsino)
el 2

P =1 D P2

R—o0 1
/ — 0 (Jordan) pro a > 0, Mg ~ —
»2 R

-R S017R—) R R—o0 2
/=/ +0 —— |J=2m) Res, G
® 1 ;

2 pély v Int(p): a1 a ag

QWZZReSa = 2mi [((7‘4:‘?1)’ exp (27ri|§r)>

R ‘ 7
= 2mi {(4},3’ exp (2m£|r)> o + (4

v () o () -

- —exp( Varle| + iv/anle]) + T exp (~vEnle| - ivanlel) =
(-
(-

@

o]
e}
o

3
=
m
2

N———

_ —exp f7r|§|> [exp (z\f27r|§|) + exp (—zﬁﬂﬂ)} -

o () s (Vi) 0 (VB o () s )

= Tiexp (f\@ﬂf\) cos (\/§7r\§|) =J

F(Tp)=T, = —Im J=Im1 z—exp (—\/§7T|£\> cos (\/iw\a) =

T o= Varlel
G G e 27l cos (Ve

el

Celkem tedy mame:

F(Tr)(€) =0 pro & =0
- vidime, ze  F (Tr) (£) € L*(R?
F(Tw) (€) = m o= VEIEl og (\@WKI) pro £ #0 o dokorce ]__E F; ES i L1ER3;
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4 THEORIE DISTRIBUCI

Definice 5 (Nosi¢ funkce).

Necht Q CR", f: Q=R

uzaver

Nosi¢ funkce je mnozina supp f = {z € Q, f(x) # 0}.

— automaticky je to uzaviend mnozina

— pokud je supp f navic omezeny, je i kompaktni (kpt.)

Definice 6 (Multiindex).

o Multiindex: o = (o, ..., ap), «a; €Ny

o napiiklad:
n
Lo . .. . s _ aq 150
o Vyska (stupen) multiindexu = jeho celkovy Tad: |a| = z; o, Y 0 3
n @ a‘alf = n . 4
* Pro f : ]R H ]R : D f(z) o aalxl DY aa'lla”.n . 7~
vyska
o Proz e R": 2 = (2, ... ,20™) Oy || = 154

Definice 7 (Zékladni vlastnosti distribuci).

o [D(R)] ... prostor funkei C*°(Q) s kpt. nosi¢em v Q oteviend+souvisld (prostor testovacich fci)

D(Q) ={f € C*(Q); supp f je kompaktni podmnozina 2}

Napiiklad: Q =R, f(z) :{ el na (=1,1) } kde supp f = [~1,1]
0 jinde
o Konvergence v D(QQ) :
Posloupnost {¢,,} konverguje k fci ¢ v D(Q): ¢, 26 p & &)

Pm — @ 2y 0, pokud:
1) 9K C Q kompakt, ze: supp (om —¢) C K vYm € N

2) D%pp, 2 D% <& D*(pm—9) 320 pro kazdy multiindex o

e |D'(Q)] ... mnoZina viech spojitych linedrnich funkcionalti nad D(S), (prostor distribuci)

D'(Q)={T:D(Q) = R, T je spojité linearni zobrazen{}

o Spojitost funkciondlu v D(Q): ¢ 28 o = (T, pp) = (T, p)

e Rovnost distribuci: 7T =T, vD'(Q) <«

(Th, o) = (T2, @) Yo eD(Q)

Pozndmka 1:  Plati, ze D'(£2) je dudlni prostor k D(Q) (tzv. algebraicky duél)

Pozndmka 2: Ekvivalentn{ znadent: (T, ¢) = T(y)
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Definice 8 (Zakladni distribuce).

« Regularni distribuce Ty: (tj. dané ,,obycejnou funkci” f)

L. (Q={feQ—=RVkpt. K cQ: fecLY(K)}

Pro f € L. (Q) def. Ty € D'(Q) := (Tf, ) = / f-odz Vo € D(Q) (dualita)
Q

Kde Ty — nazyvdme reguldrni distribuce s hustotou f, f je generujici funkce distribuce T'f

Pozndmka: Ty=T, << f=g skoro vsudev

o Diracova distribuce §,: Proxz € R" def. (d;, ¢) = ¢(z) Yo € D(R™)

Poznamka 1: 0, neni reguldrni distribuce, neodpovidd zddné (generujici) funkeci

Pozndmka 2: Casto znaéime § = §;

 Distribuce ve smyslu hlavni hodnoty 7}, , .:

Proz eR def. T,,1€ D'(R) := <Tp_v_%, <p> = p.v./

Vzorecky: Zakladni operace s distribucemi

Posunuti 7, 0 b € R™, (kde @ = R"):

« (o) =(T7wp) = [Tp¢l(z) =@ -0
Skalovani Sy koeficientem A > 0, (kde © = R™):
1 T
. <S,\T7<P> = <Ta FS% <P> [S§ @} (@) =¢ (X)

Soucéin distribuce s hladkou funkeci:

e TED (), acC>®(Q), pak aT €D'(Q) — aT(p)="T(ap) Vo € D()

Piiklad: xdp = (xdo, ) = (do, Tp) = xga(x)}xzo =0 = zi=
Derivace distribuce:
« T € D'(Q),« multiindex dimense N, (2 C RY) : (DT, ) := (—1)I*(T, D) Vo € D(Q)
Zobrazeni T +— DT jest spojité vzhledem k —*
Piiklad: Derivace Diracovy distribuce: (D6, o) = (4, (—1)"1‘Datp> = (—1) [D*¢] (0)
— specialné pro d = 1, (tedy Q@ =R) : (61, o) = (=1)"p™(0)

1 proz € [0,00) !
Pitklad: Y (2) = Xjp.o) =
0 proz <0 0 N
T

Y € L. (R)...3 regulérni distribuce Ty

(Ty, o) =Ty, —¢') = —/RYw' de = —/sa’ dz = —[¢ly” = = (0= ¢(0)) = ¢(0) = d(¢p)
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Priklad

Zadani: Zjednoduste zépis distribuce T' € D'(R): zk D"§, kde § = do; k,neN

7=0
j <k ...po derivovani ztistanou ¢leny zF—"
= zustane jen jeden c¢len j = k, protoze kde dosadime 0, kvili Diracovi
j >k ...derivaci se dostaneme na 0
kpns k(T (n—k)
D" = (-1 k!'é rok <n
- [(4)’“(2)/{! D"—%} 0 = =D (k) PO =
0 pro k >n

Definice 9 (Hvézdicka slaba konvergence).
Necht Q C R™ oteviend, {T;},o, C D'(Q), T € D'(Q).
Pak T, —* T (T} konverguje slabé* k T') v D'(£2), pokud

Ti(p) = Tk, ) — (T, ¢) =T(p) ¢ € D)

k—o0

Analogicky zavadime (slaby*) soucet fady distribuci Z Ty =: T podminkou:

k=1
n

li_{n Z (Tk, ¢y = (T, ¢) pro kazdou ¢ € D(Q)
k=1

Véta 12. Charakterizace slabé™ konvergence distribuct

Pokud Yy € D(Q) Elklim Tk (p) vlastni, pak T(p):= klim Ti(p) spliuje T e€D'(Q) a T —~*T
—00 —00

Pozndmka: Pojem slaba* limita pak odkazuje pouze na vysledek ,limitén{” alias T'

Lemma 4 (Postacujici podminky pro koncentraci). (Koncentrace)

Necht {fx}72; € C(R) posloupnost spliujici pro (VM > 0)(3C > 0) :

b
-M<a<b<M = /fk(x)dx <C Vk e N
b
1 0 b
Necht navic pro V(a,b) C R omezeny plati:  lim fr(z)dr = pro 0 € (a,b)
B9 g 0 pro0 ¢ [a,b]

Pak T}, —* 50
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Priklad

Zadani: Ukazte, Ze posloupnosti h,,(x) = ————= konverguji v D’'(R) k §y distribuci.

v Reseni: Pro Vf,, dodefinujeme spojité v 0 (: %) ... tedy pak f,,, € C(R)

b : o mb .
/ lSln(me’) dx _ |: Yy =mx a — ma:| _ 1/ Sln(y) dy

T T dy =mdx b—mb T Jona Y
1 mb : 1 oo :
0€(a,b) = lim </ Smydy> :7/ MY gy =1
—_———

= z (Residuové véty)

. 1 mbsiny . 1 bm am 1 /7 =
Ll = nli%o(w[naydy)viﬂﬂw </0 ) = (G-5)=o =

BUNO N————

b>0
a,b > = Z,— % z (Residuové véty)

Priklad
Zadani: Naleznéte slabou* limitu posloupnosti temperovanych distribuci pro k — oo
Tk =T _2k3g
m(k22241)2
Spoctéte: < lim Ty, cp> pro p(z) = ze
k—o0
—2k%x

L . e d k _
Navod: Vsimnéte si, ze: dz 7022 51) — 7222+ 1)2

a vyuzijte vhodnou vétu na toto téma. Uvédomte si, Ze véta plati i pro temperované distribuce.
Peclivé ovérte splnéni jejich predpokladi.

v Reseni:

7 navodu v zadani zjevné plyne derivacni vztah i pro distribuci: D T__ & =T _ 3.

m(k2a241) w(k22241)2

Distributivn{ derivace je spojitd vzhledem ke slabé* konvergenci, chceme tedy zjistit, co dava

lim T & v D'(R) (popt. ' (R))

k—oo  w(k2z2+1)

k 1 k 1
Protoze: 0§/ — 55— dx g/fﬁdx =
[\77/]'{193 +1 R?Tkx +1

keN >0

5—(-3)=r
1/ dy 1{ ¢ ]00 1
== = — |arc =
TJrgl+y? T« &Y

v limité horni = spodni mez

kx =1y
kdx = dy

0 —0o<a<b<0 UO<a<b<x

b _
A tés: /Eédz: kr =y a— ka :l/ﬁz 1 a<0<b v limité £ (2 - (-%))
o Tk222 41 kdr =dy b—kb| = /Jzgl+y? . .

—0<a<b=0U 0=a<b<x

v limiteé i ((l — (7%)) nebo % (% — ())

N|—

Tedy  lim <Tk, © ) = koncentraéni lemma = (4, ¢) = ©(0)
k—oo w(k202+1)
Ovérili jsme predpoklady P i s - /
(Lemmatu o koncentraci) roto oo <Tw(kai’§3:”1)2’ ‘P> = (D¢, p) = — (6, Dp) = —¢'(0)
= T} —* do e ) Y
Proto pro ¢(z) =ze " je (DJ, p) = —¢p (0):f<xe “5 ) =1
=0
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4.1 HOMOGENNI DISTRIBUCE

Homogenn{ distribuce - pi{slusné realné funkce z* jsou homogenni ve smyslu (tm))‘ = t*z?

Pro A € C zavadime:

A z* pro x>0 AL x»_ )0 pro z >0
T = 2 = (—x)} = \
0 proz<0 |z|* pro <0

Pokud ReA>—-1 = existuje regularni distribuce T, , protoze z) € L. (R)

Pokud ReA< -1 = 777

Definice 10 (Parametrické systémy distribuci).
Necht k € N.
Pak na Gy, :={A € C: RelA > —k—1, —)\ ¢ N} definujeme parametrické systémy distribuci:
{H /\} a {H /\} pomoci predpisu
AEGK AEGk

DT$i+k
By = 05 D02 . 0%k ° <Hxi’ ‘p>:<

Hy, ¢(-2)) Vo €D(R)

5

Vzorecky: Pravidla pro praci s homogennimi distribucemi
. :EHI)\ =H 1 a *tzA =H
+ I+ — X _
. Hr(i = Txi =Ty, kde H jest Heavisideova funkce
e VAeC\{—n,neNp}: DHzi = )\Hzi—l a DHyp = AH x
o Vk € N maji systémy {Hﬂ”i} a {H,x } v bodé —k isolovanou singularitu

DF15, DF15,
k—1 0 _ 0
1) a Res_pHp = 7(]“_1)!7

kde definujeme: <Res_k Hf’?i’ <p> = Res_g <Hfi’ cp> a <Res e Hyx > = Res_j <HI)\ , >

Res_j Hf’:i =(-1)

T“’i lze ale rozsirit i jinak:

<Tf”i’ cp> :/000 2 o(x) da :/01 2 o(z) da +‘/100x’\<p(x) dz :/01 * (p(z) — ¢(0)) dz +;\p(7_8)1 + /Oox/\go(x) dz

dobre definovano pro:
Re A > —2, \#-1

_ — ' / ptm= 1)( 2 otk 1) ) =
—...—/0 ;v’\~<cp(x)—go(0)—<p(0)x—...—( —) 1)—1—2 )\+k)+/ 2 p(z) da

< a toto funguje pro ReA > —m —1, A # —k, k€N
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Oznadeni Definice Vztahy
k—1
Res_j H,x = (—=1)"7" D(k—l)s!
T.x MAEC,ReX>—1 +
+ DH_x = AH x_1
+ zy
o\
DFT sy xHIi =H xp1
+ _
oI —OoTE Red > —k, keEN, —A¢N
H o =Tu
+
T A€eC,Rel > —1 Res_p H » = Dk~ 15g
()} ’ —k X (5]
Hox DH_x = —XH x—1
(Hoxs9) = (sz\r7¢(—$)> —A¢N —eH x = H i1
DH =H »_
. " @ =g
X+ o A€C -
H _, =D b0 k€N
X+
H_y DHxi =-H A-l
Hxi F()\—Jr_l) AeC
H _p = (-D)k=1DF"15y keN
H) a Hx +Hx MeC,—X¢N
|| @y N
H|z|)‘signz Hz>‘ _HI)‘ )\E(C, —A%N
+ —
H:c_Q" lim/\—>—2n H\m\/\ n €N Hiﬂ_g :Tf P»_IQ'
x
H,_2n41 lmx— —oni1 H A gigne " EN H,—1=T, 1
limyﬁo_,_ T(z-&-iy)A Rel > —1
H 4 rio)x ix
Hz>‘ + e WHxA AEC, —)\QN
+ —
limy_>0_ T(z+iy))‘ ReA > —1
H(:rin)A .
Hx +e ™"H y XeC,-A¢N
+ —
_ im(—Dk 1 e
Hyioy-k = Hy—x — —g=pyr— D" do
H(a:+10)_k limy_, g H(z+i0)>\ k eN
H,—r = %(H(zﬁork + H(zin)*k)
_ in(-1)k—1 k1
H, _soy-k = H,—k + —=pr— D" %0
H(z—iO)_k limy_, % H(m—io)k k €N

H(m+i0)_k _H(z—io)—k = (k—1)1

—2ix(—1)k—1

D*~1g,
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Priklad

Zadani:

(i) Ukazte, ze distribuce (limita je ve smyslu slabé* konvergence na D'(R) )

Hy—2 = limy, o Hyx je dobre definovana.
(ii) Ukaite, ze Hy-2 = Hep 1,
kde <Hf'p, S g0> = p.v. / M dx.

v Reseni:
Z ptedchozi tabulky se docteme: Hpgp» = Hmi +H,x AeC,-A¢N
Zajimaji nas homogenni distribuce na okoli —2, ale nechceme zahrnout vedlejsi cela cisla.

Pro A € (=3, —1) \ {—2} mdme:

D2H\x\k+2 linearita, 1 2 9
(Hiopr, 0) = <(/\ +2) A+ 1) (p> - ‘ + distributivni derivace | ~ (A + 2)(A + 1) (=17 (Hpappiz, D) =
| (dualita) |#| =2 m4 okolo 0 problém
“||z|7%2 € LY(R) | | Pfechdzime k p.v. kviili pozdéjsimu per partes, zatim jesté problém neni

1 > A+2, 1 . o < 1 A
= D.V. dr = 1 —_— 20" dx = [P.P]...
()\+2)(/\+1)pv/_oox prde = hm, /_oo+/5 Droogn HT e de =[PP

SE Der Int
+ || *+2 ¢ (x)
- (A +2) [z|*" sgn(x) ¢'(x)

+ A+2)(A+1) |JC|AM] o) — p(x)—e0) ... trik /

%
lim ; |$‘)\+2<p/ - +; ‘$|>\+2§0/ >
=0+ (A+2)(A+1) oo AF2)(A+1) .
(2] M sgn(x)p] (AA+2)z M sgn(x)p]™ — N\ (A+2) (A 1 -
_|: (A+2J(A+1) :|oo_|: AA4+2)(A+1) :|E +</—oo+/a ) (A +1) |.”L">‘<pd$_,,,

—& o0

; A2 7 ; A2 7 ; A2 10y a2, }_
(A+2)(A+1) S Lo =™ T 010D el (—e) =0+ 0— e[ (e) | =
1

= e =Klle

A3 ¢'(=e) - @’(6)}
le]

I IS (_2)90,(5)90/(5)} —
A+2)(A+1) 2le]
7 definice derivace

pro ¢ — 0+ =K

P4 (20| 2T
N——— A>—3

omezena
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A jelikoz plati:

f((s

A+2 o(—¢

Maéame:

o trik z per partes
J @' =w(x) —¢(0)

1 € ©(0) integra¢ni konstanta

substituce
£=—¢

= lim
e—0+

(o) - w(@)f)

—&
Celkem tedy: <H‘I|>\ <p = hm (/

[t

Nyni lze provést limitu lim
A——2’

e—0t

, nebot je stejnomérnd vici lim a tudiz lze obé limity prohodit.

Pottebuji rozdélit limity tak, abych se odrazil od nuly, proto vztah rozepiseme do 4 integralu:

lim <H‘z|x, >— hm (hm
Ao—2 -2 \e—0+

lim lim
A——2 \e—0t

(] e
(e

hm lim
— e—0*

lim lim
A——2 \e—=0t+

Z0"(9),

2
©(0) + x¢'(0) + 5
z?
2

p(r) =

p(x) = p(0) = 2¢'(0) + —-¢" (),

(e

licha fce

hm ( lim
— e—0t

x'(0) ...

y . = lim
| pfes symetrické meze

e—0t

(/. /_5/ + ) et
o) @z ) ﬂ%((/;/ﬁ) 2 (olr) -

([ + ] )et -

~p(0) s ) =

f0) dr ) + (/m # [ ) 1el™ (ote) - 1) an =

§£€(0,r)

. posledni ¢len =

£€(0,2)

0) a )

= lim lim
A——2 \e—0t

lim

(/.

([ )

K prohozeni limit pro integraly s mezemi obsahujicimi € potfebujeme vyuzit Tayloruv rozvoj ¢(z) v

ks

de = ...

Lagrangetv tvar zbytku

o) ds ) =

([ +]) |x|A(;;TOm x;go"@)) ) -
(/}/f) o (o) -

¢ (§) dx =

Opét jsme do integralu pricetli ¢len zp'(0) = 0, ¢mZ se jeho hodnota nezménila. Nyni ale jiz mame proho-
zené limity. Cehoz jsme chtéli dosdhnout. Vsimneme si, ze:

') 1,1
. +§SO €)==

A konec¢né dostavame:

: (a0 0+ F10) =

2 Taylor

viz vyse

= lim
aaO‘*’

<Hf.p. ﬁ’

([ +) )20 o [~ 2
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4.2 TEMPEROVANE DISTRIBUCE

Temperované distribuce

— Tvori podmnozinu distribuci

— Mus{ dévat smysl jejich dualita s testovacimi funkcemi nejen v D (jako u standardnich distribuci),
ale i ve Schwartzové prostoru .7, coz je vétsi trida funkei.

Definice 11 (Prostor temperovanych distribuci .#).

Pripomenuti vlastnosti Schwartzova prostoru:
S R)|={f €C*®"): |Iflap=o°D?f|| o < o0 Ve, B € Ny (multiindexy) }

Konvergence na . : fm % e lfm=Ffllas—0 Vo, 3 € Ny

Prostor temperovanych distribuci:
<" (R™)| ... mnoZina spojitych linedrnich funkciondli nad . (R™), kde spojitost je:

ok 30 = (T, 00) =0 a Ti—=*Tv.y & (Tr o) —(T, ¢ VoeIRY

Temperované distribuce maji vétsi prostor testovacich funkci:
L(Q) D(Q) € Z(Q) C LY(Q)
() € D(Q)

Definice 12 (Temperované distribuce).
Temperované distribuce jsou specidlni piipad distribuci: Dc.¥ = S cD’

(Napiiklad pro f = ¢*°:  T; € D'(R) ale Ty ¢.7'(R))

Plati: feLL. (R") a [f(z)] < CA+|z)" = T;e (R") (nejvys polynomiilni rist v co)

feLP(R™) pro pe€|[l, ] = TreS R

Definice 13 (Pomalu rostouci funkee). (Pomalu)

Pomalu rostouci funkce ©,;:
On = {f € C®(R™) : (Ya € N2) (Ima € No) (Fea > 0): [Df ()] < ca (1+ |x|2)’"a}

Jest-li a € Oy, pak @ ap  spojité zobrazuje S (R") do S (R")

Definujeme:
T € &' (R"), o € N} D°T € ' (R") : (DT, o) := (—1)I*1(T, D%yp) Vo € Z(R™)
a €0y aT € ' (R") : (aT, o) := (T, ap) Vo € S (R™)
1
A € R"*"reguldrni, b € R" (T(Ay +b), o(y)) = <T(x), TdetA] o (A (z— b))> Yo € S (R")
Pozndmka:  Narozdil od klasickych distribuci, reguldrni temperované distribuce muzeme vytvorit

POUZE pro pomalu rostouci funkce!
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Vzorecky: Laplacetv operator pro radialni funkce
Necht f je radidlni funkce na R™, tj. f(x)=R(r), kder=|z|,n>2

Necht fce R(r), R'(r), R"(r) existuji a jsou spojité na R, jsou (Pomalu rostouci funkce) a Af € L . (R™)

Daéle necht existuje limita: lim+ " IR'(r)= A€ R(C)
r—0
Potom: ATy =Tay + Arpdo
kde:  ATy... ,distributivni Laplace”, Tay ... regularni distribuce pro funkci Af,
9 n
Kn - .. povrch jedmotkové koule v R,,, tedy k,, = %
2
Priklad
Zadani: Urcete distribuci AT, € D'(R") pro:
u(z) = |z|*, A>2—n,n>2
v Reseni:
Méme-li radidlni funkei. .. R(r) =n*
R'(r) =r*1 Funkce spojité na R, a pomalu rostouci
R'"(r) = A\ —1)r*—2
~ 9%, 23\~ 90 [A o 2\3-1
Af(x):]:1@(xl+ +$n)2:j:1£j §($1+ +an)? 2w =

= A = 2)aal? + Anz 2

Af(x) =Xz 2 (A =2+n) = XA —2+4n)r 2

0 (A>2-n)
lim 7" ' R(r) = lim v" "M = lim M2 =02-n (A=2-n)

r—0+ r—0t+ r—0t+
00 (A<2-n)

Tar =AXA+n—=2)T;p—= proA>2-—n
Zaver: ATx‘z =

Tar =0+ (2 —n)k,do proA=2-n
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Priklad
Zadani: Zjednoduste zapis distribuce T' € D'(R") :

2
= |z|?Ady, kde A... Laplaceuv operator, A = Z 3

=1

v Reseni: (lz[?Ado, @) = (Ado, |z|*p) = (-1)2=1 = (8o, A(|2%|p)) =
+ derivace distribuce
+ linearita

0 , O
2, .
Aot o (ate) = 2grp + 2308
0 5 0p dp 0y 920
ami (262_]@ +x a ) 261] 61_]80 —+ 267,ij 8 + 2(5”.1:]871.1 + .1'3 8:1;12

o2
0o (W(xiw))zww(o) = & (Alzp) =2np(0) =

Definice 14 (Skladéni distribuci s difeomorfismy).

Difeomorfismus = ,difeo-” — diferencovatelné zobrazeni, ,,morfismus™ vzdjemné jednoznacné zobrazeni

Méjme Q C R” oteviend, h : Q@ — R"™ je C* difeomorfismus zobrazujici Q na Q. Necht déle T € D'(Q)

= Pak (T'oh) € D'(Q) je definovdno jako (T o h,p) = <T, m ~go(h1(y))>

Fourierovy rady vs. distribuce

1
Necht f € L'((0,1)), jeji Fourierovy koeficienty: ¢y := / f(z)e*™* @ dg, keZ
0

jeji Fourierova fada jest: f(z) ~ Z cp, e2mike
k=—o00
- C .
Pro f € L' ale neplati rovnost mezi f a jeji FR! Mizeme ale integrovat! F(x) = Z ﬁ ¥R 4 cox+dy
i

kez\{0}

(Muzeme integrovat tak dlouho, dokud fada vpravo nebude konvergovat stejnomérné, coz je piipad,
kdy ¢, roste jako polynom v k.)

- _ L —~  Ch J2rika kde miizeme prohodit lim a [,
Déle: (Tp,p) = /RF%O o n%gnoo R k_z: ka +eor+do | da, [fada totiz konverguje stejnomérné.
P
(DTp,¢) = —(Tr,¢') = /Fso —/F' /f@ (Ty, ) Yy € D(R)

(DTr, ) = — lgn Z 2;’;{ ¥k 4 cox 4 dy | do = 1i£n ( Z Ck e2m’“><p dz Vo € D(R)
m—oo Jp v m— oo i
k#0

A odtud Ty = lim T5-~m

. e2mika
m— oo ke —m K ©
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4.3 FOURIEROVA TRANSFORMACE DISTRIBUCI

Definice 15 (Fourierova transformace distribuci). (FTD)

Pro T € ./ (R") definujeme jeji F(T) € ./ (R™) a inversni F~(T) € .#'(R") piedpisy:

(F(T), o) := (T, F(¥)) Vo € S (R")
(FTUD), ) :=(T, F(p)) VeI R")
Plati: FYFT)=T a FEF'D)=T vT € S'(R™)
Vzorecky: Vlastnosti Fourierovy transformace distribuci (Vlastnosti FTD)

o Linearita: F a F ! jsou linearni zobrazeni
o Spojitost: F a F~! jsou spojita zobrazeni z S’(R") na S’'(R") (vzdjemny isomorfismus)

+ Transformace testovaci funkce:

F(p) je ,klasickd” Fourierova transformace (na funkcich):

FT: 9(€) = F(0)€) = [ pla)e 9 ds kde: (2, &) = a6,
. pa

Zpétnd FT: @(z) = F~'(p)(2) = /R () ™9 dg kde: (z, &) =) x;¢;
. <

o Posunuti v parametru:  [F(f(z —b))](&) = e 2" O [F(f)] (=€), beR"
[F()E—a) = [F (@ f@)] ©), aerr

o Skélovani: [F(cf)] (&) = |e| ™ [F(f)] (¢&e7'), >0

o Fourierova transformace (véetné inversni) zachovavd paritu funkce (sudost/lichost)

o Fourierova transformace (véetné inversn{) zachovavéd radidlni symetri¢nost funkce

o Transformace derivace v multiindexu:

F(DT) = (2mi&)* [F(T)] (€) VI e S'(R"); x,6€R™ &= (&,-.-,8n)
=g g
FHDY) (2) = (—2mi&)* [FH(f)] (x) VT € S'(R"); z,E€R"
e Multiindexova derivace transformace:

D[F(HNE) = [F(=2mix)* f(2)] (€) VT € S'R"); x,6€R™ €= (6,..,&n)
Er =g L g

D [F (] (@) = [F7 2m&)° f©)] () VT € S'®"): .EcR"

o Funkce Th: F(0)=T1=1 a F(T1)=90
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4.3.1 KONVOLUCE DISTRIBUCI A JEJI FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice 16 (Konvergence k 1 - k definici konvoluce distribuci). (24.3.11)

Necht {ni}pe, C D (R?N). PiSeme, ze n, — 1 v R?V jestlize:
(i) pro kazdy kompakt K C R?N existuje ko € N takové, 7e

nr =1 na K pro vsechna k > kg

(ii) pro kazdé o € (NU{0})?Y je {D*ni},—, stejné stejnomérné omezena.

Definice 17 (Konvoluce distribuci). (24.3.13)
Necht T, G € D’ (RN ) a distribuce T'® G pripousti prodlouzeni (spojité vici slabé* konvergenci distribuci)

(T(z) ® G(y), p(z +y)) = lim (T(z) ® G(y), m(z, y)p(a +y)) pro viechna ¢ € D (RY),

kde {ni},—; C D (R?Y) spliiuje n, — 1 v R*Y a navic je nae limita nezavisld na volbé& posloup. {n}r- ;.

Pak distribuci 7' * G (konvoluce distribuci T' a G ) definujeme piedpisem:

(T %G, p) = (T(z) ® G(y), p(x +y)) pro viechna € D (RY).

Véta 13. O vlastnostech konvoluce distribuct (24.8.17)

Necht T,G € D' (RV) a a € (NU{0})V.
(i) Jestlize existuje T % G, pak existuje i G* T a plati T * G = G * T (tedy konvoluce je komutativni).
(ii) Jestlize existuje T * G, pak existuji i D*T * G a T * D*G a plati
DT *G)=D*T*G =T * D*G.

(iii) Konvoluce distribuci viak NENT asociativni, napt. plati:

(Tl * D(So) * TH = TO * TH = TO ale T1 (D50 * TH) = Tl * (50 = T1

Piiklad (24.3.16)

Dokaizte, ze pokud T' € D' (RY), pak T % 6p = 6o * T =T.

v' Reseni:
Skutec¢né, na jednu stranu mame:

(T * o, p) = lim (T'(x) @ do(y), m(z, y)e(x +y)) =

k— o0

lim (T(x), (6o(y), nk(z, v)e(z + y))) = [ne(x,0)p(x) = ¢(z) pro kazdé k € N dost velké] =

k—o0

= lim (T(x),m(2,0)p(x)) = (T(2), p(2))

Druhou rovnost nam pak dava komutativita tenzorového soucinu.
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Véta 14. O existenci konvoluce distribuci (kdy md smysl mluvit o konvoluci) (24.3.20)

Necht T, G € D’ (]RN).

(1)

Jestlize distribuce G mé kompaktni nosic, pak existuje T % G a navic plati
(T *G,¢) = (T(z) ® G(y),n(y)p(x +y)) pro viechna ¢ € D (RY),

kde n € D (]RN ) je libovolna funkce spliujici 7 = 1 na néjakém okoli supp G.

(if)

Jestlize distribuce G' mé kompaktni nosi¢ a navic T = T je reguldrni distribuce reprezentovand
funkci f € C (RN ), pak Tt * G je regularni distribuce reprezentovand funkeci

z = (Gy), f(z —y)),

kde G je prodlouzeni distribuce G na prvek (CDO (]RN ))/

(iii)

Necht N =1 a supp 7 spolu se supp G jsou zleva omezené. Pak T % G existuje a plati
(T*G,p) =(T(z) ® G(y),{(x)n(y)¢(z +y)) pro viechna ¢ € D(R),

kde &, 7 jsou libovolné C'*°(R)-funkce spliujici £ = 1 na néjakém okoli nosi¢e T' a n = 1 na néjakém
okoli supp G, a téz £ = 0 a n = 0 na né&jakém intervalu tvaru (—oo, —K), K > 0.

Véta 15. O konvoluci temperovanich distribuct (rozsirent definice pro tempery) (24.3.21)

(i)

Necht T € ./ (RY) a G € D' (RY) md kompaktni nosi¢. Pak T x G € ./ (RV) a
(T *G,p) = (T(x) ® G(y),n(y)e(z +y)) pro viechna p € & (RY),

kde n € D (RN ) je libovolna funkce spliiujici 7 = 1 na néjakém okoli supp G.

Pro zafixované G € D’ (]RN ) s kompaktnim nosicem je operace T +— T * G spojité zobrazeni .7’ (]RN )
do ' (R).

Pro zafixované T € .7/ (RN) je operace G — T % (G spojité zobrazeni distribuci z D’ (RN)
s nosici obsazenymi ve spoleéné kompaktni mnoziné do .7’ (]RN )

(iii)

Necht T € .’ (RN) an e (RN). Pak existuje T * G, a jedna se o regularni temperovanou
distribuci reprezentovanou funkci h € ©y;.

Navic plati (T * Gy, ) = (T,n(—x) *¢) pro viechna ¢ € . (RN) ,

kde n(—z) * ¢ = [oxn(y — z)p(y)dy, a existuje m € N U {0} takové, Ze pro vSechna
a € (NU{0})¥ plati (C zavisi na o )

D*(T*Gy) =Tper a |D*h(@)| < O|T||p-m@@n) (L + [2?)™ Inll som1a1 @r)-
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Véta 16. O reprezentaci Fourierovy transformace distribuce

(24.3.24)

(i) Necht T' € . (R™) mé kompaktni nosi¢. Pak F(T) je regularni distribuce reprezentovans funkci

h € O a lze psat
h(e) = (T(2),n(@)e 7= pro € e RY,

kde n € & (RN ) je libovolna funkce, ktera se rovna jedné na néjakém okoli supp 7'. Déle pro kazdé

a € (NU{0}H¥ plati
DOF(T) = Tpan

a existuji ¢, > 0 am € NU {0} takova, ze

m
2

ID*R(€)| < callT||o-m@ny (1 +[€1%) pro viechna ¢ € RV,

(ii) Necht T je takovd distribuce, Ze pro jisté o > 0 je o2’ T e 7 (RN) . Pak F(T) je reguldrni distribuce

reprezentovand funkci g € Oy a lze psat

g9(¢) = <e"'“'2T(ﬂc), 6_12”(”’5)6_""”‘2> pro £ € RY

Fourierova transformace konvoluce funguje dobre pro nasledujici pripady:
1) 1 distribuce ma kompaktni nosic
2) 1 distribuce je reguldrni distribuce odpovidajici funkci z S (umime dobfe charakterisovat)

3) 2 reguldrn{ distribuce integrovatelnych funkef

Véta 17. 1. Veta o Fourierove obrazu konvoluce distribuct
Necht T,G € ./ (RY) a G md kompaktni nosi¢. Pak
F(T*G)=F(T)F(G),

kde pravou stranu ¢teme jako gF(T), pficemz g € Oy je funkce reprezentujici F(G).

Véta 18. 2. Veta o Fourierove obrazu konvoluce distribuct

(i) Necht T € &' (RV) ane . (RY). Pak

F(T*Gy) =F()F(Gy),

(24.5.25)

(24.5.26)

kde pravou stranu ¢teme jako gF(T'), pficemz g € . (RN ) je funkce reprezentujici F (Gy).

(ii) Necht Ty,G, € &/ (RN ) jsou regularni distribuce, pfi¢emz distribuce 7Tt je reprezentovand funkci
fevrLr (]RN), distribuce G, je reprezentovana funkci g € LI(RY); p,q € [1,2] a % + % > % Pak

]:(Tf*Gg):}-(Tf)]:(Gg)’

kde pravou stranu chapeme jako regularni distribuci 7}, reprezentovanou soucinem reprezentujicich
funkef distribuci F (T) a F (Gy). Navic h € L™ (RY), kde r € [1,2] a je déno vztahem %4—% =1+1.
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Definice 18 (Besselovy funkce). (24.7.4)

Necht s € R\ {—1,—2,...}. Pak Besselovu funkci prvniho druhu fddu s definujeme predpisem

T\® —1)* )2
T = (3) kZ_Ok'F((Jrl)lJrs) (5) mm

Pro s € {—1,-2,...} déle definujeme

T\5 —1)k x
Ji(@) = (3) 2 k'l“((+1)1+) (3)" wmr

Vyznam Besselovych funkci:

Besselovy funkce Tesi Besselovu rovnici fadu s
$2y” + xy/ + ($2 _ 82) Y= 0,

hleddme-li feSeni ve tvaru z* > p- ;axz® (pro kazdé s € R vyjdou jako feSeni J; a J_j, tato Feseni jsou
pro s € Z linedrné zavisla).

Véta 19. O Fourierové transformaci radidlné symetrické funkce (24.7.8)

Necht F € L{. . (RN ) je radidlné symetrickd funkce, Tr je temperovand distribuce a funkece f : [0,00) = R
je definovana predpisem
F(z) = f(|z]) pro viechna z € RY,

Jestlize existuji C' > 0 a K > 0 takova, ze

wl2

-1

()= [ Conf(ryr (g) T ar

splnuje
ha(©)] < C (1€ +1¢/*~)  pro viechna € € RM\{0} a R >0

a pro viechna ¢ € RV\{0} existuje
h(&) := lim hg(§),

R—o0

pak F (Tr) je reguldrni temperovana distribuce reprezentovand funkei h.
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Distribuce

Fourierova transformace

fe LARY), Ty € S'(RY)
f e I2RY), Ty € S'(RY)

T]:(f)a -F(f) = fRN f(x)eimri(l"g) dx

Trpys F(f) = limp oo [, o) f(2)e™270) do

e S'(R)
T, € SI(R)

Tyn € S/(R) n €N

D"scS'(R) neN

T021ribz S D&(R) b € C

Tiin(2rbe) € De(R)  beC
Teos(2nba) € Do(R)  beC
Tinn(2rba) € De(R) beC
Teosh(2nba) € Do(R) b e C

Hyy € S'(R) xeC

FO) =T

F(Ty) =0

F(Tpn) = =gy D6

F(D"0) = (2mi)" Ten

F(Teamiva) = 0p

F(Tyin(2mba)) = 5 (06 — 6-s)

F(Teos(2mba)) = 5 (05 + 0_s)

F(Tsinn(2rba)) = 5 (0-io — dip)

F(Teosh(znbz)) = 50 + 0_ip)

F F(>\+1)> xi) = (2:;2175 He_i0)-»-1

Twi € SI(R) neN

]:(Tl‘ ): 27”)71+1H£ n— 1+2( 27”) DTL6

Ty € S/(R)

F(Ty) = =T + 16

27 pV—

H, €S (R) rxeC

1(>\+1)72'
2r) T H(5+10) .

f(ri”jl)) F(H) =

Hup S S/(R) AeC, -\ ¢ Z

.7-'(H|x|x) = _(221;(—’11'11 sm()\%)Hm_A_l

T € S'(R)

F(Ta) = gopHig-2 = 55T

1
Pz

H|x\)‘signx € S/(R) AeC, A ¢ Z

—2i(A+1 T
]:(H\EP‘ signz) = ﬁ COS()‘E)H|£|—>‘—1 sign &

Tsignz € S'(R),

]:(Tsignx> = =T

i pV—

Hy-2n €S'(R) neN

—1)"xr(27)2" 1
F(Hyn) = S Tieons

H, = vap 1€ S/(R)

.F(HZ72) = —2W2ﬂ£‘

Hy-2n41 € S'(R) neN

D"™ir (27 2n—2
F(Hy-2ni1) = & )(2n( 2))' Tiepn-2 signe

HCL'_]‘ = Tpvi E S,(R)

]:(Hz—l) = _iﬂ-Tsigng

H(z_;’_io))\ S S/(R) )\ € (C, )\ ¢ Z

N
2

F(H(x-f—io))‘) = mHélkfl

Hi_iop €ES'(R) AeC,A¢Z

'AE
e "2

]:(H(:r—iO)’\) = mez'\_l

H(z-l—io)_k 6 S/(R) k' E N,
k=2nnebo k =2n—1

1) (27 2n
F(Hario)y-2m) = %T@H

—1)"i(2m)%" !
F(H(gtio)-2n+1) = %Tgi"—z

Hy_io)-» € S'(R) k€N,
k=2nnebo k=2n-1

—1)"(2m)*"
]:(H(min)—Q”) = %Tfiﬂ—l

(=1)™i(2m)* !

F(Hg—io)-2nt1) = =gy Tgzn-2
N H a
Hip € S'(RT) AeC Frks ) = rCa) o ¥ ey
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Priklad
Zadani:

(i) Necht
F, ::n((S% —50), neN.

a) UkaZte, Ze se jednd o posloupnost temperovanych distribuci a ze F,, € D'(R) pro kazdé n € N
b) Naleznéte F' € ./ (R) takovou, ze F,, =* F v .%'(R)

¢) Pimym vypoctem ovéite, ze skuteéné plati:
F(Fn) =" F(F)

(ii) Necht
G, :=n4(5; +d_1 —45%—45,2; —|—650>, neN

d) Ukazte, ze posloupnost G, € D'(R) pro kazdé n € N a urcete, k jaké distribuci tato posloupnost
slabé hvézdicka konverguje.

v Reseni:
a) F,:=n (6; - 50): 01, 0p jsou temperované distribuce (distribuce s kompaktnim nosicem),

F,, € D'(R), nebot je to linedrni kombinace dvou distribuci 6, € D'(R)

b) Aplikujeme testovaci funkci ¢ na Ty,

Tayloruv polynom v bodé 0:
)-e0)

T (2) = £0) + X5, £2@ (o — 0y
e () 2 Y o 2)) )

— 0+ 0 o«;)) —o0+0(3) =% [(O= -t )

3=

¢ED®) (Fu ) =n {5y ~do o) =n o

= Fn;*f%:fD&)

n— oo

F(E) =n (]—' (&) —]—'(50)) =nF (5%) —nly=...

n

_|Z (definice) FT| | (Vlastnosti) | —ori(z, €)
<}- (5%) ’ ('0> B ’ distribuci ‘ N <5%7 ]:(90)> B ‘FT distribuci| — 01, R@(f) ¢ dz
Z/@(x) e dr = [/ of = (T, @)] = <T67%7 <P>
R R
lim (F (F,), ¢y = lim [ n (e*% - 1) p(r)dz = lim & plx)dr =
n—oo i n—oo Jp n—oo Jp %

je odhadnuto
konst-x

Lebesgueova véta

e
= | o majorisované :/ lim —2m'113671 p(x)dz = / (—2miz) p(x)dz = (T—2xiz, ©)
R R

. n—00 — )T =
konvergenci 2mixy,
N————

—1

_ 2mia
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F(F) = F(~D&) = (F (~Déy), @) = (FID) = (~Ddy, F()) = (~1)* (o, —DF (¢)) =
= D (F (¢) (0)) = (Vlastnosti FTD) = [F(—2miz) ¢ (z)] (f)’EZO =

= / (—2miz) p(x) e 24T & dg = / (—2miz) p(x) dz = (T—2riz, ©)
R R

£=0

is)-[r5] =

d) G, :=n* ((h +0_1—46 —40_ 1+ 6(5()), G € D'(R), nebot je linedrni kombinaci péti 6, € D’'(R)

0 €DR) (Gn, @) =n? <5l +6 1 — 464 —46_ 1 + 60, <p> -

n

nt (o ! + 1 —4p 1 — 4 1 +6p(0) ) = ‘Taylorﬁvrozvoj‘
n 2n 2n

1 %0 e (T ¢W(0) 1 1\’
HT+EO+ T2 "% w2 O <n)

()

3|

:’)’L4

1 700 3)(0 @) 1

6 n3 24

1 (0 ©® (0 e®(0) 1 1\’
- 4510) — — — 47Q—I 4 -
W+M PR 22 1on1 T 9 (n>

(4) (4) (4)
_ ¥ (O) _ ¥ (O) 1 l n—qo 14 (O) _ 1 4
+W] = 1 +0 16 16 (D%, )
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4.3.2 KONVOLUCNI ROVNICE

Priiklad
Zadani: Zjednoduste zapis distribuce
G = e~ (@D’ (T2 % 65") + (63 * T}
tak, aby byl vysledek zapsan pomoci linearnich kombinaci Diracovy distribuce a jeji derivace
s nosicem ve vhodnych bodech.
v Redeni:

o Tig * D368y = [(2. vlastnost konvoluce distribuci)] = DT\, * D?§y = Tign(x) * D?§y = DTgn(z) ¥ Doy =
= 280 * D&y = 2 (60 * Ddp) = [konvoluce s Diracem] = 2 D&y = 24,

A proto:

<e_(’”+1)2T|z| « D35, <P> _ <T|z\ % D36, e—(m+1)2(p> — <2567 e—(x+1)2(p> —9o(—1)! <507 D (e‘(:c+1)2¢)> -

! .
=2 <6o, (e*(””“)rz) o+ <p’e<”1)2> =2 <6o, e DY (L2(z 4 1)) o + <p’e*(r+1>z> =
= =2 (e} (-2)¢(0)

+@/(0) ) =27 (20(0) = (0)) = |27 (2(d0, @)+ (5, )

o D?6, % T}, = D6y % DT}, = D6y % Tugn(z) = Ob * DTign(z) = Op * 280 = 25,

A proto:

<e’(”1)2D26b A 90> _ <D25b ¥ T, ef($+1)2$0> _ <25b, ef(x+1)2¢> _ <5b’ 267(w+1)2@>

=200 () =267V (5, o)

Celkem tedy mame:

G=2e! (260 + (56) +2 67(b+1)25b
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Priklad
Zadani: Naleznéte y € .'(R) Fesen{ konvolu¢ni rovnice:
y* e ol = oAl a,B R

Provedte kontrolu, ze jsou vSechny konvoluce dobre definovany.

v Redeni:
Proa=p3: Y =, protoze konvoluce § distribuce s dalsi distribuci dava zpatky ptavodni distribuci

Viz napriklad piiklad (24.3.16)

Proa # : Mame F (T ael) = Tf(e_am), tedy

}~(e—o¢|a:|) :/ e—a|3:| e—27riac§ dx = 2Re / e—(a+27rif)ac dx

—o00 0

Aplikujeme Fourierovu transformaci na celou rovnici
Flux o) @ =F () (@)
9&) - F () () = F (1) (©

Nyni vypocitdme transformaci F ( e_“m) (€), z niz dostaneme vztah i pro F ( e_ﬂ‘g’l) €3

J-"(e_alx‘) ©) Z/Oo

00 0 00
e—a\m| e—27'r7.m§ dz :/ e—a|m|—27‘rzz§ dz :/ eaz—27rzx§ dr +/ e—az—Qﬂ'zz{ dz =
—o00 0

B ez(cx—Qﬂif) 0 e—at(cx+27ri§) o0 B 1 040 1
Cla—2mi¢ | |- (a+2mi€)], o—2mig — (o + 27i€)

J-"(e’o‘m)(f) 1 1 a+ 27 + a — 2mi€ 20 ]-'(e*m””')(f) 25

a—omif T atomié  (a+t2mif) (a—2mie) | o +4n2g? T B2t 4nce?

Nyni dosadime nalezené transformace do konvoluéni rovnice:

N 200 23
1O Fy e T e

2/ o? + 4m2¢? B a? + 4722

98 = B2 + 4n2¢2 ' 200 T a B2+ 4r2¢2

Vysledek si upravime pro snazsi vypocet zpétné Fourierovy transformace

(5)_é (12—ﬁ2+ﬁ2+4ﬂ'2f2 _é 1+ O‘Q_/BQ ﬁ 042_62 2,6
B B2 + 4m2¢2 B B2 +4m2¢2 )« 200 (% +4m282

(07

Nyni aplikujeme zpétnou Fourierovu transformaci

y;1(§+a2‘52 28 >5f1(T1)(x)+0‘2_52f1< 2 )(x)

200 (B2 + 4m2£2 O — 20 B2 + 4722
4 %/_/
’ ]-'( efﬁ\z\)
2 _ 2
y=Loy 1 =5 s
o 2a
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Zkouska:

Pokusime se dosadit nalezené feseni y do levé strany rovnice a uvidime, zda ndm vyjde prava strana.

2 2 2 2
(ﬁgo L =8 e—ﬁm) s omalel = By gmalel @ =87 —plal y omalal |
«Q 2a « 2c

Ovéreni, ze jsou pouzité konvoluce dobte definované:

l kde § % e~I*l existuje, f1 =g, fo = el € Lla plati Ty %0 =Ty,

kde e A1l s e=17l existuje, f1 = e Pl e L, fo = e7*l € L'a tedy plati Ty % Try, =Tg, % )

2 2
B el Bl galel —
« 2a

Konvoluci vystupujici v poslednim vyrazu si nejprve spocitame zvlast:

Rozpis z definice konvoluce: e Alel x emalel — / e Ale=vl g=alul gy
r 0 T - 0o .
5 / —BE=1) o w) gy +/ —BlE=1) g=a) gy +/ oFa=v) o) qy —

—o0 0 x

0 T 0o
_ B / atB) gy 4 b / RICED / ev(a+8) gy —
—o00 0 T

y(at+6) 7Y y(B—a) 1% —y(at+p) >
= e [e } + e P [e } + f® [e } =
—o00 0 T

a+f 8-« —(a+p)
s 1 g et (B—a) 1 ) /3r( B er(a+ﬁ))_
=e (a+ﬂ O>+e (5—04 i—a + e 0 e p)
e 1 _Ba w(ﬁfa)i 1 > b © z(a+pB)
¢ a—i—ﬁjL <6—oz 58—« te a+p

A dosadime zpatky do rovnice:

- ﬁ ~ala| 042 _ 62 e—ﬂx e—ow e—,Bﬂc e~ T B
“af * 20 a+ﬂ_a76+a75+a+ﬂ B
= Dol b (oK) e — (k) e 4 (a4 ) 00 4 (o ) e0F) =

87



Piiklad
Zadani: Naleznéte Tfeseni konvoluéni rovnice pro o > 0:
yx (H(z)e ") =23 + 23

kde H(xz) jest Heavisideova funkce. Poéitejte nejprve formdlné, po nalezeni feseni ovéite,
ze danda konvoluce ma dobry smysl.

v Resend,
F(y* (H(x)e %)) = F (y) F (H(z) e ) ]
Protoze H(z) e ®® € L'(R) méme predpis pro Fourierovu
transformaci: H(z)
F(H(z)e ") = / H(z)e % e 28T qg 10

Heavisideova funkce nam efektivné pouze zméni meze, protoze nam vynuluje vSechny zaporné piispévky

00 ) oo ) S ) (—a—27i&)z 7 1
/ H(Jj) e~z 6727115-1 dr = / g% 67271'254&0 dr = / e(7a727rz§)x dr = |: € :| _
—o0 0 0 0

—a — 2mié a4+ 2miE

Tedy
1

o+ 2mi€ -
F(y) = (a+2mi&) F (23 + z3)

Fly) = (aTy + 2mi€Ty) F (27 + 23)

Fly)- F e +a2)
Fly) = (F (abo) + F (Do) F (a7 + z%)
Aplikujeme inversni Fourierovu transformaci F !

y = (ady + Ddo) * (2% +27)
Yy = adg * (1‘3_ +xi) + Dég * (mi —|—mi)

Y=« (mi + mi) + Dngj_ms+

Protoze wﬁ_ i :c‘j_ jsou C! na celém R, derivace zprava v 0 je nulova, spojité se napojuji na 0, véetné prv-
nich derivaci, muzeme zderivovat:

y:a(x2++xi)+2x++3mi

Konvoluce v zadani méa smysl, nebot obé funkce maji zleva omezeny nosic¢

=  vysledek je lokdlné integrovatelnd funkce (polynomidlni rist v nekonecnu).

88



Priklad
Zadani: Naleznéte Teseni konvolu¢ni rovnice (tedy naleznéte temperovanou distribuci G)
TH *xG =90
Reste nejprve formalné, za predpokladu, Ze konvoluce existuje a plati piislusné véty o Fourie-
rové transformaci, po ziskani vysledku vysvétlete, Ze postup slo vyuzit; specidlné vysvétlete,

ze konvoluce ma smysl a ze jeji Fourierova transformace ma ocekavany tvar, ktery ma smysl
v temperovanych distribucich.

v Reseni:

Za predpokladu, ze existuje Fourierova transformace vSech distribuci, aplikujeme Fourierovu transformaci na rovnici:

1
Vyuzijeme tabulky FT distribuci: F(§) =Ty, F(Tu)= —Z,T w1+
7r

Tedy F(G) musi spliiovat

a) z Tp.v'% dostanu 77, potiebuji se zbavit vyrazu Si

b) z §p dostanu Tp, alias prispévek se mi vynuluje

Takova funkce se zvoli:  F(G) =2mi§ = proto z tabulky

Argumentace:

o Konvoluce ma smysl, protoze G ma kompaktni nosic.

A navic D" * G = D"G pro VG € D’

o Nésobeni F.T. m4 také smysl, protoZe 2mi{ je pomalu rostouci funkce (2mi€ € O )

(80, 2mi&) = 2mig|, =0

Ce)=p [ gel©6ds = [ 1opl0)ds =T,
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4.4 POZNAMKY A POCETNI TRICKY

Vzorecéek: Eulerova reflexni formule

s 4 ™
T(2)T(1-2) = L(I+MND(=X) = ==
(2)D(1-=2) il (1+X)0(=A) Sn(r ) | sm(my)
- 2
— RPN, e —A—1
= f(H(HOi)A) = Heon - &8 - e v = He
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