poslednt dprava 13. ledna 2026

1. UvoD. REALNA C¢iSLA. FUNKCE.

Pouzivané znaceni. Pro P, Q vyroky, z, y, z prvky, A, B, M mnoziny:

P& Q) P a zaroven Q
PV Q) P nebo Q
P == Q) P implikuje Q
P o= Q) . P je ekvivalentni Q
T negace P
2 pro kazdé x
e existuje x
e P existuje jediné x
T E A x je prvkem mnoziny A
A C B A je podmnozina B
{ag, a9, ...;an} oo mnozina s prvky ai,as,...,ay
{r e M; o)} oo mnozina vSech prvku M s vlastnosti ¢(x)
D mebo {F oo prazdna mnozina
AU B oo sjednoceni mnozin
A B prunik mnozin
AN B o rozdil mnozin

Véta Al. (Algebraické vlastnosti R.) Existuje mnozina realnych ¢éisel R, kterd obsahuje
prvky 0 a 1, a jsou na ni definovany operace ’-’ (ndsobeni) a '+’ (s¢itani) tak, ze pro Vz,
y, z € R plati:

WHrx4+y=y+z,z-y=y-x

(i) z+y+2)=(@+y) +za-(y-2)=(z-y) =
(ii)x-(y+2)=z-y+x-2

(iv)0+zx=z,1-2==x

(v)0-z=0anaopak:z-y=0 = z=0Vy=0

Dale plati:

(vi) Vz, z € R Jlw € R tak, ze x + w = z, zna¢ime w = z — x
(vii) Vz, 2 € R x # 0 Jlw € R tak, ze - w = z, znacime w = 2

Poznamky. —x je zkratka za 0 —x, 27! zkratka za 1 : x alias 1/z. Dalsf standardni znacen{
", 7" ete.

Z bodu (i)—(vii) lze vyvodit vsechny dalsi zndmé poucky, jako napt. —(—z) =z, (—x) -y =
—(z - y) apod.

Véta A2. (Usporadani R.) Na mnoziné R je definovéna relace "<’ (mensi nez) tak, ze pro
Vz, y, z € R plati:

(i) nastane praveé jedna z moznosti: z = y nebo = < y nebo y < x

)e<y&y<z = <z



i)z <y = z+2<y+=z
(iv) <z &0<y = 0<zx-y

Poznamka. x < y je zkratka za (x < y)V (x = y). Z Véty A2 opét lze vyvodit dalsi zndmé
poucky, napt. 22 > 0 pro Vo € R nebo z < 0 a y < 0 implikuje z - y > 0 atd.

Definice. (Vyznacné podmnoziny R.)
N={1,2,3,...} (pfirozena cisla)
Z=NuU{0,—1,-2,...} (cela ¢isla)
Q={% p€Z, q€ N} (raciondlnf ¢isla)
Intervaly s krajnimi body a < b € R:
(a,b) ={z € R; a <z < b} (otevieny)
la,b] = {z € R; a <x < b} (uzavieny)
(a,b] ={z € R; a < x < b}

la,0) ={z €R; a <z < b}
Neomezené intervaly:

(a,+00) ={z € R; = > a}

la,400) ={z € R; z > a}

(—o0,b) ={xr € R; x < b}

(—00,b] = {z € R; = <b}

Definice. Pro x € R definuji |z| (absolutni hodnota z) jako

2] x, pokud x > 0
€Tl =
—x, pokud x <0

Poznamky. Snadno se ukéze, ze plati: |x| > 0, navic |z| = 0 pravé kdyz x = 0. Déle
| £ | = [z|, [zy| = |z[|ly| a pokud y # 0, tak [}] = % Vztah k souctu/rozdilu vyresime v
nasledujicim.

Lemma 1.1. Necht a > 0, b € R libovolné. Potom |b| < a préavé kdyz —a < b < a.

Véta 1.1. (Trojihelnikové nerovnost.) Pro Vz,y € R plati:

(i) [z £ y| <[]+ 1yl

(ii) |z £y = [l=] — [yl

Véta B. (Odmocnina v R.)

1. Necht n € N je sudé. Potom Va € [0, +0c) 3!b € [0, +00) tak, ze b" = a.
2. Necht n € N je liché. Potom Va € R 3!b € R tak, ze b" = a.

Znacime b = /a, nazyvdme n-t4 odmocnina z a.

Poznamky.

e 1=1, /=1 = —1, ale /=1 neni definovano (/z je obvykla zkratka za ¥/z)
OPOZOR\/_ 2], tj. Va2 = x pro & > 0, ale V22 = —z pro = < 0.
e /x" = x pro kazdé x € R, n liché.

Veéta 1.2. Existuji iracionalni ¢isla.



Véta A3. (Vlastnosti N.)
(i) (Archimédova vlastnost) Vo € R In € N tak, ze n >z
(ii) (princip indukce) Necht M C N spliuje:

1.1e M
2. VneN:neM = n+leM
Potom M = N.

Poznamky.
e Archimédova vlastnost (téz Eudoxova vlastnost) <= Ve >03In € N:ne > 1
e indukce jinak: necht pro ng € N a formuli (”vlastnost pfirozenych ¢&isel”) 1 (n) plati:

2.VneN:n>ng:9¢(n) = Pn+1)

Potom ¥n € N, n > ng : ¢(n).
e indukce jesté jinak: kazdd M C N neprazdna mé nejmensi prvek.

Véta 1.3. Kazdy interval I = (a,b) obsahuje nekone¢né mnoho racionalnich a nekoneéné
mnoho iracionalnich ¢isel.

Definice. Necht M C R.

Cislo € M se nazve maximum (nejvétsi prvek) M, pokud pro Vy € M plati y < .
Znacime x = max M.

Cislo # € M se nazve minimum (nejmendi prvek) M, pokud pro Yy € M plati y > .
Znacime x = min M.

Cislo K € R se nazve horni odhad M, pokud pro Yz € M plati < K.

Cislo L € R se nazve doln{ odhad M, pokud pro Vz € M plati > L.

Mnozina se nazve shora omezend, ma-li néjaky horni odhad; zdola omezena, mé-li néjaky
dolni odhad. Mnozina se nazve omezend, je-li omezena shora i zdola.

Priklady. D) M =10,1) = {z € R; 0 <z < 1} ...0 je minimum, maximum neexistuje.
Omezend mnozina.
2) M = N...1 minimum, maximum neexistuje. Zdola omezend, shora neomezend mnozina.

Definice. Necht M C R. Cislo S € R se nazve supremum mnoziny M, znaéime S = sup M,
jestlize

(i) Ve € M plati z < S

(i) VS' < S Jy € M tak, ze y > 5’

Poznamky.

e zobecnéni pojmu maximum, presnéji: je-li x = max M, pak téz x = sup M. Muze se vSak
stat, ze supremum je definovdno, maximum ne; napi. pro M = [0, 1).

e vlastnost (i) = je to horni odhad, vlastnost (ii) = nic mensiho neni horni odhad. Tj.
,,supremum “ je totéz co ,,nejmensi horni odhad“ mnoziny

e existuje nejvyse jedno supremum mnoziny



Definice. Cislo s se nazve infimum mnoziny M, zna¢ime s = inf M, jestlize
(i) Vo € M plati = > s
(i) Vs' > s dy € M tak, ze y < &

Poznamky. Analogicky jako vyse plati: infimum zobecnuje pojem minima; je to nejveétsi
dolni odhad mnoziny. Infimum (pokud existuje) je nejvyse jedno.

Véta Ad. (Uplnost R.) Necht M C R je neprazdné a shora omezena. Potom existuje
S € R tak, ze S = sup M.

Véta A4’. Necht M C R je neprazdna a zdola omezend. Potom existuje s € R tak, Ze
s =inf M.

Definice. (Komplexni ¢isla.) Symbolem C zna¢ime mnozinu vsech ¢isel tvaru x + iy, kde
z,y € R a i je imaginarni jednotka (plati i = —1.) Je-li z = x + 1y, piSeme Re z = z, Im
z =y (redlnd, resp. imaginarni ¢ést z).

Definice. (Rozsifend redlna cisla.) Klademe R* = RU{(+4)oo, —oo}. Uspofaddni a pocetni
operace s prvky +oo definujeme takto:

e Vr € R je —0o < x < 400, dile —0o < 400
e Vxr e Rjex+ o00=400,r—00=—00, dile +00 + 00 = +00, —00 — 00 = —0
e V> 0jex- (+00) =400,z (—00) = —00, dile 00 (+00) = +00

e Vr <O0jex- (+00)=—00, x(—00) =400, dile 00 - (—00) = Foo

X
Rje — =
Vo € Jei 0

r Foo
"0 400
Poznamka. Pro¢ pocitani s +oo definujeme pravé takto? Souvisi s aritmetikou limit, viz
Véta 2.7 nize.

Nedefinovéno zustava: +oo — 0o, —0o + o0, 0 - (£00)

Definice. Necht X, Y jsou mnoziny. Funkef (zobrazenim) f z X do Y se rozumi libovolny
predpis, ktery kazdému prvku z X pritadi pravé jeden prvek z Y. Znac¢ime f : X — Y,

Pro M C X definuji obraz M jako
f(M)={yeY; oz e M tak, ze f(x) =y}
a pro N C Y definuji vzor N jako
fN)={z € X; f(z) € N}.

Funkce je prostd, pokud = # y = f(x) # f(y). Funkce je "na”(zobrazuje X na Y'),
pokud f(X) =Y.



Je-li f: X — Y prostd a "na”, fekneme, ze je vzadjemné jednoznacna. Pak lze definovat
inverzni funkci f 1 : X — Y, kterd prvku y € Y piiradi ten (jednozna¢né urceny) prvek
re X, ze f(x)=uy.
Je-li f: X =Y, g:Y — Z, definujeme slozené zobrazeni (superpozici) go f : X — Z
predpisem z — g(f(x)).
Obcas piseme f : X — Y, ackoliv f(z) neni definovdno pro uplné vsechna z € X. Pak
znaci Dy (defini¢ni obor f) mnozinu téch x € X, pro néz f(z) definovano je, a H; (obor
hodnot) znaci f(Dy).

2. REALNE FUNKCE. LIMITA A SPOJITOST.

Umluva. Reélnou funkei rozumime funkei z R do R, tj. nepripoustime +oco v argumentu
nebo hodnoté funkce. Podobné 30 > 0 zna¢i 36 € (0, 4+00), tj. nepovoluje § = +o0.
Ptiklad. Pro f(z) = 1/z je Dy = R\ {0} = (—00,0) U (0,+00), tiebaze je definovano
1/ £ 00 = 0.

Definice. Reédlnd funkce f(z) se nazve rostouci (resp. klesajici resp. nerostouci resp. ne-
klesajici) na mnoziné M, pokud Vo < y € M je f(z) < f(y) (resp. f(z) > f(y) resp.
f(z) > f(y) resp. f(z) < f(y)). Souhrnny nazev: monoténni (rostouci/klesajici: ryze mo-
noténni) funkce.

Funkce f(z) na mnoziné M se nazve:

e shora omezend, pokud 3K € R t.z. f(z) < K,Vx e M

e zdola omezend, pokud 3L € R t.z. f(z) > L, Vxr € M

e omezena, je-li zde shora i zdola omezena.

Funkce je omezend na M, pravé kdyz 3C > 0 t.z. |f(z)| < C, Vo € M.

Funkce f(x) se nazve:

e sudd, pokud x € Dy = —x € Dy & f(—x) = f(x)

e lichd, pokud v € Dy = —z € Dy & f(—z) = —f(x)

e p-periodickd, pokud x € Dy = x+p€ Dy & f(x+p) = f(x)

Definice. (Okoli bodu.) Necht § > 0. Pro zy € R definujeme

U(zg,9) = (xg — 6,20+ 9) ... kruhové d-okoli

P(x9,0) = (xo — §,20) U (zg, 0 + 0) ... prstencové (redukované) d-okoli zq
Ui (x0,0) = [z, ko + J) ...pravé kruhové §-okoli zg

U_(x,0) = (xg — 0, 0] ...levé kruhové d-okoli x

P, (x9,0) = (xg,z9 + 0) ...pravé prstencové d-okoli x

P_(z0,9) = (xg — 6,x0) ...levé prstencové d-okoli z

Déle definujeme

U(+00,6) = (3, +00], P(+00,8) = (%,400)

U(_OO76) = [_007 _%)7 P(_OO’(S) = (_007 _%)

U_(400,6) = U(+00,0), P_(+00,6) = P(+00,9), Us(—00,d) = U(—00,6), Py(—00,0) =
P(—00,9).

Pravé okoli oo, levé okoli —oo nedefinujeme.

Poznamky.
e 0 <y = Ul(xg,01) C U(xp,d2) ...cIm mensi §, tim mensi okoli (plati i u +00)



e U(xg,0) a P(xg,0) se lisi bodem xy, tj.

U(ZE(), (5) = P((L’(], (5) U {(L’()}, P(Io, (5) = U(Zﬁo, (5) \ {l‘o}

e pro xp € R plati:

U(zo,8) = {z €R; |z — x| <0}
P(x0,6) = {z € R; 0< |z —z0| < 6}

e piseme U(x) misto U(xg,d), pokud na & nezdlezi; obrat "na jistém P(zq) plati...”je
zkratka za ”existuje § > 0 tak, ze pro kazdé x € P(xo,d) plati...”

Véta 2.1. (Princip oddéleni.) Necht zg, 21 € R*, 1y # x1. Potom existuje § > 0 tak, ze
U(xo, 6) NU(x1,6) = (. Specidlné xg & U(x1,0), x1 ¢ U(xo,9).

Definice. Nechf z, € R*, necht f(z) je definovéna na jistém P(zg,0). Cislo A € R* se
nazve limitou f(z) v bodé x, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € P(xo,8) = f(z) € U(A,2)].

Znacime f(x) — A pro x — xg, nebo lim f(z) = A.

T—T0
Terminologie: pokud A € R, jde o limitu vlastni (konecnou), pro A = +oo je limita
nevlastni.
Poznamky.

e limita v x¢ nezdvisi na f(x¢), f(z) nemusi byt v xy ani definovéna
e nizorné: x blizko xy, ale ruzné od xy = f(x) blizké (nebo rovné) A
e ckvivalentni zapis:

(Ve > 0) (30 > 0) [f(P(z0,6)) C U(A,2)].
specidlné pro gy, A € R:

(Ve >0)(30>0)[0 < |z—mz| <6 = |f(z) —A] <¢].

e limita (pokud existuje) je nejvyse jedna

Priklady. (D lim, ,,z? =4
@) lim, oz7% = 400
(3 Dirichletova funkce



nema limitu v zaddném bodé.

Definice. Necht 2o € R*, necht f(z) je definovdna na jistém P, (z¢,d) (resp. P-(o,0)).
Cislo A € R* se nazve limitou f(x) v bodé xz( zprava (resp. zleva), jestlize

(Ve > 0)(36 > 0) [z € P(20,0) = f(z) € U(A,¢)]
respektive
(Ve > 0)(36 > 0) [z € P_(20,0) = f(z) € U(A,€)].
Znacime f(z) — A pro x — o+, Eerf(x) = A, resp. f(zr) - A pro x — xp—,
lim f(z) = A. i

T—To—

Priklady. (D) pro funkei signum

1 x>0
sgnx = < 0 T =
-1 =<0
plati: lim, ,o. sgnz =1, lim, ,o_sgnx = —1
@ Jlup, o7 = £o0

Véta 2.2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) limg_,, f(z) existuje a rovna se A
(2) limity lim, 4 f(2), lim,_,,,— f(x) existuji a rovnaji se témuz A

Lemma 2.1. (1) Necht f(z) m4 v bodé xq vlastni limitu. Potom f(x) je omezena na jistém
P(CC())

(2) Necht f(x) ma v bodé zo limitu (i nevlastn{), riznou od 0. Potom f(z) je na jistém
P(xy) “odrazend od nuly”, tj.

(36 > 0)(3A > 0) [z € P(x,0) = |f(z)] > AJ.

Véta 2.3. (Aritmetika limit - 1. verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B pro z — x9, kde A,
B € R. Potom
(1) f(x) +glx) > A+ B
(2) f(x) — glz) > A— B
3) f(z) - g(x) —>A'Bf( VoA
x
4) pokud B # 0, tak —= — —
toto vse pro x — xg.
Véta 2.4. Necht f(x) je omezend na jistém P(zg), necht g(x) — 0 pro z — x,. Potom
f(z) - g(x) — 0 pro x — .

Poznamka. Plati jednostranné verze uvedenych vét, napt.:
Jestlize f(x) — A, g(z) — B pro x — zo+, pak f(z)-g(x) > A- B pro x — xo+.

7



Jestlize f(x) je omezend na jistém P_(xy) a g(x) — 0 pro  — zo—, pak f(z)-g(z) = 0
pro x — xrg—. A podobné.

Definice. Necht 7y € R, necht f(x) je definovana na jistém U(zo). Rekneme, 7e f(x) je
spojita v xg, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € U(zo,8) = f(z) € U(f(x0), )]
Ekvivalentni zapisy:

(Ve > 0) (36 > 0) [f(U(x,0)) C U(f(x0),¢)]
(Ve >0)(36 > 0)[lx — 20| <6 = [f(z) — f(wo)] < g]

Véta 2.5. (Vztah limity a spojitosti.) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) f(x) je spojita v zg
(2) lim f(z) existuje a rovnd se f(xg)
T—T0
Strucné feceno: spojité funkce jsou takové, ze limitu x — x( spo¢itam dosazenim x = x.

Priklady.

(D polynom, tj. funkce tvaru p(x) = apz™ + a12™ ' + - - - + a,, kde a;, € R jsou konstanty,
je spojity v kazdém xy € R

(2) raciondlni funkee, tj. funkce tvaru R(x) = Z(—g, kde p(x), g(x) jsou polynomy, je spojita
v kazdém zy € R, ve kterém ¢(zo) # 0

) funkee sin z, cos x, exp z jsou spojité v kazdém bodeé z R; funkce In z je spojitd v kazdém
bodeé (0, 00) - viz Kapitola 3 nize.

@ funkce /z je spojitd v kazdém bodé z (0, 00); uvidime pozdéji, ze /x je vzdy spojitd
(ve svém definiénim oboru)

(®) funkce sgn x je spojitd véude mimo z =0

©) funkce F(z) = z - D(x), kde D(x) je Dirichletova funkce, je spojitd v z = 0 a nikde
jinde

Véta 2.6. (Limita superpozice) Necht f(x) — yo pro x — xg, necht g(y) — A pro y — yo,
kde A, g, o € R*. Necht je ddle splnén alespoi jeden z néasledujicich predpokladi:

(a) g(y) je spojitd v yo

(b) 3§ > 0 tak, ze f(x) # yo pro Vo € P(xo,0)

Potom ¢(f(x)) — A pro x — .

Priiklady.
@\/x3—3x+1%\/§prox%2
- 2
T
3 !! bez predpokladu (a) nebo (b) se nelze obejit: definuji f(x) =0 pro Vo € R, g(y) =0
proy # 0a g(0) = 1. Potom f(x) — 0 proz — 0, g(y) — 0 pro y — 0, avsak g(f(z)) — 1
pro x — O.



Poznamka. Vyrok f(z) — +oo pro x — xy muzeme ekvivalentné napsat jako
(VK >0)(36 > 0) [z € P(xo,0) = f(z) > K].
Podobné f(z) — —oo pro x — xy je ekvivalentni

(VL <0)(30 > 0) [z € P(xo,0) = f(z) <L].

Véta 2.7. (Aritmetika limit - obecnd verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B pro x — xg, kde
A, B € R*. Potom

—_ ﬁ JE—
g(x) B
pro r — xg, ma-li vyraz napravo smysl.
Priklady. (D) x21+1 — (+OO)(100)+1 =0 pro x — +00
P +32+4=221+ 24+ %) = (—00)3(1 + =2 + —15) = —co pro & — —00

Pozndmka. Pro¢ nedefinuji nékteré vyrazy, napi. =27 Protoze kdyz f(z) — 400, g(z) —

—+00, nelze obecné tici, co déla fe) Operace s 00 jsou definovany prave tak, aby platila

g(x)
Véta 2.7.

Véta 2.8. (Limity typu £5 = £00.) Necht f(z) — 0 pro & — .
(1) Je-li f(z) > 0 na jistém P(z), pak ﬁ — 400 pro T — .
(2) Je-li f(z) < 0 na jistém P(zo), pak ﬁ — —00 pro T — Xo.
Priklady. (D) %E — 400 pro x — 0+

@ == — —coprox — 0—

Véta 2.9. (Zachovani nerovnosti v limité.) Necht f(z) — a pro z — xy. Necht existuje
A € R tak, ze f(z) < A na jistém P(z(). Potom a < A.

Poznamky.

e plati zrcadlova verze s > misto <

e neplati verze s ostrou nerovnosti: f(z) =1 — 1 < 1 na P(+o0), aviak lim, . f(z) =
141

e souhrné: neostrd nerovnost se v limité zachovéd, ostrd se muze zménit v rovnost

Véta 2.10. (O dvou policajtech.) Necht f(x), g(x), h(x) jsou definovany na jistém P(zg).
(1) Necht g(z) < f(z) < h(z) plati na jistém P(zg), a necht g(z) — a, h(z) — a pro
x — xo, kde a € R. Potom f(x) — a pro z — .

(2) Necht g(x) < f(z) na na jistém P(zg), necht g(x) — +oo pro x — xy. Potom f(z) —
400 pro x — xy.

(3) Necht f(x) < h(z) na na jistém P(xq), necht h(z) — —oo pro * — z,. Potom
f(z) = —o0 pro x — x.



Priklady. (I) ngﬁl — 1 pro  — +oo0, kde

Lyjzmax{k;GZ:k:Sy}

je tzv. cela cast y.

@) cosz + x — —00 pro r — —o0

Véta 2.11. [O limité monoténni funkce.] Necht f(zx) je monoténni v intervalu (a, b). Potom
existuji lim, .4 f(x) a lim,,,— f(z). Navic: tyto limity jsou vlastni, pravé kdyz je f(x)
spravnym zpusobem omezend.

Definice. Necht f(r) je definovana na jistém U, (zg) (respektive U_(xy)), kde o € R.
Rekneme, ze f(z) je spojita v xq zprava (resp. zleva), jestlize

(Ve > 0)(36 > 0) [z € Uy (20,6) = [f(z) € U(f(w0),¢)]

respektive
(Ve >0)(36 > 0) [z € U_(x0,6) = [f(z) € U(f(20),€)] -

Ekvivalentni zapisy (pro spojitost zprava):

(Ve > 0)(36 > 0) [f(Ur(zo,0)) C U(f(x0),¢)]
(Ve >0)(30>0)[zg <z <z0+6 = |f(2) — fl0)] <]

Véta 2.12.

(1) f(x) je spojita v xq zprava, pravé kdyz lim, ..+ f(z) = f(z0).
(2) f(x) je spojita v zq zleva, prave kdyz lim,.,— f(z) = f(z0).
(3) f(x) je spojita v xg, pravé kdyz je tam spojita zleva i zprava.
Piiklad. f(z) = |x] je v 0 spojitd zprava, nespojité zleva.

Definice. Nechf f(z) : I — R, kde I C R. Rekneme, Ze f(z) je spojita v I (na I, vzhledem
k I), jestlize pro kazdé xy € I plati:

(Ve >0)(36 > 0) [z € U(wo,0) NI = f(x) € U(f(x0),€)] -

Poznamka. Thned z definice plyne: je-li f(z) spojita v I, a I C I, pak f(z) je spojitd v I.

Poznamka. U intervalu rozlisujeme vnitini a krajni body. Bod zy € I je vnitini, prave
kdyz existuje 6 > 0 tak, ze U(xo,d) C I. Krajni bod muze, ale nemusi byt prvkem intervalu.
Tedy (a,b), [a,b), (a,b] a [a,b] jsou intervaly s krajnimi body a, b. Vnitinimi body jsou ve
vSech ¢tyrech pripadech body z (a,b).

Véta 2.13. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Potom nésledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(1) f(x) je spojita v I

(2) f(x) je spojita v kazdém vnitinim bodé I; pokud levy krajni bod je prvkem I, je v
ném spojita zprava; pokud pravy krajni bod je prvkem I, je v ném spojita zleva
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(3) f(x) je spojita zprava v kazdém bodé I, ktery neni pravy krajni, a je spojitd zleva v
kazdém bodé I, ktery neni levy krajni

Véta 2.14.! Necht f(z), g(x) jsou spojité v intervalu I. Potom funkce f(z)+g(z), f(x)—
g(x), f(x) - g(z) jsou spojité v I. Jestlize g(x) # 0 pro Vx € I, je také funkce % spojita
v I.

Véta 2.15. (Spojitost superpozice.) Necht f(x) je spojita v I, necht g(y) je spojitd v J,
kde I, J C R. Necht f(I) C J. Potom funkce (g o f)(x) je spojitd v I.

Véta 2.16. (Darbouxova.) Necht f(x) je spojitd v I, kde I C R je interval. Necht ~ lez{
mezi f(a), f(b), kde a, b € I. Potom mezi a, b lezi ¢ takové, ze f(c) = .

Dusledek. Necht I C R je interval a f(z) : I — R je spojitd. Potom f(I) je také interval.
(Spojity obraz intervalu je interval.)

Pozniamka. Vétu A4 lze zobecnit takto: Necht M C R je neprdzdna. Potom existuje
S € R* tak, ze S = sup M. Také existuje s € R* tak, ze s = inf M.

Véta 2.17. (O spojitosti inverzni funkce.) Necht I C R je interval a f(z) je spojita,
ryze monoténni v I. Ozna¢ J = f(I). Potom J je interval, f(x) : [ — J je vzdjemné
jednoznacna a f_1(y) : J — I je ryze monoténni, spojita.

Diisledek. Dikaz Véty B (o odmocniné); navic dostavame, ze {/y je pro sudé n spojitd v
[0, 4+00), pro liché n je spojitd v R.

Lemma 2.3. (1) Necht f(z) je definovéna na jistém P(+0c0). Potom
lim f(z) = lim f(1/y).
y—0+

T—r—+00

(2) Necht f(z) je definovédna na jistém P(—oc). Potom

lim f(z) = lim f(1/y).

T——00
Rovnosti chapu takto: existuje-li jedna limita, existuje i druha a rovnaji se.

Poznamky. Necht I C R je interval. Funkci F(z) : I — C ztotoznim s dvojici funkef
filz) : I — R, fo(x) : I — R, kde F(z) = fi(x) + ifa(x), neboli fi(z) = ReF(x),
fo(z) = Im F(z).

Limitu definuji takto: F'(z) - A € C pro x — o, jestlize Re F(z) — Re A, Im F(z) —
Im A pro & — xo. Spojitost analogicky: F'(x) je spojitd (v bodé, na intervalu), jestlize
funkce Re F'(x), Im F(x) jsou spojité (v bodé, na intervalu).

Timto prechodem k redlné resp. imaginarni ¢asti dokdzeme napt. zobecnéni Véty 2.3. (o
aritmetice limit) pro A, B € C.

3. ELEMENTARNI FUNKCE.

Véta C. Existuji funkce sin(z) a cos(z) z R do R a ¢islo m € (0,400) tak, ze plati:

1Bez dikazu.
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+y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) pro Vz, y € R,
+ y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) pro Vz, y € R;
2. sin(—x) = —sin(x) pro Vo € R,
cos(—x) = cos(x) pro Vzr € R;
3. funkce sin(z), cos(x) jsou spojité v R;
4. funkce sin(z) je rostouci v [0, 7/2] a sin(0) = 0, sin(7/2) = 1;

5. Tim S2()

z—0 xX

=1.

Funkce sin(z), cos(x) jsou témito vlastnostmi urceny jednoznacné.

Z 1-5 lze vyvodit vSechny dalsi zndmé vlastnosti funkei sinz a cos x.

e cos0 =1, nebot 1 =sin(r/2 + 0) = sin(m/2) cos 0 + cos(7/2) sin 0 = cos 0 + 0 (dle 1,
4)

e cos?(z) + sin?(z) = 1, nebot
1 = cos0 = cos(z + (—x)) = cos(x) cos(—xz) — sin(z) sin(—z) = cos?(z) + sin’(z)
(dle 1, 2, 4 a pfedchoziho bodu)
e |sin(z)| <1, |cos(xz)| <1 v R (dle pfedchoziho bodu)

e cos(m/2) =0, cos(m) = —1, sin(—7/2) = —

(dobrovolné doméci cviceni)
e cos(z +m) = —cos(x), sin(x + 7) = —sin(z), (dle 1 a pfedchoziho)
o funkce sin(z), cos(z) jsou 2m-periodické (dle predchoziho)

)
e funkce sin(z), cos(x) lze vzadjemné nahradit (pomoci predchozich vzorecku):
sin(x) = cos(z — 7/2)
cos(x) = sin(z + 7/2)

a—=b
sin 3

+b a—=b
sin 3

e sin(a) — sin(b) = 2 cos “£
cos(a) — cos(b) = —2sin 42

Odvodime nasledujicim trlkem: polozime z := (a+b)/2,y := (a—b)/2. Pak a = x+vy,
b=z — y a uzijeme vzorce 1.

12



dalsi uzitecné vzorce a vlastnosti:

sin(2z) = 2sin(x) cos(z)

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)

cos?(z) = 3(1 + cos(2z))

sin®(z) = 1(1 — cos(2x))

sinz =0 <= x=km cosx =0 < x =7+ kn, kde k € Z libovolné

.. . . 1l—coszx
zékladni limita pro kosinus: lim —— = %
x—0 :L‘Q

Véta D. Existuje funkce In(x) z (0,400) do R takova, ze

1.

2.

In(zy) = In(x) + In(y) pro Vz, y € (0, +00);
In(x) je rostouci a spojita na (0, +00);

1
lim In(1 + )
x—0 x

=1.

Funkce In(z) je témito vlastnostmi jednozna¢né urcena.

Z 1-3 plynou dalsi vlastnosti funkce In(z):

In1=0,nebot Inl=In(l.1) =Inl+1Inl

In(1/2) = —In(x), nebot 0 =Inl =In(x-1/z) = In(z) + In(1/x)

In(z™) =nln(z) pron e N, 2 >0

In({/r) = (1/k) In(z) pro k € N, z > 0, nebot In(z) = In(({/2)*) = kIn(¥/x)

lirf In(z) = +00. Checeme ukazat, ze
T—r+00

(Ve >0)(30 >0)[z > 1/ = lnz>1/e].

Necht € > 0 je ddno: protoze In(z) je rostouci, jeIn2 > In1 = 0 a tedy existuje n € N
tak, ze nIn2 > 1/e. Polozme § = 1/2".

Potom z >1/§ = x>2" = Inz >nln2 > 1/e.

lim = —oo, nebot diky Lemmatu 2.3
z—0+

lim In(z) = lim In(1/y) = lim [—In(y)] = —oc.

z—0+ y—r+00 y—+00
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e In((0,+00)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle pfedchoziho je shora
i zdola neomezeny.

Véta E. Existuje funkce exp(z) : R — (0, +00) takové, ze plati:
1. exp(x +y) = exp(x) exp(y) pro V, y € R;
2. exp(z) je spojita a rostouci v R;

-1
3 i P~
x—0 x

1.

Funkce exp(z) je navic vlastnostmi 1-3 jednozna¢né urcena.

Samoziejmé funkce Inz a expx jsou vzajemné inverzni. Vétu E muzeme také dokazat z
Veéty D tak, ze polozime exp = (In)_; — vSechny vlastnosti exp(x) pak plynou z vlastnosti
In(x) a z toho, ze jde o funkce vzajemné inverzni:

e exp(x) je rostouct, nebot In(z) je rostouci
e exp(x) zobrazuje R vzdjemné jednoznacné na (0, +00)
e vlastnost 1 plyne z vlastnosti 1 funkce In(x), Véta D

e limita sub 3 plyne ze zdkladni limity pro In(z) (vlastnost 3 ve Vété D) a ze spojitosti
funkce exp(x)

Funkce exp(z) ma tyto dalsi vlastnosti (dokazte sami):
e exp(0) =1
e cxp(—x) = 1/exp(z) pro Vx € R
e exp(nx) = [exp(z)]|” pro Ve € R, n € N

e lim exp(x) =400
r—+00

e lim exp(x)=0
T—>—00
Definice. (Obecnd mocnina.) Pro z > 0, a € R definuji * = exp(alnz). Déle definuji
2% = 1 pro kazdé x € R, specialné téz 0° = 1.

Poznamka. Dalsi dulezité (zdkladni) limity pro funkce Inz, exp x:

Inz ¢

lim =0, lim — =0, lim 2%Ilnx =0,
z—+oo ¢ z—4o0 ebT z—0+

pro libovolna a, b > 0. Heslo: logaritmus je slabsi nez mocnina je slabsi nez exponencidla.
— Dokéazeme pozdéji pomoci ’'Hospitalova pravidla.

Poznamka. Ruzné definice symbolu mocnina:
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e proa=n€Njez*=uz-z...x (ndsobeno n-krit)
e pro —a=n € Nje 2% = 1/x~% a uziji predchozi definice

o V=1

pokud a ¢ Z, nezbyvé nez pouzit definici z* = exp(alnx) (kterd ovsem pro a € Z
déva stejny vysledek jako tii predchozi)

Symbol /x mé zvldstni vyznam, uréceny Vétou B.

1
Rozdily a souvislosti: pokud z > 0, plat{ viechno tak, jak otekdavame: /z =z, (z%)° =
atd.
Pokud oviem z < 0, objevi se rozdily: </—1 = —1, avéak (—1)3 nenf definovéno. Podobné
[(=1)2]7 = 15 = 1, aviak (—1)%3 = (—1)2 nen{ definovéno.

ab

Definice. (Dalsi elementarni funkce.)
@ arcsin — (sin |[_7r/2,7r/2}),1

2) arccos = (COS |[o,ﬂ)_1

@ ter =5, v F# 5 +kn

@ arctgz = (t8(_r/2x/2))_4

®) cotgr = 52 g £ kr

sinx ’

Definice. Funkce se nazve (na daném definicnim oboru) elementérni, jestlize je to:

(1) polynom, raciondlni funkce, odmocnina

(2) sin, cos, exp, In

(3) arcsin, arccos, arctg

(4) jakdkoliv dalsi funkce, kterda vznikne z predchozich konetnym opakovanim operaci
sC¢itani, odcitani, nasobeni, déleni a skladani.

Poznamky.

e funkce sinhz = £ (expx — exp(—z)) (hyperbolicky sinus) je zjevné elementérni. Funkce
k ni inverzni (zvand argsinh) ovSem také, protoze argsinhy = In(y + /y% + 1)

e ve skutecnosti se vSechny elementarni funkce daji vytvorit pomoci exp a In, pokud po-
volime komplexni argumenty: napf. sinz = - (exp(iz) — exp(—iz)), arcsinz = —iln(iz +
V1—22).

e priklad funkce, kterd neni elementarni (na zadném intervalu): Dirichletova funkce
4. DERIVACE

Definice. Necht f(x) je definovdna na jistém U(xg). Pokud existuje limita

f(xo+h) = f(o)
h

lim

h—0 ’

d
nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé xg. Znaéime f'(x), d—“i(:vo) nebo (f(x))/]wzmo.

Terminologie: pokud f’(z) € R, jde o derivaci vlastni (kone¢nou), pro f'(z¢) = £oo je
derivace nevlastni.
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Poznamky.
e ckvivalentni definice derivace:
f(z) — f(zo)

lim ——————=.
T—T0 T — X

o f(x) = g(z) na jistém U(zo) implikuje f'(zo) = ¢'(x0)

e geometricky vyznam: smérnice tecny grafu funkce

e derivovanim vznikne z funkce f(z) nové funkce f'(x), kterd méa dovoleno nabyvat i hodnot
+o00

Piiklady. D) ¢ =0
(x")/ =nz" 'pror € R, neN
(xim)/ =Smrproz#0,meN

(sinz) = cosz, (cosz) = —sinz pro x € R
(Inz) =1/x prox >0

(expz) =expx prox € R

sgn’(0) = +o00, sgn’(x) = 0 pro z # 0.

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U, () (respektive U_(zg).) Pokud existuje

limita
respektive
lim f(xo +h) — f(x0)

Y

h—0— h

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé zg zprava (resp. zleva.)

Znacime f’ (x9) nebo (f(:v)):r\x:xo respektive f’ (z() nebo (f(an))/_|x::,;0
Opét rozlisujeme vlastni a nevlastni derivaci zleva resp. zprava.

Poznamky.
e ekvivalentni definice jednostrannych derivaci:

lim —f(x) _ f<x0) respektive lim —f(a:) _ f(x(]) .
T—zo+ T — X T—TO— T — o

e 7 Véty 2.2 plyne ekvivalence nasledujicich tvrzeni:

(1) f'(xo) existuje a rovna se A

(2) fi(xo) a f.(xo) existuji a rovnaji se témuz A

Piiklady.

D |z|' = sgnx pro z # 0; derivace v 0 neexistuje, nebot (|z|)|,=0 = 1

@ (\/E)/_,_|z:0 = +00

Véta 4.1. Necht f(z) mé v xq vlastn{ derivaci. Pak f(z) je v x¢ spojité.
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Poznamky.

e dulezité je ,,vlastni“: sgn(z) méd v 0 derivaci (rovnou +00), ale neni tam spojita

e plati jednostranné verze: f(x) ma v xq vlastni derivaci zprava (zleva) = f(z) je v x
spojita zprava (zleva)

e obracend implikace zdaleka neplati: napt. |z| je spojitd v 0, ale nema tam derivaci. Lze
dokonce sestrojit funkci, kterd je spojita vsude, ale derivaci (ani jednostrannou) nemé nikde

Véta 4.2. Necht f(z), g(x) maji vlastni derivaci v xy. Potom
(1) (f+g)'( o) = f'(w0) + ¢'(x0)

(2) (f = 9)'(20) = f'(w0) — /(o)

533 (f9)'(x0) = f'(w0)g (l“o)Jrf(fL“o) (o)

4) jestlize g(x¢) # 0, pak

([)/ (20) = f'(20)g(wo) — f(0)g' (20)

g 9% (o)

Poznamky.

e plati pro jednostranné derivace

e lze pouzit na vicendsobné soucty, souciny atd.; napf. (fgh)/(:cg) = f'(z0)g(xo)h(xo) +
f(20)g' (wo)h(zo) + f(xo)g(2o) ' (o)

e v pripadé nevlastnich derivaci nemusi plati, ttebaze mé prava strana smysl: poloz f(z) =
1/z proxz # 0 a f(0) = 1. Potom f'(0) = +o0, a tedy u vzorce

(£ £)'(0) = F(0)£'(0) + £(0)£'(0)
je prava strana oo, avsak derivace funkce f - f v bodé 0 neexistuje
Priiklady.
D tg' z = 1 o # L+ kr

@ (e” Slna:)/ =e (cosa: — sinx)
@ (2") = na™ ! (indukei podle n)

Lemma 4.1. Necht f/(zq) # 0 (i nevlastn{). Potom f(x) # f(zo) na jistém P(xo).

Véta 4.3. (Derivace slozené funkce.) Necht f(z) méa vlastni derivaci v xq, necht g(y) mé
vlastni derivaci v bodé f(zg). Potom

(g0 f) (z0) = ¢'(f(20)) - f'(0) -

|
flax +b)| = af'(ax + b) pro kazdé x takové, ze f'(y) ma v bodé ax + b derivaci

[
(Vi?+1) = ——— z€R
[
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® |f(z)| = f'(z)sgn{f(z)}, pokud f(z) # 0 a f'(z) existuje vlastni

Véta 4.4. (Derivace inverzni funkce.) Necht I C R je interval, a f(x) je spojitd, ryze
monoténni v I. Necht J = f(I), a f_1(y) : J — I je funkce inverzni k f(z). Necht yo € J
je vnitini bod. Potom:

(1) Jestlize f'(f-1(yo)) € R\ {0}, pak (f—l)/(yo) =

(f-1(%0))
(2) Jestlize f'(f-1(yo)) = %00, pak (f-1) (yo) =0
(3) Jestlize f'(f-1(yo0)) = 0, pak (f,l)/(yo) = +oo pokud f(z) je rostouci, a (f,l)/(yo) =
—oo pokud f(x) je klesajici.

o
f’(f—l(yo))'

1

Pf‘fklady. @ (aICSin y)/ = \/ﬁ, Yy & (_17 1)
-y
1
@ (arctgy)’ = T2 €R
1

3) Pokud n > 2 je sudé, tak (W)/: =y >0

nvrh

1
Pokud n > 3 je liché, tak (w)’ = proy #0, a (\”/g)/|y:0 = +00.

n Y xn—l

5. PRIMITIVNI FUNKCE.

Umluva. V celé kapitole znaci I, J oteviené intervaly.

Definice. Necht F(z), f(x) : I — R. Rekneme, ze F(z) je primitivn{ funkce k f(z) v
intervalu I, jestlize F'(x) = f(x) pro Vx € 1. Znacime

/f@Mx:F@) v

Terminologie: F'(x) se také nazyvéa neurcity integral k f(z), f(x) je integrand, z je inte-
grac¢ni proménna.
xn+1
Priklady. "dr =
i ;y@fxlx ——
x —
D) o =

):Enfl

v R, n >0 celé

v (—00,0) av (0,00), n > 2 celé

® fi_x = In|z| v (—00,0) a v (0,00); obecnéji f f'(z) dx = In|f(z)| v I, pokud f'(z)

i)

existuje vlastni a f(x) # 0 vSude v [

@ [e"de=e", [sinzdr =—cosz, [coszdr=sinz, vie vR
dx

O
Véta 5.1. (Linearita integralu.)

(1)

= arcsinz v (—1,1), [

] foQ =arctgx v R

/af(a:)+bg(x)da::a/f(x)das+b/g(a:)dx
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v kazdém I, kde maji smysl integraly vpravo;
(2) Jestlize [ f(y)dy = F(y) v J, pak

/f(ax—i—b)dxz éF(am—i—b)

v kazdém I takovém, ze {ax +b: x € 1} C J.
Véta 5.2. (Integrace per-partes.) Necht u(x), v(z) maji vlastn{ derivace pro Vz € I. Potom

existuje-li integrdl vpravo. P¥iklady. (D) [zInzdx = % Inz — % v (0, 00)

2) oznacme I,, = f (x;l%)n, n € N. Tedy I, = arctgz v R, a integraci per-partes odvodime
rekurentni vzorec
T 2n—1

2n(x? +1)" o

Lt = I, neN.

Véta 5.3. (1. véta o substituci.) Necht [ g(y)dy = G(y) v J, a necht pro kazdé z € I je
f(z) € J a existuje f'(x) vlastni. Potom

Piiklady. D) [we® do = %e””2 v R
@ [cos® xdx =sinz — 2sin’ z + £sin’z v R

Véta 5.4. (2. véta o substituci.) Necht f(z) je definovéna v I, necht ¢(t) : J — I je
vzajemné jednoznacnd a ¢'(t) existuje koneénd a navic je nenulova pro Vt € J. Potom: je-li

/f(go(t))gp’(t) dt = G(t) vJ,

pak

/f(ac) dz = G(p-1(z)) v .
Poznamky.
e 1. véta o substituci - schematicky:

y=1r
dy = f

Pouziva se v ptipadé, ze integrand ma specialni tvar, tj. slozena funkce krat derivace vnitini
funkce. Substituovand funkce f(z) nemusi byt prosta.

[owenr@ar|2Z00 1= [atna=co - o).
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e 2. véta o substituci - schematicky:

[ JZ00 | = [reo)d0a = ro =P,

V tomto piipadé substituovana funkce p(t) musi byt vzdjemné jednoznacénd a ¢'(t) # 0.
Druha véta o substituci se pouziva hlavné v typovych substitucich, viz nize.

Rozklad polynomi. Kazdy (nenulovy) polynom Q(x) lze rozlozit

k

Qz) = Al (@ —ay)”

Jj=1

kde a; € C se nazyvaji kofeny, p; jejich nasobnosti. Plati 2521 p; rovna se stupenl Q(x).
Disledek: kazdy (nenulovy) polynom je roven nule v nejvyse konetné bodech; pokud se
dva polynomy shoduji v nekonecné bodech, jsou nutné totozné (maji stejné koeficienty.)
Pokud ma @Q(x) realné koeficienty a a = o + i3 je kofen nésobnosti p, tak a = a — if3 je
také kofen (stejné ndsobnosti) a plati

(z —a)P(z —a) = [(z —a)(z — &)}p = [2° — 20z + o® + 52}][)

pricemz posledné uvedeny polynom druhého stupné nema tedy zadné realné koreny.
Tedy kazdy polynom s redlnymi koeficienty 1ze rozlozit

o) - Al[e-ap [[ @ +hara)™. ()
j=1 k=1

kde A, a;, by, ¢ jsou redlnd ¢isla, tj. a; jsou redlné kofeny ()(z) ndsobnosti p;, zatimco
polynomy 2 + b,z + ¢, skryvaji dvojici komplexné sdruzenych kofenti ndsobnosti gy,

P
Véta F. (Rozklad na parcidlni zlomky.) Necht R(z) = ngi, kde P(z), Q(x) jsou po-
x
lynomy a stupeii P je mensi nez stupenn Q. Necht Q(x) m4 rozklad (*). Potom existuji
jednoznacné urcena cisla A, Bys a Cs € R tak, Ze

m Pj n 9k

Z Z Z Z Byst + Chs
i (x — a ) pr it (2% + bpx + ¢)®
plati pro kazdé x kde Q(x) # 0.
Integrace raciondlni funkce. Je-li dana R(z) = %, pak:

1. Pokud stupen P je vétsi nebo roven stupni (), délenim prevedu na tvar



kde p(z), P(x) jsou polynomy a stupeni P je mens{ nez stupeii Q.

nkci P(x)
2. Funk Ox)

3. Integruji jednotlivé cleny rozkladu.
Priklad.

/ 3z d / dx +/ —r+1 J
e x
3 —1 z—1 2+x+1

1 1
:ln|x—1|—iln(x2+x+1)+\/§arctg (74—7)

rozlozim podle Véty F.

plati v (—o0,1) a v (1, 00).

Typové substituce. V dalsim je R = R(u,v) raciondlni funkce dvou proménnych, tj. R
je z u, v vytvorena operacemi +, —, -, /.

@
/ R(a ‘k/afv_+b> iz
"Vexr+d
Substituce t = {/ azifl vede na integraci racionalni funkce.
Priklad:

/ dx

x4+ 2/ —1

Poloz t = Vo —1, tj. x = o(t) = t* + 1, ¢'(t) = 2t - piedpoklady Véty 5.4 splnény
(I =(1,00), J = (0,00)); dostdvame

2t dt 2
ot + 1)+ —— v
/(t+1)2 D+ v

Po zpétné substituci je vysledek 2In(1 + vz — 1) +2/(1 + vz —1) v (1,00).
@

/R(sin z,cosx)dx.
Pouziva se substituce t = tg(x/2), tj. x = ¢(t) = 2arctg z. Odsud

: 2t 1— ¢ 2
sing = —— cosr = ——, de = ——dt,
1+¢2 1+¢2 1+¢2

coz vede opét na integraci racionalni funkce. Pozor: substituce dava vysledek jen pro x €

(—m, 7).
Priklad:

/ dx '

2+ cosx’

vede na integral



Tedy

dx —iarc tg(z/2),
/2+COS$\/§ te ( V3 );

plati v (—m,7) a diky periodicité v kazdém intervalu ((2k — 1), (2k + 1)m). Pokud chci
primitivni funkci na delsim intervalu, musim vysledek provést slepeni (zespojiténi) vysledné
funkce

Fo(z) = % arctg (tg(\:;é2)) .
Naptiklad funkce
Fo(x), x € (—m,m)
Fi(x) = \%, =7
Fo(x) + \2/—%, x € (m,3m)
je primitivni k f(z) = 1/(24cos z) v intervalu (—m, 37). Pro x # 7 je F|(z) = f(z) zjevné,
v bodé x = 7 to elegantné vyresime pomoci pozdéjsiho Lemmatu 6.2.

€)
/ R(explax)) da

se prevede na integraci raciondlni funkce substituci ¢t = exp(ax), dx = dt/at.

@
/R Vax? +bx +c¢)dx .

Pokud a < 0, 1ze BUNO piedpoklddat, 7e p(z) = ax? + bx + ¢ ma redlné koreny. Prepiseme

Var? +br +c = a(r — \)(x — p) = £(x — p)y | ——=,

¢imz obdrzime integral typu (I). Piiklad:

/ ¢<x—§<b—x>
\/(a:—i)(b—x) B Iia\/i

kde a < b. Upravime:

—_———
t
odtud =z = tlf’J;’, dr = ?ttg(il“ dt, integral po substituci
2dt 5 arcte ¢
= 2arc
112 g,

vysledek je 2arctg \/7=%, plati v (a,b).
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Pro a > 0 pouzijeme Eulerovu substituci
Vax? +br +c=t—+ax.

Ta vede opét na racionalni funkci, navic lze dokézat, ze spliuje predpoklady Véty 5.4. na
v8ech intervalech, kde je p(x) > 0. Piiklad:

dx
/ v+ +1’
substituce

Val+o+1l=t—uz

22+ r+1=1t>—2x+ 2?

2 —1 2(t? 1
P e A Gl e RO P
2 + 1 (2t + 1)
2 +t+1
N R e e

Integrél po substituci

2dt 1 1
[ (— - —)dt=lnft—1-mft+1
/t2—1 /(t—l t+1) nft =1l =Inft+1f,

vysledek lze zapsat jako

1 Wal+z+14+x—1]
n )
Vit +1+a+1

plati v intervalech (—o0,0) a (0, 00).

Poznamka. (Integral a derivace komplexnich funkei.)
Necht F(z), f(z): I — C. Potom F'(z) = f(x) znaci

{ReF(x)}/:Ref(x), {ImF(m)},:Imf(:v).
Stejny vyznam mé [ f(z)dz = F(z).
Diky vzorecku (dokézeme pozdéji pii presnéjsim zavedeni elementédrnich funkei)
exp[(a + i8)z] = exp(ax)[cos(Bx) + isin(Sz)]
vyplyva, ze exp(ax) = aexp(ax), a také

_exp(azx)

/ exp(ag) dz =

plati pro a € C. Rozkladem na redlnou a imaginarni cast ziskdme uzitecné vztahy

a

/exp(oms) cos(fx) dx = % [ cos(Bz) + Bsin(Bx)] ,
/exp(am) sin(fz) dx = % [asin(Bzx) — B cos(Bz)] .
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6. HLUBSI VLASTNOSTI DERIVACE A SPOJITOSTI.

Umluva. V celé kapitole znaci I, J intervaly (libovolného typu.)

Lemma 6.1. Necht f(z) je spojité (resp. spojitd zprava, zleva) v bodé xy. Potom f(z) je
omezena na jistém U(xg) (resp. Uy (xg), U-(z0).)

Véta 6.1. Necht f(z) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Potom f(z) je na
I omezen4.

Poznamka. Predpoklady nelze oslabit:

e f(x) =1/z je spojita na (0, 1], ale neni omezend (interval neni uzavieny)

e f(x) = 1/x pro x € (0,1], f(0) = 0 neni omezend na [0, 1] (funkce neni spojitd v 0
zprava)

Definice. Necht f(z): 1 — R, 25 € I. Rekneme, 7e f(x) ma v bodé xy vzhledem k I

e maximum (podrobné: globalni maximum), je-li f(xg) > f(z) pro Vz € I.

e lokalni maximum, jestlize 3§ > 0 tak, ze f(xo) > f(z) pro Vo € I NU(xo, ).

e ostré lokalni maximum, jestlize 36 > 0 tak, ze f(x¢) > f(x) pro Vo € I N P(x,0).
Analogicky: fekneme, ze f(x) méd v bodé xy vzhledem k

e minimum (podrobné: globalni minimum), je-li f(zg) < f(z) pro Vz € I.

e lokalni minimum, jestlize 3§ > 0 tak, ze f(xo) < f(z) pro Vo € I N U(x, ).

e ostré lokdlni minimum, jestlize 3§ > 0 tak, ze f(x¢) < f(z) pro Vo € I N P(xg,0).

Souhrnny ndzev pro maximum a minimum: extrém.

Véta 6.2. Necht f(z) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Pak existuje zq € [
bod globalniho maxima.

Poznamky. (I) Predpoklady opét nelze oslabit:

e f(x) =z je na (0,1) spojitd, ale maxima/minima nikde nenabyva

o f(x) = % - mé v [0,00) nekoneéné mnoho (ostrych) lokélnich extrému, ale zadné
globalni

) Zrcadlovd verze: f(x) spojitd na omezeném, uzavieném I zde nabyva svého minima.

Véta 6.3. Necht f(z): 1 — R. Je-li 2y vnitini bod I a f'(xq) existuje a je nenulové, pak
v xo neni (lokalni) extrém (vuci I).

Dusledek. Je-li v bodé x € I (lokdln{) extrém, pak nutné bud (i) z, je krajni bod, nebo
(i) f'(zo) neexistuje, nebo (iii) f'(x¢) = 0.

Priklady. () f(z) = || méd v 0 globalni minimum, avsak f’(0) neni nula (tato derivace
neexistuje)
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@) f(z) =2 pro x € I = [-1,1]. Maximum je v z = 1, minimum v —1, ale v zddném z
téchto bodu neni f'(z) = 0. Naproti tomu f/(0) = 0, avsak 0 neni (ani lokalni) extrém.
Z prikladu je vidét, ze ani jedna z implikaci

f(z0) =0 = x je (lokdln{) extrém
7o je (lokdln{) extrém = f'(x¢) =0

obecné neplati!

Véta 6.4. (Rolleova.) Necht f(z) je spojita v [a, b], necht f(a) = f(b) anecht f'(z) existuje
pro Vz € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Véta 6.5. (Lagrangeova.) Necht f(z) je spojitd v [a,b] a necht f'(x) existuje pro Vz €
(a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

Priklad. Inz < x — 1 pro Vo > 1.

Véta 6.6. Necht f(z) je spojitd v bodé xg, necht existuje f'(x) vlastni na jistém P(zg).
Potom

f'(xo) = lim f'(z),

T—T0

m4-li prava strana smysl. Jednostrannd verze: necht f(x) je spojitd v bodé xq zprava, necht
existuje f’'(z) vlastni na jistém P, (x¢). Potom

(o) = lim f'(z),

T—x0+

ma-li prava strana smysl.

Piiklady. (I)
1
arcsin’ (1) = lim arcsinz = lim ————= = oo

z—1— z—=1— 4/1 — 12 B
_ 3/,.2 : / — 2x
@) f(x) = Va2 —1. Prox # %1 je f'(x) e a tedy

/ I K —
J'(£1) = lim G +00.

Lemma 6.2. (O lepen{ primitivni funkce.) Necht F'(x) = f(x) pro kazdé = € (a,b),
x # xo. Necht F(z), f(x) jsou spojité v bodé xq. Potom téz F'(x¢) = f(x0), a tedy celkem
[ f(x)dx = F(z) v intervalu (a, b).

Definice. Rekneme, ze f (x) ma v I Darbouxovu vlastnost, jestlize plati: pokud v lezi mezi
f(a), f(b), kde a, b € I, pak existuje ¢ mezi a, b takové, ze f(c) = 7.

25



Poznamka. Véta 2.16. tedy tika: funkce spojita v intervalu zde mé Darbouxovu vlastnost.

Véta 6.7.% Necht f(z) je spojitd v otevieném intervalu I a necht f'(x) existuje pro Vo € I.
Potom f’(z) ma v I Darbouxovu vlastnost.

Poznamky.

e Derivace spojité funkce nemusi byt obecné spojita - avsak podle piredchozi véty ma aspon
Darbouxovu vlastnost.

e Pokud f(z) nemd Darbouxovu vlastnost, nema ani primitivn{ funkei (napf. funkce f(x) =
Sgn ).

Véta 6.8. (Cauchyho.) Necht f(z), g(x) jsou spojité v [a, b]. Necht pro Va € (a, b) existuji
vlastni f'(x), ¢'(z) a navic ¢'(x) # 0. Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

[0)— f(a) _ f(0
g(0) —g(a) ~ g(e)

Véta 6.9.% (I'Hospitalovo pravidlo.) Necht z, € R*. Necht f'(z), ¢'(x) existuji vlastni,
navic ¢'(z) # 0 pro Va € P(x, ). Necht plati bud

(a) f(z) =0, g(x) = 0 pro x — xg

nebo

(b) lg(x)| = 400 pro z — .

Potom

LC B
A gl@) o g (o)

ma-li prava strana smysl.

Priklady. (D)

. sinx —xcosx . xsinz 1
lim ———— = lim = —.
z—0 x3 r—0 312 3
) . Inxz . 1/x
lim z*Inz = lim = lim ;:0. (a>0)
x—0+ z—0+ x4 =0+ —qxr a1

@ smrems — 1/2, pro @ — +oo. Avsak 2+Closx limitu v 400 nemé. Piiklad ukazuje,

"Hospitalovo pravidlo neni ekvivalentni vypocet limity: f(z)/g(z) limitu muze mit, i kdyz
£(2)/g/(x) ji nemé.

@ priklad, kde v zasadé ’'Hospital pouzit jde, ale je to mnohem pracnéjsi, nez piimé pouziti
zékladnich limit:

x3 3x2

im = lim
w0 sinzIn(l +22)  2=0 coszIn(1 + 22) + sin z 3%

Véta 6.10. (Monotonie a znaménko derivace.) Necht I je interval (libovolného typu).
Necht f(z) je spojitd v I, a necht f'(x) > 0 (resp. f'(x) > 0 resp. f'(z) < 0 resp.

2Bez diikazu.
3Dilkaz jen ¢ésti (a).
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f'(x) < 0) pro vsechny wvnitrni body I. Potom f(x) je rostouci (resp. neklesajici resp.
nerostouci resp. klesajici) v I.

Piiklad. f(z) = 2™ Protoze f'(x) > 0 pro x € (0,00), je f(x) rostouci v [0,00). (Srovnej
ditkaz Véty B.)

Dusledek. Necht I je interval (libovolného typu). Necht f(z) je spojitd v I, a necht
f'(x) # 0 pro Va € I vnitini. Potom f(z) je ryze monoténni v /.

Definice. Funkce f(x) se nazve konvexni v I, jestlize pro Va; < xo < x3 € I plati

f(x2) — f(z1) < f(x3) — f(x2) .

To — X1 - T3 — T2

Pokud misto < pozadujeme < resp. > resp. >, jde o funkci ryze konvexni resp. konkavni
resp. ryze konkavni.

Poznamka. Funkce f(x) je konvexni v I, pravé kdyz pro Va < b € I a pro VA € (0,1)
plati
F(hat (1 NB) < Af(@) + (1 V).

Véta 6.11. (Konvexita a monotonie derivace.) Necht f(z) je spojitd v I, a necht f'(x)
je rostouci (resp. neklesajici resp. nerostouci resp. klesajici) wonitr I. Potom f(x) je ryze
konvexni (resp. konvexni resp. konkdvni resp. ryze konkévni) v I.

Piiklad. f(z) = ﬁ Pro & € (—00,0) je f'(z) = 1= a tato funkce v (—00,0) klesd.
Puvodni funkee je spojité (dokonce v R), tedy f(z) je ryze konvexni v (—oo, 0]. Analogicky:
je ryze konvexni v [0, c0). Ptresto neni konvexni v R.

Snadno si rozmyslim, ze f(x) rostouci v (a, b], f(x) rostouci v [b, ¢) implikuje f(z) rostouci
v (a, c) — pro konvexitu tedy analogicka tivaha neplati.

Véta 6.12. (Konvexita a znaménko druhé derivace.) Necht f(z) je spojitd v I, a necht
f"(z) existuje konecna a f”(x) > 0 (resp. f”(x) > 0 resp. f”(x) < 0 resp. f”(z) < 0) pro
vsechny vnitini body I. Potom f(z) je ryze konvexni (resp. konvexni resp. konkavni resp.
ryze konkavni) v I.

Definice. Rekneme, Ze zg je inflexnf bod funkce f(z), jestlize
(i) existuje f'(zo)
(ii) existuje § > 0 tak, ze na jednom z intervalu (xg,zo + 9), (g — 9, z9) je f(x) ryze
konvexni a na druhém ryze konkavni.
Priklady. D) f(z) = sinz ma v 2 = 0 inflexn{ bod.
@) f(z) =a? prox <0, a f(x) = \/x pro x > 0. Potom f(z) je ryze konvexn{ na (—oo, 0],
ryze konkdvni na [0, 00) - ovSem x = 0 neni dle nasi definice inflexni bod: derivace f’(0)
neexistuje.

7. POSLOUPNOSTI.

Definice. Posloupnost je funkce a(n) : N — R, pficemz misto a(n) piseme a,. Celou
posloupnost znac¢ime {an}neN, {an }n>n, nebo kratce {a,}.
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Priklady. @D a, = %, by = (—=1)", co = %

@) rekurentné: a; = 0, a1 = v/2 + an; nebo a; = as =1, a2 = ayy1 + a, (Fibonacci)

Definice. Cislo a € R* se nazve limitou posloupnosti {a,}, jestlize
(Ve > 0)(3no € N)[n>ny = a, € U(a,e)].

Znacime a,, — a nebo lim,,_,» a, = a.
Terminologie: pokud posloupnost mé konecnou (vlastni) limitu, fikdme, ze konverguje.
Pokud a,, — +oo, fikdme, ze {a,} diverguje do +oc.

Poznamky.
e a, — a € R lze ekvivalentné vyjadrit jako

(‘v’e>0)(§|n0€N)[nan - ]an—a|<5}.

e uzitecné je nasledujici pozorovani: a, — a pravé kdyz plati: pro kazdé £ > 0 pevné je
a, € U(a,e) pro vSechna n az na konecné vyjimek.

Priklady. D a, = + — 0.

@) b, = (—1)™ nemd limitu.

Poznamky. Plati analogie vét pro limity funkef (nebudeme dokazovat):

(i) Jestlize a,, — a, b, — b, pak

a, +b, >a+b
anb, — ab
an /by — a/b

mé-li vyraz napravo smysl (srovnej VoAL: Véty 2.3, 2.7.)

(ii) Jestlize a < a,, < 8 pro Vn, a plati a, — a, je také a < a < . Srovnej s Vétou 2.9.
(iii) Je-li b, < a, < ¢, pro Vn, a plati b, — a, ¢, — a, je také a, — a. Viz Véta 2.10 ("o
dvou policajtech”).

(iv) Jestlize a,, — 0, a posloupnost {b,} je omezena, je a,b, — 0. Srovnej s Vétou 2.4.

Definice. Posloupnost {a,} se nazve omezena, jestlize 3K > 0 tak, ze |a,| < K pro Vn.
Posloupnost se nazve rostouci (resp. neklesajici resp. nerostouci resp. klesajici), plati-li
ap < pyq (T€SP. @y < Gy TESP. Gy > Gpyq TESP. Gy > Apyq) Pro Vn.

Véta 7.1. Konvergentni posloupnost je omezena.

Véta 7.2. Necht {a,} je monoténni. Potom {a,} ma limitu. Je-li navic omezend, pak
konverguje (tj. ma kone¢nou limitu.)

Definice. Cislo ¢ € R* se nazve hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize pro Ve > 0
pevné nastava a, € U(a,e) pro nekonetné mnoho n.

Poznamky.
e a, = (—1)” mé dva hromadné body: +1 a —1.
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e b, =sinn ...da se ukdzat, ze hromadné body tvoii interval [—1,1].
e jestlize a,, — a, tak a je hromadny bod, a je to jediny hromadny bod.

Definice. Je déna posloupnost {a,}. Rekneme, ze {b,} je podposloupnost {a,} (neboli
posloupnost vybrana z {a,}), existuje-li rostouci posloupnost ptirozenych cisel {k, }nen
takova, ze b, = ay,, .

Véta 7.3. Cislo a je hromadny bod posloupnosti {a,}, pravé kdyz z {a,} lze vybrat
podposloupnost, jejiz limita je a.

Véta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Necht {a,} je omezend. Potom {a,} md hromadny
bod v R.

Dusledek. Necht {z,} splituje x,, € [a,b] pro Vn. Potom existuje bod zy € [a, b] a podpo-
sloupnost {z,} takova, ze &, — xo.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,} spliuje Bolzano-Cauchyho podminku (neboli je
cauchyovska), jestlize

(V5>0)(Eln0€N)[m,n2no = |am, — ay <€}.

Véta 7.5. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) posloupnost {a,} konverguje.
(2) posloupnost {a,} je cauchyovska.

Poznamka. V teorii je podstatné, zda posloupnost konverguje nebo nekonverguje, zatimco
konkrétni hodnota limity nés nezajima. A zde je uzitecnost B.C. podminky: umi rozhod-
nout, zda posloupnost konverguje, aniz hovoii o jeji limité.

Véta 7.6. (Heine.) Necht f(z) je definovdna na n&jakém P(xq). Potom je ekvivalentni:
(1) limgq, f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) x, — o
(ii) @, # o pro Vn
plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.

Poznamka. Jednostrannd verze: necht f(z) je definovdna na néjakém P, (zo). Potom je
ekvivalentni:
(1) Tty sy f(2) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) z, = w0
(ii) z,, > xo pro Vn
plati, ze posloupnost { f(z,)} ma limitu A.

Poznamka. Analogicky plati: f(z) je spojita v bodé xq, pravé kdyz pro kazdou posloup-
nost, splaujici x,, — xg, plati, ze f(z,) — f(xo).

Véta 7.7. (Heineho pro spojitost v intervalu.) Necht f(z) je definovéna v intervalu I.
Potom je ekvivalentni:
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(1) f(z) je spojita v I.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) z, = w0
(ii) xg € I, x, € I pro Vn
plati, ze posloupnost { f(z,)} ma limitu f(xo).

Priklady. (D) Dulezitd limita:
1 n
lim (1 + —) =e.
n—00 n

lim sinz.
Tr—+00

(3) Rekurentné zadand posloupnost a; = 0, a,41 = /2 + @, mé limitu 2.

(2) Neexistujici limita:

8. TAYLORUV POLYNOM.

Definice. Necht f(z), g(z) jsou definovany na néjakém P(z). Rekneme, Ze f(x) je "malé
6 g(x)"pro x — xg, jestlize
@

A gl

Znacime: f(x) = o(g ( ), T — xg.
Rekneme, ze f(x) je "velké 6 g(x)”pro x — xg, jestlize existuji C' > 0, § > 0 tak, ze

[f(2)] < Clg(x)| V& e Plxo,0).

Znacime: f(z) = O(g(z)), © — xo.

Rekneme, ze f(z) je fddove rovno g(x) pro x — xg, jestlize limita
)
w0 ()

existuje a je konecnd a nenulové. Znacime: f(z) ~ g(x), x — .

Poznamky. Neformélné feceno, tyto symboly znaci (pro z velmi blizko x):
f(z) =o0(g(z)) ... f(x) je mnohem mensi nez g(x)

f(x) =O(g(x)) ... f(x) lze odhadnout (konstanta krat) g(z)

f(z) ~g(x) ... f(x), g(x) se chovaji v zasadé stejné.

Priklady. D Inx = o(\/z),  — o0.

@) ;;Ifl:O( 5), T — 00.

@) sinz ~ x, 1—cos:c~x2 In(1 +z) ~ x, vie pro x — 0.

Definice. Funkce f(z) je ddna. Potom k-tou derivaci f(z) zna¢ime f*)(z) nebo —f( )
a definujeme ji induktivné takto:

(i) f©(z) = f(z), neboli funkei povazujeme za nultou derivaci sebe sama;

(i) £+ = {F(2)}, specidlné fO(z) = f/(2), f@)(z) = f(x) atd.
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Definice. Necht f(z) je definovdna na otevieném intervalu I. Rekneme, ze f(z) je tifdy
C™ na I, jestlize derivace f*(z) existuji a jsou spojité na I pro kazdé k = 0,1,...,n.
Zmacime f(z) € C"(I). Specialng, C°(I) = C(I) je mnozina vsech funkef spojitych na I.
Symbolem C*°(I) znacime tfidu funkci, pro néz derivace vsech fadu existuji a jsou spojité
na I.

Poznamka. Idea aproximace funkce polynomem spociva v nésledujicim: je dana funkce
f(z) na okoli bodu xy. Sestrojime polynom p(z) tak, ze

p(x0) = f(0)
P'(z0) = f'(20)

P (w0) = ) (x0)

Ukazuje se, ze p(x) funkei v blizkosti bodu xy dobfe aproximuje - tim lépe, ¢im je vétsi n.
Napf. funkce f(x) = cos(z) v blizkosti bodu 0. Mame f(0) = 1, f’(0) = 0, f”(0) = —1.
Stejnou hodnotu, prvni a druhou derivaci v nule mé polynom p(z) = 1 — %, ktery také
funkci cos z blizko pocatku - jak vidno z grafu - dobie aproximuje.

Definice. Pro xg pevné a k > 0 celé definujeme

1
TR

Specidlné Qo ., (z) =1 (diky tmluvé 0! = 1, (z — 20)° = 1), Q1.4 (2) = T — 20, Q2.4 () =
1(z — x0)?, atd.

(z — 20)".

Qkﬂ?o (x)

Lemma 8.1. Pro funkce Qj ., (), definované vyse, plati:
(1) Qk.zo(x) je polynom stupné k

(2) Qb () = 02 Q 4, () = Qr—1,00(x) pro Vk > 1

(3) Q,(f’)mo(xg) je rovno 1 pro k = [, zatimco pro k # [ je to 0

Definice. Necht f(z) je tiidy C™ na ngjakém U(xq). Potom vyraz

n (k) (p
Z f k(' 0) (I o xo)k
k=0 )

nazveme n-ty Tayloruv polynom funkce f(z) o sttedu xy. Znacime T, gon(m)
Véta 8.1. [Aproximaé¢ni vlastnost Taylorova polynomu.| Necht f(z) je tiidy C™ na néjakém
U(xp), necht n € N. Potom

flz) =TI () = o(z — x0)"), T — xg.

zo,n
Navic T{M(a:) je jediny polynom stupné nejvyse n, ktery ma tuto vlastnost.
Piiklady. (D Ty () = Sop_y & Tedy
2 "

expw:1+m+%+---+—'+0(x"), x—0.
n!
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sin x n 22k+1 X
) TO,2n+1(Q:) = Zk:o(_l)km, neboli
(2n 4+ 1)!

simnr=x——+—+---+(=1)" +o(z®), 2 —0.
@) f(x) = (1+2)* kde a € R je pevné. Potom

3! 5!

. “ala—1)...(a—k+1
e =3 e Do ekl

k=0
Tedy

-1 —1)...(a— 1
(1+x)“_1+ax+%x2+...+a(a ) fa n )x”—l—o(m"), r—0.
n!

Poznamka. Pro a € R a k > 0 celé definujeme zobecnéné kombinacni ¢islo jako

() ~{ dozvtemien 2,

n!

Fln—F)l- Tayloruv rozvoj

Pron > k > 0 cela cisla je to ve shodé s puvodni definici (Z) =
(1 4+ 2)* muzeme elegantné napsat jako

(1+2)"= i <Z) 2%+ o(z").

k=0
Vsimnéte si analogie s binomickou formuli.

Véta 8.2. (Derivace a integrdl Taylorova polynomu.) Necht F'(z) je C™*! na otevieném
intervalu I, a zg € I je pevné. Necht f(z) = F'(x) v I. Potom

(1) ,
{18 @)} =T ().

(2) Naopak: pii vhodné volbé integracni konstanty ¢ € R plati
/ij(x) de =Tk . 1(x) +c.

Piiklady. (D)

n
ZEQk

T&%Snx(x> = Z<_1)k (2k})' :

k=0

@

n

k
Ton (@) = Y (-1

k=1
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Véta 8.3. (Pocetni pravidla pro malé é.)

(1) Necht f(z) = o(z™), g(x) = o(z™) pro x — 0, kde m > n. Potom af(z)+bg(x) = o(z")
pro x — 0.

(2) Necht f(x)
(3) Necht f(x)
(4) Necht f(x)
pro x — 0.

(™), g(x) = o(x™) pro x — 0. Potom f(x)g(x) = o(x™ ™) pro x — 0.
(™) pro x — 0. Potom 2™ f(z) = o(x™™) pro x — 0.
o(z™) anecht g(z) ~ 2™ pro x — 0, kde m > 1. Potom f(g(x)) = o(z™")

0
o

Poznamka. Struéné muzeme predchozi pravidla vyjadrit takto:
o(z™) + o(x™) = o(2™) pokud m > n
o(z™)o(x™) = o(x™T™)
x™o(x™) = o(x™™)
Vsimnéte si, ze o(z") — o(z™) se rovna o(z™) (a ne tedy 0). To chdpeme takto: rozdil dvou
funkci, které obé jsou malé 6 x™ je opét néjaka funkce, kterd je malé 6 x".
Priklady. (D)
rcosr —sinx  —1

lim PR T T

x—0 {ﬂg 3

©)

: 1
lim z(V1+22—3V1+a3+2vV1+at) = 5

T—00

Definice. Necht f(z) € C™(I), kde I je otevieny interval a zg € I je pevné. Vyraz

R, nia(@) = f(2) = T, ,(x)
se nazyva Tayloruv zbytek funkce f po n-tém ¢lenu o stredu xg.

Poznamka. Z predchoziho vime, ze Riomﬂ(x) = o((z — wo)") pro & — o, tj. Rnt1() je
malé, pokud x se blizi xg.

Nyni nés zajima jiny problém - totiz zda také R
n se zvétsuje. K tomu slouzi nasledujici véta.

Véta 8.4. [Odhad zbytku Taylorova polynomu.] Necht f(z) € C"*(I), kde I je otevieny
interval a xq, x € I, ¢ # x jsou zvolena pevné. Potom mezi x, z existuje 6 takové, ze

f

roms1(®) = 0, pokud z je pevné, zatimco

_f00)

f n
Rxom—&-l(l') - (n I 1)| (1’ - ZL’()) i . (L)
Déle existuje # mezi x, xy takové, ze
FD(6) n
R (2) = (o = )" (2 — x0). (©)

Vyraz vpravo se nazyva Lagrangeuv resp. Cauchyuv tvar zbytku.
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9. URCITY INTEGRAL.

Motivace. Studujeme néasledujici problém: je ddna funkce f(x) : [a,b] — R, a my chceme
najit ¢islo, které vyjadiuje plochu pod jejim grafem. Tato hodnota se nazyva urcity integral

a znadci se ,
| ttayas

Prirozené pozadavky na urcity integral:

(11) f;cd:v =c(b—a)

(12) f; af(z) + Bg(x)dr = a f: f(x)dx+ 8 fabg(:v) dz (linearita)
(I3) f; f(x)dx + fb z)dx = [ f(z) dz (intervalové aditivita)

(I4) f(z) > g(z) = f f(x)dx > fabg(:r) dz (monotonie)

Existuje vicero zpusobu, jak definovat integral. Ty se nelisi hodnotou vysledku, nybrz
tiidou funkci, které se jimi daji integrovat. Stru¢né probereme dva pristupy: Newtonuv
integral a Riemannuv integral. Ukazeme, ze pro spojité funkce davaji stejné vysledky.

Opakuj. Je-li déna f(x) : (a,b) — R, pak F(x) se nazyva primitivni funkce (zkratka p.f.)
k f(z) v (a,b), pokud F'(z) = f(x) pro kazdé = € (a,b).

Definice. Necht F(z) je definovéna v (a,b). Vyraz

lim F(z) — lim F(x)

r—b— r—a+

r=b

r=a’

nazyvéme zobecnénym pifrustkem funkce F'(z) od a do b. Znatime [F (a:)}z nebo [F(z)]

Poznamky.

e je-li F(x) spojitd v [a, b], je [F(x)}z = F(b) — F(a).

e situace, kdy [F(x)]z nemd smysl: 1. nékterd z limit F'(b—), F'(b+) neexistuje, 2. tyto
limity sice existuji, ale vyraz F'(b—) — F'(a+) je typu oo — oco.

Definice. Necht f(z) je definovéna v (a,b), a necht F(x) je p.f. k f(x) v (a,b). Potom
Newtonuv integral funkce f(z) od a do b definujeme jako

b
b
) / f(2)dz = [F()]"
ma-li prava strana smysl.

Pf-l’klady D (A) [, & = +oo

1 4 v
fm—

@ (JV)f_l sgn(z) dz neexistuje
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Terminologie a znaceni. Mnozinu téch funkci, pro které Newtonuv integrdl od a do b
existuje a je kone¢ny, zna¢ime .4 (a,b). Mnozinu téch funkei, pro které integral existuje (a
muze byt koneény nebo nekonecény), znac¢ime .4*(a, b).

Lemma 9.0. Necht Fi(z), Fy(z) : (a,b) — R jsou spojité a necht pro Vz € (a, b) existuji
F{(x), Fi(x) vlastni a rovnaji se. Potom existuje ¢ € R takové, ze Fy(x) = Fi(x) + ¢, pro
Vz € (a,b).

Dusledky. (D) primitivni funkce je (na souvislém intervalu) urcena jednoznacné az na
konstantu
2) definice Newtonova integralu je korektn{ (tj. nezévisi na volbé primitivn{ funkce)

Poznamky.
e lze dokazat, ze N.i. ma ocekavané vlastnosti: linearita, intervalova aditivita, monotonie
(za vhodnych predpokladi)

e kdy neexistuje (JV)ff f(x) dz? Bud neexistuje p.f., nebo vyraz [F(x)}z nems smysl.

Definice. Délenim D intervalu [a,b] rozumime koneénou posloupnost bodu xy < x; <
Ty < -+ < xp, kde zg = a, z,, = .
Je-li f(x):[a,b] = R omezend funkce, definujeme proi =1...n

= inf {f(2);2 € [7;01, 2]}, =sup {f(z);z € [z;1, 7]}
Cisla

E mz Z_xll
E M '—Zlfll

nazyvame dolni resp. horni Riemannuv soucet funkce f(x), ptislusny k déleni D.

Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezena funkce. Potom
b
%)/ f(z)dx :=sup {s(D); D je déleni [a,b]}

se nazyvé dolni Riemannuv integral f na [a,b]. Analogicky,

%’)/ f(z)dz :=inf {S(D); D je déleni [a,b]}

se nazyva horni Riemanuv integrédl f na [a,b].

%) / ) dr = () / ) do
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pak toto ¢islo nazyvame Riemannuv integrél funkce f(z) od a do b, a znacime

@) [y

Rikéme, ze f(z) ma Riemanniiv integral (je Riemannovsky integrovatelné) na [a, b], piseme

f e R(a,b).

Priklady. D (%) [, «*dx = 1/3,
(2) Dirichletova funkce neni Riemannovsky integrovatelna.

Definice. Reknemﬁ, ze déleni D je zjemnénim déleni D, pokud D obsahuje viechny body
D. Znacime D C D.

Lemma 9.1. Necht f(z) : [a,b] — R je omezena funkce, necht D, D, Dy a Ds jsou délen{
la,b]. . ) )

(1) Je-li D C D, pak s(D, f) < s(D, f)aS(D,f) <S(D,f).

(2) Oznacime-li m = inf{f(z), = € [a,b]} M = sup{f(z), = € [a,b]}, je

m(b—a) < s(Dy, f) < S(Dq, f) < M(b—a)

pro libovolna Dy, D.
Dusledek. Necht ¢; < f(z) < ¢y pro Vz € [a,b]. Potom

e(b—a) < (%)/ @) de < (%)/ (@) dz < ca(b—a).

Specidlng, je-li f(x) = c pro Vz € [a, ], je (%)f; f(z)dz = c(b—a).

Geometricky vyznam R.i. Necht & je plocha pod grafem funkce f. Z obrazku je ziejmé,
ze s(D, f) < 2 pro kazdé déleni, a tedy prechodem k supremu (%’)fab flx)de < £.

Analogicky, pro kazdé déleni je S(D, f) > £, a tedy (%)fff(a:) dr > . Je-li tedy f
Riemannovsky integrovatelnd, nezbyva nez & = (%) fab f(x)dx.

Lemma 9.2. f € R(a,b), pravé kdyz je splnéna podminka

(P.R)) (¥n > 0)(3 déleni D) [S(D, £)—s(D, f) < 77] .

Véta 9.1. [R.i. a monoténni funkce.] Necht f je monoténni, omezend v [a,b]. Potom

f € R(a,b).

Lemma 9.3. Necht f je spojitd v [a, b]. Potom je zde tzv. stejnomérné spojitd, tj.

(Ve > 0)(36 > 0) (Va, y € [a, b]) [|x—y| <0 = |f(z)— fly)| < 6] :
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Definice. Normou déleni D rozumime velikost nejvétsiho dilku, tj.
|D|| = max{|xi — x|, i=1,.. n}

Déleni se nazve kétované, je-li definovana n-tice bodu 7 : & < & < --- < &, (tzv. koéty)
takovych ze & € [z;_1,x;] proi=1,...,n.

V tomto piipadé definujeme tzv. kétovany Riemannuv soucet (podrobnéji: Riemannuv
soucet funkce f, piislusny déleni D s kétami 1) jakozto

S (D, f) = Zf& Ti = Tio1).

Véta 9.2. [R.i. a spojité funkce.] Necht f je spojitd v [a,b]. Potom f € R(a,b). Za
druhé, je-li {D™} libovolna posloupnost (kétovanych) déleni takovych, ze ||D™| — 0 pro
m — o0, pak posloupnosti s(D™, f), S(D™, f) a . (D™, 7™, f) konverguji k (9?)[; f(z)dx

pro m — o0.

Véta 9.3. [Linearita R.i.] Necht f, g jsou spojité v [a,b], a, 8 € R. Potom

@) [ as) + sowyae =a- @) [ et i@ [ gtoyas

Véta 9.4. [Intervalovd aditivita R.i.] Necht f je spojitd v [a, b], necht ¢ € (a,b). Potom

%)/:fmdw(%)/c f(x) dz = / fa

Dodatek k definici R.i. Pro b < a definujeme

@ [ ) dr = —() | sy

mé-li pravd strana smysl. Déle klademe (%) [ f(z) dz = 0.

Poznamka. S vyse uvedenym dodatkem plati Véta 9.4 v tomto obecnéjsim tvaru: je-li f
spojita v intervalu I, a cisla a, b, ¢ € I jsou libovolnd, pak plati:

o) [ 1wt @ [ @i =@ [ 1@

Véta 9.5. [Monotonie R.i.]| Necht f, g jsou spojité v [a, b]. Potom
1. Je-li f(x) > g(x) pro Vx € [a,b], pak

%)/abf(x) dx > (%)/abg(x) dx

Specidlng, f(x) > 0 v [a, b] implikuje (%)fabf(a:) dz > 0.
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Poznamka. Ve Vétach 9.3, 9.4 a 9.5 by stacilo predpokladat existenci Riemannova in-
tegralu.

Véta 9.6. [R.i. s proménnou horni mezi.] Necht f je spojitd v intervalu I, necht zo € I je

pevné. Definujme
= %)/ f(t)dt, xel.
xo

Potom:
1. F(x) je spojitd v I.
2. F'(x) = f(x) pro kazdé x € I vnitini.

Dusledky. (I) Necht f(x) je spojit(i v (a,b). Potom (”I) mé v (a,b) primitivni funkci.

@) Je-li f spojitd v [a,b], pak (A f f dx = f f(x)
@) Je-li f € C'(a,b), pak f(Tl) f(zo /)fm f’ () dx pro hbovolné xg, 1 € (a,b).

Poznamka. Otazka ,,mé dand f(x) primitivni funkci?” ma dva aspekty:

e Cisté teoreticky, odpovéd je ANO, pokud f(z) je spojitd, (viz Dusledek (I) vyse).
Naproti tomu odpovéd je NE, pokud f(z) nemé Darbouxovu vlastnost (diky Vété
6.7.)

e 7 praktického hlediska zni otazka malinko jinak: dokazi danou p.f. napsat vzoreckem
(tj. vyjarit pomoci elementdrnich funkei)? A to v mnoha ptipadech neni mozné.

Casto uvadény pifklad: funkce f(x) = exp(—z?) urcité ma p.f. (je spojitd), ale da se
dokazat, ze tato primitivni funkce se NEDA vyjadrit pomoci elementarnich funkci.
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