
Série 9 - termı́n 6.5.

1O (i) Ukažte, že zobrazeńı z 7→ az + b, kde a, b ∈ C, a 6= 0 zachovává úhly.
(ii) Jak z toho plyne analogická vlastnost pro holomorfńı funkce?

2O [Zavedeńı hlavńı větve logaritmu.] Necht’ U = C \ (−∞, 0]. Definujme L(1) = 0 a pro
z ∈ U , z 6= 1

L(z) =

∫
ϕz

dz

z
,

kde ϕz je libovolná křivka v U , jdoućı od bodu 1 k bodu z. Ukažte, že pro ∀z ∈ U :
(i) L′(z) = 1/z
(ii) exp(L(z)) = z

3O [Exercise 16, Lecture 10] Necht’ ϕ(t) = z0 + ρeit, t ∈ [0, 2π], ρ > 0; necht’ k ∈ Z.
Vypočtěte ∫

ϕ

(z − z0)k dz

4O Pro dané n přirozené vypočtěte integrál∫ 2π

0

sinnt

sin t
dt

pomoćı
”
substituce“ z = eit, t ∈ [0, 2π].
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ad 1) (i) rozepǐste z 7→ az jako lineárńı zobrazeńı R2 → R2 a užijte poznatk̊u lineárńı
algebry / geometrie

(ii) Taylor̊uv rozvoj f(z0 + z) = . . .

ad 2) (i) Vyjádřete př́ır̊ustek L(z + h) − L(z) jako integrál přes úsečku mezi z a z + h;
vydělte h→ 0+.

(ii) Ukažte, že funkce F (z) = z exp(−L(z)) je konstantńı v U , s užit́ım bodu (i) a
úlohy 5 předchoźıho d.ú.

ad 3) Př́ımo z definice, nebo (pro k 6= −1) lze už́ıt úlohu 5 předchoźıho d.ú.

ad 4) pomoćı dz = ieitdt a sinnt = (zn − z−n)/2i převedu na
∫
ϕ
f(z) dz pro jistou funkci

f(z). Dále lze psát (geometrická řada!)

f(z) =
∑
k

akz
k

a užiji úlohu 3.
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