
Série 6 - termı́n čtvrtek 10. dubna 2025

1O Necht’ řada
∑

k ak konverguje. Ukažte, že potom an → 0 a také bn :=
∑∞

k=n+1 → 0 pro
n→∞.

2O Rozhodněte (a také od̊uvodněte), zda konverguj́ı následuj́ıćı řady:

(i)
∑

k 1/k

(ii)
∑

k 1/k2

(iii)
∑

k sin(kπ/100)

*(iv)
∑

k!
kk+p , kde p ∈ R je parametr.

3O Je dána funkce ϕ : t 7→ (x, y) předpisem

x(t) =
1

2

∞∑
k=0

ψ(32kt)

2k

y(t) =
1

2

∞∑
k=0

ψ(32k+1t)

2k

kde pomocná funkce ψ je definována jako

ψ(u) =


0, u ∈ [0, 1/3]

3u− 1, u ∈ (1/3, 2/3)

1, u ∈ [2/3, 1]

a dále je sudá a 2-periodická. (Viz též obrázek.)

Na cvičeńı bylo ukázáno, že ϕ : R→ R2 je spojitá.
Ukažte, že ϕ zobrazuje interval [0, 1] na čtverec [0, 1]2. Podrobněji, ukažte že:

(i) pro t ∈ [0, 1] je x(t), y(t) ∈ [0, 1]

(ii) pro každou dvojici x, y ∈ [0, 1] existuje t ∈ [0, 1] takové, že ϕ(t) = (x, y).

4O Je dána funkce

f(x) =

{
−x− π/2, x ∈ (−π, 0)

π/2− x, x ∈ (0, π)

Načrtněte jej́ı graf v intervalu (−π, π) a spoč́ıtejte Fourierovy koeficienty.

Viz též nápovědu na straně 2.
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ad 1) Označme sn :=
∑n

k=1. Potom z konvergence řady v́ıme, že sn . . . . Vyjádřete an, bn
pomoćı sn.

ad 3) x (a podobně y) lze napsat ve dvojkovém rozvoji x =
∑∞

i=1 xi/2
i, kde xi ∈ {0, 1}. Ve

trojkovém rozvoji t =
∑∞

i=1 ti/3
i, kde ti ∈ {0, 1, 2}. Jak souviśı ψ(t) s č́ıslićı t1?

ad 4) ak = 0 (proč?)
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