LAPLACEOVA TRANSFORMACE.

Oznagme
LY == {f(t): (0,00) — R méfitelna, a e, tak, ze /OOO |f(t)] e " dt < o0} .
Pro f(t) € L, p > ¢; definujeme
2U0)0) = [ e
Tvrzeni 1. [Zékladni vlastnosti.]
1. f(t) e L1 = af(t) € LL aplati
ZLaf()](p) = aZ[f(1)](p)-
2. f(t), g(t) e LY = f(t)+g(t) € L% a plati
L) +9)](p) =2 [f®)] () + L [9(1)] ().

3. ft)e L, a>0 = f(at) € L} a plati

Z[f(at)](p) = a " Z[f()](a""p).
4. f(t) e LY = e f(t) € L% a plati

L fO)] () =2[fO)](p - a).

Tvrzeni 2. [Obrazy zakladnich funkei.]
1.

1
L[ (p) = e
Specidlng 2 [1](p) = p~*.

2.

n n!

.Z[t}(p):pnﬂ, n € N.
3. a
g[Sina/t} (p) = m



p
£ cosat](p) = e

Tvrzeni 3. [Hlubsi vlastnosti.]

1. f(t) e L1, ne N = t"f(t) € L} aplati

ndn

2[00 0) = (0" g [F0)] @)

2. f(t), g(t) € LY = fxg(t) € L a plati’
Lf9®)](p) =ZL[f(t)] () - Z]9(t)](p)-

Specialné

2] [ 169as)) = -2 [10] o)
3. f(t) je Ct v [0,00), f(t)e " omezend, a f'(t) € L} —

L)) =pL[f1)](p) — £(0).

Obecnéji
21" () =2 [f1)] () — f'(0) = pf(0),

L)) =p"Z[f0)] () = Y " (0).

k=0

4. Zobrazeni f(t) — £ f(t)](p) je prosté (a.k.a. Lerchova véta.) Podrob-
ngji: jestlize pro f(t) € L existuje c takové, ze Z|[f(t)](p) = 0 pro
Vp > ¢, je f(t) = 0 skoro vSude.

Priklad 1. Uvazujme tlohu

v =Ty —2y+8te ",
y =8z —y,
s pocate¢ni podminkou x(0) = 0, y(0) = 1/2. Vime, Ze feSeni existuje

a lze ovéfit, Ze je prvkem L}. Oznatme X (p) = Z[z(t)](p), Y (p) =
ZLy®)](p)-

Konvoluci definujeme f * g(t) = fot f(s)g(t — s)ds.

2



Dostavame rovnice

PX () = TX(0) =2V () + g
pY (p) — % =8X(p) =Y (p)
Odsud
X(p)= -2

(p+1)(p—3)"
PP —5p* —13p+ 121

2(p+1)*(p—3)°

Rozlozme na parcialni zlomky:

Y(p)

1 1 1
X p)= + - )
=D T o8 -9)
4 2 2 3
Y(p) = + + — :
) (p+1? p+1 (p—3)?* 2(p-3)
Nyni staci uvazit, ze £ [e* ] = pTla, Ltet] = (pfa)Q (a ze zobrazeni
f(t) — ZL[f(t)] je prosté), a dostavame
1 1
z(t) = 3 et +(t — 5) e
3
y(t) = (4t +2)e " +(2t — 5) e

Priklad 2. Uvazme obecnou homogenni tlohu (tj. z je vektor, A ma-
tice)
' = Azx.

Fundamentalnim feSenim rozumime matici U = U(t) takovou, Ze
U =AU, U(®0) =1
Oznacime-li Q(p) = Z[U(t)], je pQ(p) — I = AQ(p), neboli
Qp) = (pI = A)~".

Odtud pak dopoc¢teme U(t). Uvazujme napiiklad

2 1 =2
A= -1 0 1
2 2 -1



Odtud

p+2 p—3 1-2p
p’+1  pP-p?+p—-1 p3—p’+p-1
— —1 p?—p+2 p
Qp) = p’+1  pP—p?+p—-1 p3—p’+p-1
_2 _2 p=l
p2+1 p2+1 p2 +1

Podivejme se blize na druhy ¢len na prvnim fadku. Parcialni zlomky

-1 p+2
+ .
p—1 p>+1

Pfipomenme, ze .& [Sin at} = A4 [COS at} = ﬁ. Odtud

Tra?s
Ura(t) = —e' +cost + 2sint.
Celkem dopocitame U(t) =
cost+ 2sint, —e'+cost+ 2sint, —3e'+1(cost — 3sint)

sint, el —sint, sel+2(sint — cost)

2sint, 2sint, cost —sint

Poznamka. Pii feSeni soustav se ¢asto hodi fakt, Ze inverzni matici
lze spocitat pomoci explicitnich vzorcti:

a b\ 1 d —b

¢ d S ad—bc\ —¢ a
a obecngji A~! = B, kde b;; = (det A)~*(—1)"*7 A;;, pfidemz Aj; je sub-
determinant, ktery vznikne vyskrtnutim j-tého radku a ¢-tého sloupce.




