Aktualizovdno 3. éervna 2026.
Budeme se zabyvat abstraktni semilinearni evoluéni rovnici

W = Au+ F(u),  te[0,T]

u(0) = ug (1)

pro nezndmou funkei u(t) : [0,7] — H, kde H je Hilbertuv prostor.

Predpoklad I. (A, D(A)) je samoadjungovany, disipativni operator (Corollary 20 = 3
Co-semigrupa kontrakc1 e4) a funkce F' : H — H je globélné lipschitzovska.

Priklad. Rovnice reakce-diftize
o = —kAu + F(u) (2)

kde u = u(t,z), r € Q = R? s vhodnou okrajovou podminkou, F : R — R lipschitzovsks
funkce, H = L*(Q), A = —kA a D(A) = W?%(Q) n {b.c.}.

Znaceni. Skalarni souéin resp. normu v H znaéime (u, v) resp. |u|. Symbolem |[|u[| zna¢ime
grafovou (semi)normu D((—A)Y?), tj. [|u|®> = ((—A)YV?u, (—=A)Y?u) = (u, —Au).

Definice. Mirnym ("mild”) fesenim rovnice (1) v [0,7"] rozumime funkci v € C([0,T]; H)
splnujici

t
u(t) = Mg + J (A P(u(s))ds Ve [0,T]
0

Véta 37. Pro kazdé ug € H a T > 0 existuje pravé jedno mirné feseni (1) na [0, 7).

Piedpoklad II. Semigrupa e je diferencovatelnd, tj. e*ug € D(A) pro kazdé uy € H,
t>0.

Véta 38. Mirné feseni je lokdlné (pokud ug € D(A), tak globalné) silné, tj.
we L, (0,T;D(A)), v e L, (0,T;H)
a rovnice je splnéna pro s.v. t € (0,7).

Lemma 39. Necht u, v jsou dvé feseni, u(t) # v(t) pro vSechna t z intervalu /. Potom
Rayleighuv kvocient

oLk
At
O = @
splnuje
, o JAw + /\w||2
A <k(A+1
ol? (A+1)

pro viechna t € I, kde k > 0 je vhodna konstanta. (Zde staci slabsi predpoklad F' : H! — H
lipschitzovska.)



Disledek 40. Za predpokladu predchoziho lemmatu plati odhad
A(t) < (A(to) + 1) exp(k|1]), for all t >t € 1.
Specidlné, A(t) nemé singularitu v koneéném case.

Disledek 41. Mirné teseni je zpétné jednoznacné. Podrobnéji feceno: jsou-li u, v mirna
feseni na [0, 7] takovd, ze u(7) = v(7) pro jisté T € (0,7, pak jiz nutné u(t) = v(t) pro
Vt e [0,7].

Predpoklad ITI. Nadale budeme také pozadovat, ze A ma kompaktni resolventu. Odsud
(Theorem 19 - Spectral Theorem II) o(—A) = {A1, A2, ...}, posloupnost je neklesajici a
mé limitu +o0. Pro jednoduchost necht navic A; > 0.

V této situaci lze psit —Au = >, Me(u, 9;)p;, kde {¢;} je Gplnd ON béze piislusnych
vlastnich funkei. Plati u € D(A) pravé kdyz Y, Afu; < o0, kde u; = (u, ;). Obecnéji
ue D((—=A)*) = H* prave kdyz Y, \{*u} < 0.

Véta 42 (1. hlavni véta). Existuje koneéné dimenziondlni projekce P : H — H takova,
ze pro libovolnd dveé feSeni w, v plati: je-li P(u(t) — v(t)) — 0, t — oo, pak uz nutné
u(t) —v(t) - 0, t — o0.

Pomocny odhad. Necht y = y(t) splituje ¥/ + ay < b, pro t = 0, kde a, b > 0 jsou
konstanty. Potom

SHESY

y(t) < y(0)e ™ + (1 - e_“t) , t=0

Definice. Dynamickym systémem (d.s.) rozumime dvojici (S(t), X), kde X je Banachuv
prostor a S(t), t = 0 jsou operatory S(t) : X — X, spliujici:

(i) S(0) =1
(ii) S(t)S(s) = S(t+s), pro Vt, s =0
(ili) zobrazeni (t,x) — S(t)x je spojité [0,0) x X — X

Piiklad. Resici operatory .#(t) : H — H rovnice (1); definované jako (t,ug) — u(t).

Definice. Mnozina o/ < X se nazve globdlni atraktor dynamického systému (S(t), X),
jestlize:

(i) < je kompaktni
(ii) je plné invariantni, tj. S(t)o/ = <&

(iii) pro kazdou M < X omezenou je disty (S(t)M, o) — 0 pro t — o0.



Zde mame na mysli tzv. Hausdorffovu semidistanci:

disty (M, N) = sup distx(m, N) = sup (inf [m —n|y)
meM meM  MEN

Bod (iii) 1ze ekvivaletné vyjadrit jako
<V€ > 0) <3t0 > 0) [t >ty — S(H)M c L{X(@%,s)]

kde Ux (o ,e) = {z € X; distx(z, o) < e}

Poznamky. (I) globdln{ atraktor (pokud existuje) je urcen jednoznacéné
2) je to nejvetsi kompaktni, invariantni mnozina v X (specidlné obsahuje staciondrni body
a periodické orbity); zdroven je to nejmensi uzaviend mnozina s vlastnosti (iii)

Piedpoklad IV. Existuje d > 0 takové, ze (F'(u),u) < d pro Yu € H. Pro rovnici (2)
splnéno napiiklad pokud F(u)u < 0 pro |u| dost velké (a € je omezend), coz je pfirozeny
pozadavek na reakéni nelinearitu.

Véta 43. Rovnice (1) ma globalni atraktor &/ < H.

Véta 44 (2. hlavni véta). Globalni atraktor rovnice (1) ma kone¢nou fraktélni dimenzi.

Definice. Necht X je metricky prostor. Symbolem Bx/(a,r) znatime uzavienou kouli o
sttedu x € X a poloméru r > 0.

Déle pro A ¢ X (relativné) kompaktni definujeme pokryvaci ¢islo Nx (A, €) jako nejmensi
N € N takové, ze lze psat

N
Ac | |)Bx(xje), ;e A

J=1

Koneéné definujeme tzv. fraktalni dimenzi mnoziny A jako

In Nx(A
X (A) = limsup 2Yx (A0
e—0+ —1I1€

Poznamky. Ruzné varianty pokryvaciho ¢isla (oteviené koule, mnoziny s diametrem < ¢,
v R™ krychle o strané ¢, ...) vedou na stejnou hodnotu dimenze.

Fraktalni dimenze (téz zvand box-counting ¢i pocitaci dimenze) ma oc¢ekavané ,,rozumné”
vlastnosti (viz d.u. €. 2 resp. tvrzeni nize)

Lemma 45. Nechf X, Y jsou metrické prostory, necht ® : X — Y je a-holderovské.
Potom dy (®(X)) < o 'd;(X).

Disledek 46. Pro ® : X — Y lipschitzovské plati d} (®(X)) < d(X); je-li @ dokonce bi-
lipschitzovské, plati rovnost. Specialné, djf (A) se neméni prechodem k ekvivalentni normé
prostoru X.



Lemma 47. Necht existuji cg, ¢; > 0, 6 € (0,1) a K > 1 takové, ze Nx(A, cof™) < c; K™,
pro viechna n > ng. Potom df (A) < In(K)/In(1/6).

Véta 48. Nechf A < X je kompaktni, necht S : X — X je takové, 7ze S(A) = A, a necht
S je na A lipschitzovské z X do Y, kde Y je kompaktné vnoten do X.
Potom d (A) < 0.

Véta 49 (Mariého véta). Necht H je Hilberttv prostor, A « H kompaktni a 2d,(A) +1 <
m € N. Pak existuje spojité, linearni L : H — R™, které je prosté na A.

Lemma 50. Necht H je Hilbertuv prostor, P : H — H je OG projekce a {e;}; =« H
libovolnd ON posloupnost. Potom rank P > Y, ||e;]|.

Definice. Pro A c X, s > 0 a § > 0 definujeme

H3(A) = inf { ) (diam U;)*; A= | JU;, diamU; < 6}
J J

H*(A) = im H5(A) = sup Hj(A)

6—0 0>0
Posledné uvedena velic¢ina se nazyva s-dimenzionalni Hausdorffova mira v X. Plati:

1. H?® je tzv. metrickd vnéjsi mira; specidlné méii vSechny Borelovské mnoziny, je
translaéné a rota¢né invariantni a s-homogenni, tj. H*(kA) = K*H*(A), Kk > 0

2. je-li A < R", pak H"(A) = cp\n(A), kde ¢, = A\, (B(0,1))/2"
Lemma 51 (Monotonie s — H?). Necht A < X, necht 0 < s < s'. Potom:
1. je-li H°(A) < o, pak H*¥'(A) =0
2. je-li H¥'(A) > 0, pak H*'(A) =
Definice. Pro A ¢ X definujeme tzv. Hausdorffovu dimenzi jako
d;¥ (A) = inf{s > 0; H*(A) = 0}
Lemma 52. Pro kazdou A ¢ X je d; (A) < df (A).

Lorenzuv systém je nelinearni systém tii ODR:

¥ =o(y—x)
y=z(p—2)-y (3)
2 =xy— Bz

kde typicky (5, p,0) = (8/3,28, 10).

Véta 53. Lorenzuv systém mé globdln{ atraktor &/ < R3. Navic plati &/ < B(0, Ry), kde
Ry = Blpto)

NI [ = min{l1,0}.



