
Aktualizováno 3. června 2026.

Budeme se zabývat abstraktńı semilineárńı evolučńı rovnićı

u1
“ Au ` F puq, t P r0, T s

up0q “ u0

(1)

pro neznámou funkci uptq : r0, T s Ñ H, kde H je Hilbert̊uv prostor.

Předpoklad I. pA,DpAqq je samoadjungovaný, disipativńı operátor (Corollary 20 ùñ D

c0-semigrupa kontrakćı etA) a funkce F : H Ñ H je globálně lipschitzovská.

Př́ıklad. Rovnice reakce-difúze

Btu “ ´κ∆u ` F̃ puq (2)

kde u “ upt, xq, x P Ω Ă Rd s vhodnou okrajovou podmı́nkou, F̃ : R Ñ R lipschitzovská
funkce, H “ L2pΩq, A “ ´κ∆ a DpAq “ W 2,2pΩq X tb.c.u.

Značeńı. Skalárńı součin resp. normu vH znač́ıme pu, vq resp. }u}. Symbolem ~u~ znač́ıme
grafovou (semi)normu Dpp´Aq1{2q, tj. ~u~2 “ pp´Aq1{2u, p´Aq1{2uq “ pu,´Auq.

Definice. Mı́rným (”mild”) řešeńım rovnice (1) v r0, T s rozumı́me funkci u P Cpr0, T s;Hq

splňuj́ıćı

uptq “ etAu0 `

ż t

0

ept´sqAF pupsqq ds @t P r0, T s

Věta 37. Pro každé u0 P H a T ą 0 existuje právě jedno mı́rné řešeńı (1) na r0, T s.

Předpoklad II. Semigrupa etA je diferencovatelná, tj. etAu0 P DpAq pro každé u0 P H,
t ą 0.

Věta 38. Mı́rné řešeńı je lokálně (pokud u0 P DpAq, tak globálně) silné, tj.

u P L1
locp0, T ;DpAqq , u1

P L1
locp0, T ;Hq

a rovnice je splněna pro s.v. t P p0, T q.

Lemma 39. Necht’ u, v jsou dvě řešeńı, uptq ‰ vptq pro všechna t z intervalu I. Potom
Rayleigh̊uv kvocient

Λptq “
~wptq~2

}wptq}2

splňuje

Λ1
`

}Aw ` Λw}2

}w}2
ď k

`

Λ ` 1
˘

pro všechna t P I, kde k ą 0 je vhodná konstanta. (Zde stač́ı slabš́ı předpoklad F : H1 Ñ H
lipschitzovská.)
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Důsledek 40. Za předpoklad̊u předchoźıho lemmatu plat́ı odhad

Λptq ď
`

Λpt0q ` 1
˘

exppk|I|q , for all t ě t0 P I.

Speciálně, Λptq nemá singularitu v konečném čase.

Důsledek 41. Mı́rné řešeńı je zpětně jednoznačné. Podrobněji řečeno: jsou-li u, v mı́rná
řešeńı na r0, T s taková, že upτq “ vpτq pro jisté τ P p0, T s, pak již nutně uptq “ vptq pro
@t P r0, τ s.

Předpoklad III. Nadále budeme také požadovat, že A má kompaktńı resolventu. Odsud
(Theorem 19 - Spectral Theorem II) σp´Aq “ tλ1, λ2, . . . u, posloupnost je neklesaj́ıćı a
má limitu `8. Pro jednoduchost necht’ nav́ıc λ1 ą 0.
V této situaci lze psát ´Au “

ř

k λkpu, φjqφj, kde tφju je úplná ON báze př́ıslušných
vlastńıch funkćı. Plat́ı u P DpAq právě když

ř

k λ
2
ku

2
k ă 8, kde uj “ pu, φjq. Obecněji

u P Dpp´Aqaq “ H2a právě když
ř

k λ
2a
k u2

j ă 8.

Věta 42 (1. hlavńı věta). Existuje konečně dimenzionálńı projekce P : H Ñ H taková,
že pro libovolná dvě řešeńı u, v plat́ı: je-li P puptq ´ vptqq Ñ 0, t Ñ 8, pak už nutně
uptq ´ vptq Ñ 0, t Ñ 8.

Pomocný odhad. Necht’ y “ yptq splňuje y1 ` ay ď b, pro t ě 0, kde a, b ą 0 jsou
konstanty. Potom

yptq ď yp0qe´at
`

b

a

`

1 ´ e´at
˘

, t ě 0

Definice. Dynamickým systémem (d.s.) rozumı́me dvojici pSptq, Xq, kde X je Banach̊uv
prostor a Sptq, t ě 0 jsou operátory Sptq : X Ñ X, splňuj́ıćı:

(i) Sp0q “ I

(ii) SptqSpsq “ Spt ` sq, pro @t, s ě 0

(iii) zobrazeńı pt, xq ÞÑ Sptqx je spojité r0,8q ˆ X Ñ X

Př́ıklad. Řešićı operátory S ptq : H Ñ H rovnice (1); definované jako pt, u0q ÞÑ uptq.

Definice. Množina A Ă X se nazve globálńı atraktor dynamického systému pSptq, Xq,
jestliže:

(i) A je kompaktńı

(ii) je plně invariantńı, tj. SptqA “ A

(iii) pro každou M Ă X omezenou je distXpSptqM,A q Ñ 0 pro t Ñ 8.
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Zde máme na mysli tzv. Hausdorffovu semidistanci:

distXpM,Nq “ sup
mPM

distXpm,Nq “ sup
mPM

`

inf
nPN

}m ´ n}X

˘

Bod (iii) lze ekvivaletně vyjádřit jako

´

@ε ą 0
¯´

Dt0 ą 0
¯”

t ě t0 ùñ SptqM Ă UXpA , εq

ı

kde UXpA , εq “ tx P X; distXpx,A q ă εu

Poznámky. 1○ globálńı atraktor (pokud existuje) je určen jednoznačně
2○ je to největš́ı kompaktńı, invariantńı množina v X (speciálně obsahuje stacionárńı body
a periodické orbity); zároveň je to nejmenš́ı uzavřená množina s vlastnost́ı (iii)

Předpoklad IV. Existuje d ą 0 takové, že pF puq, uq ď d pro @u P H. Pro rovnici (2)
splněno např́ıklad pokud F̃ puqu ď 0 pro |u| dost velké (a Ω je omezená), což je přirozený
požadavek na reakčńı nelinearitu.

Věta 43. Rovnice (1) má globálńı atraktor A Ă H.

Věta 44 (2. hlavńı věta). Globálńı atraktor rovnice (1) má konečnou fraktálńı dimenzi.

Definice. Necht’ X je metrický prostor. Symbolem BXpa, rq znač́ıme uzavřenou kouli o
středu x P X a poloměru r ą 0.
Dále pro A Ă X (relativně) kompaktńı definujeme pokrývaćı č́ıslo NXpA, εq jako nejmenš́ı
N P N takové, že lze psát

A Ă

N
ď

j“1

BXpxj, εq , xj P A

Konečně definujeme tzv. fraktálńı dimenzi množiny A jako

dXf pAq “ lim sup
εÑ0`

lnNXpA, εq

´ ln ε

Poznámky. Různé varianty pokrývaćıho č́ısla (otevřené koule, množiny s diametrem ď ε,
v Rn krychle o straně ε, . . . ) vedou na stejnou hodnotu dimenze.
Fraktálńı dimenze (též zvaná box-counting či poč́ıtaćı dimenze) má očekávané

”
rozumné”

vlastnosti (viz d.ú. č. 2 resp. tvrzeńı ńıže)

Lemma 45. Necht’ X, Y jsou metrické prostory, necht’ Φ : X Ñ Y je α-hölderovské.
Potom dYf pΦpXqq ď α´1df pXq.

Důsledek 46. Pro Φ : X Ñ Y lipschitzovské plat́ı dYf pΦpXqq ď df pXq; je-li Φ dokonce bi-
lipschitzovské, plat́ı rovnost. Speciálně, dXf pAq se neměńı přechodem k ekvivalentńı normě
prostoru X.
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Lemma 47. Necht’ existuj́ı c0, c1 ą 0, θ P p0, 1q a K ě 1 takové, že NXpA, c0θ
nq ď c1K

n,
pro všechna n ě n0. Potom dXf pAq ď lnpKq{ lnp1{θq.

Věta 48. Necht’ A Ă X je kompaktńı, necht’ S : X Ñ X je takové, že SpAq “ A, a necht’

S je na A lipschitzovské z X do Y , kde Y je kompaktně vnořen do X.
Potom dXf pAq ă 8.

Věta 49 (Maňého věta). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, A Ă H kompaktńı a 2df pAq `1 ă

m P N. Pak existuje spojité, lineárńı L : H Ñ Rm, které je prosté na A.

Lemma 50. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, P : H Ñ H je OG projekce a teiui Ă H
libovolná ON posloupnost. Potom rankP ě

ř

i }ei}
2.

Definice. Pro A Ă X, s ě 0 a δ ą 0 definujeme

Hs
δpAq “ inf

␣

ÿ

j

pdiamUjq
s; A Ă

ď

j

Uj, diamUj ď δ
(

Hs
pAq “ lim

δÑ0
Hs

δpAq “ sup
δą0

Hs
δpAq

Posledně uvedená veličina se nazývá s-dimenzionálńı Hausdorffova mı́ra v X. Plat́ı:

1. Hs je tzv. metrická vněǰśı mı́ra; speciálně měř́ı všechny Borelovské množiny, je
translačně a rotačně invariantńı a s-homogenńı, tj. HspκAq “ κsHspAq, κ ą 0

2. je-li A Ă Rn, pak HnpAq “ cnλnpAq, kde cn “ λnpBp0, 1qq{2n

Lemma 51 (Monotonie s ÞÑ Hs). Necht’ A Ă X, necht’ 0 ă s ă s1. Potom:

1. je-li HspAq ă 8, pak Hs1

pAq “ 0

2. je-li Hs1

pAq ą 0, pak Hs1

pAq “ 8

Definice. Pro A Ă X definujeme tzv. Hausdorffovu dimenzi jako

dXh pAq “ infts ą 0; Hs
pAq “ 0u

Lemma 52. Pro každou A Ă X je dXh pAq ď dXf pAq.

Lorenz̊uv systém je nelineárńı systém tř́ı ODR:

x1
“ σpy ´ xq

y1
“ xpρ ´ zq ´ y

z1
“ xy ´ βz

(3)

kde typicky pβ, ρ, σq “ p8{3, 28, 10q.

Věta 53. Lorenz̊uv systém má globálńı atraktor A Ă R3. Nav́ıc plat́ı A Ă Bp0, R0q, kde

R0 “
βpρ`σq

2
?

lpβ´1q
, l “ mint1, σu.
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