28. APLIKACE TEORIE DISTRIBUCH.

V kapitole se budeme zabyvat tlohami tvaru

Du] = f, (1)

kde Z je diferencidlni operator s konstantnimi koeficienty. Piikladem muze byt ,,tepelny
operator 0y — A,.

Definice. Funkce U se nazyva fundamentalnim fesenim (téz Greenovou funkef) tlohy (1),
jestlize 2[U] = d¢, kde &y je Dirac v pocatku.

Motivace. Z vlastnosti konvoluce plyne, ze
QU fl=9[U]xf=0x f = [.

Tedy: zname-li fundamentdalni feseni, umime fesit (1) pro libovolnou pravou stranu. Po-
dobné Ize pomoci f.f. fesit (1) také s predepsanou poéateéni podminkou atd. Poznamene-
jme, ze f.¥. neni obecné urc¢eno jednoznacné.

Véta 28.1. Necht y je feSeni rovnice
aoy™ + a1y + . any =0, (2)

s pocatecni podminkou

Potom funkce!

je fundamentdlni feseni rovnice (2).

Priklady. @ z(t) = e ™Y (t) je f.. rovnice y + ay = 0.

@ z(t) = 222LY(t) je f.i. rovnice y” + a®y = 0.

Funkce y(t) := x % f(t) Tesi dané rovnice s pravou stranou f(t) pro t > 0 a (v piipadé
reguldrni f) s nulovymi poc¢atecnimi podminkami v bodé t = 0+.

Véta 28.2. Funkee

1 |2
G(x,t) = —e At Y (t
(#.) = gz F YO
je fundamentélni feseni rovnice vedeni tepla
ou—Au=20

pro x € R", ¢t € R. Dale plati
G, 1) = e Py (),

Znaéeni. Definujeme R := R™ x (0, +00).

Poznamky. Funkce G(z,t) (zvand téz ,,tepelné jadro“) ma tyto vlastnosti:

1V celé kapitole Y (t) znaéi Heavisideovu funkei.



1. je kladna a nekonecné hladka v ]R’}r“
2. Jan G(y,t)dy = 1 pro kazdé ¢ > 0 pevné
3. (0, —A)G =0v R

4. limy04 G(x,t) = dp(x) ve smyslu distribuci

Véta 28.3. Necht ug(z) € Cyp(R™). Definujme

u(z,t) = Gz —y,t)uo(y)dy.

Rn
Potom plati:

1. u je nekonecné hladka, omezena v R’}r“; plati

sup |u(z, t)| < sup |ug(z)|.
(m,t)GRTfl zER™

2. Ou— Au=0v R

3. limy_,o4 u(z,t) = uo(x) pro kazdé z € R

Poznamka. Ptedchozi véta zarucuje existenciteseni pro tzv. Cauchyovu tlohu (tj. z € R"™)
Oru — Au = 0, u(z,0) = ug(x). (3)

Je ponékud piekvapujici, ze tento problém neni jednoznacné tesitelny. Netrividlni feseni
s nulovou pocatecni podminkou sestrojil Tichonov v roce 1935. — Uloze fakticky chybi
,,okrajova podminka“; pokud bychom navic kupiikladu pozadovali, Ze feSeni jsou omezend
pro |z| — o0, lze uz dokézat jednoznacnost.

Véta 28.4. Necht f(z,t) € CZ(R™ x [0,+00)). Definujme

u(z,t) = //R"X(O,t) Gz —y,t —s)f(y, s)dyds.

Potom:
1. funkce u, dyu a DSu jsou spojité v ]R’}r“ a plati

sup |u| <T sup |[f].
R"x[0,T] R"x[0,T]

2. u—Au=f VRTFl

3. limy,o4 u(z,t) = 0 pro kazdé x € R”



Poznamka. Na rozdil od Véty 28.3 je potieba vétsi hladkost f a feSeni lze libovolné
derivovat jen podle x. Jinymi slovy; ¢asové neregularity f mohou vytvorit neregularity
reseni u.
Poznamka. Kombinaci Vét 28.3 a 28.4 (a vzhledem k linearité problému) plyne existence
feseni pro obecny problém

atu —Au = f7 U(.T, O) = U(](ZL’), (4)

pokud ug a f maji predepsanou regularitu.

Definice. Oznacme Qr := Q x (0,7), kde 2 C R™ je oblast, T" > 0. Uvazujeme rovnici
vedeni tepla (RVT) v nésledujicim tvaru:

Ou — Au = f(z,t), (z,t) € Qr, (RVT-1)
u(z,0) = up(x), x €9, (RVT-2)
u(z, t) = g(x,t), (x,t) € 02 x (0,T] (RVT-3)

Tedy (RVT-2) je pocatecéni podminka; (RVT-3) je okrajova podminka (Dirichletova typu),
alternativné se uvazuje okrajova podminka Neumannova typu:

%(fc, t) =v-Vu(z,t) = h(z,1), (z,t) € 9 x (0, T, (RVT-3")

kde v = v(z) je vektor vnéjsi normaly k 9€2 v bodé z.

Poznamka. Zajima nas existence a jednoznacnost feseni pro vyse uvedeny systém. Pro
tzv. Cauchyho tdlohu (kdy © = R", tedy (RVT-3), (RVT-3’) nemaji smysl) se existence
feseni da ukazat pomoci konvoluce; dokonce se feSeni daji napsat vzoreckem, viz Véty 28.3
a 28.4 vyse.

Pro jiné typy 2 existuji ruzné metody; pomérné univerzalni je tzv. Fourierova metoda
separace proménnych, kdy hledame teseni ve tvaru

Z cre g (x),

k
pricemz dvojice {ux(x), \x} Tesi dlohu na vlastni ¢isla

—Au = A\u, x € Q.

Definice. Funkce u se nazve klasické reseni (RVT), pokud u, Vu € C(Qy), dyu a 85,25;

jsou spojité v Q, \ 'z a rovnice (RVT-1,2,3), respektive (RVT-1,2,3") jsou splnény ve vsech
pozadovanych bodech. Mnozina

Iy = (2% {0}) U (02 % [0,T]) = {(z,0); 2 € Q} U{(z,t); 2 €0Q, t €[0,T]}

je tzv. parabolicka hranice; je to pfesné mnozina téch bodu, kde predepisujeme pocatecni
ug a okrajové g nebo h podminky (RVT).



Véta 28.5. [Princip maxima pro (RVT).] Necht Q je omezend; necht u je klasické reseni
(RVT-1,2,3), pticemz f < 0. Potom

max_u(z,t) = maxu(x).
(z,t)eQr zel'r

Véta 28.5°. [Princip minima pro (RVT).] Necht Q je omezend; necht u je klasické resen{
(RVT-1,2,3), pticemz f > 0. Potom

min  u(x,t) = min u(z).
(‘Tvt)eQT $EFT

Diisledek. (Principu maxima a minima.) Uloha (RVT-1,2,3) m4 v piipadé omezenosti Q)
nejvyse jedno klasické feseni.
Poznamka. Pro neomezenou €2 princip maxima obecné neplati.

Lemma 28.1. [Energetickd rovnost pro (RVT).] Necht € je omezena; necht u je klasické
feseni (RVT-1,2,3) respektive (RVT-1,2,3’), kde f = 0 a g = 0 respektive h = 0. Potom
pro kazdé 7 € (0,7

1 T 1
—/UQ(I‘,T)dZL‘+/ /|Vu|2(x,t)dxdt: —/u%(x)dw.
2 /o o Ja 2 Ja

Poznamka. Lemma navic vyzaduje, aby € byla ,rozumna“ v tom smyslu, ze pro ni
plati Gaussova véta. Plati i pro {2 neomezenou, je ale tfeba navic pfedpokladat konecnost
uvedenych integralu.

Diisledek. (Lemmatu 28.1.) Uloha (RVT-1,2,3) nebo (RVT-1,2,3’) mé za predpokladu
omezenosti €2 nejvyse jedno klasické feseni.

Definice. Nyni se budeme zabyvat vlnovou rovnici (VR), tedy

Opu — Au = f(x,1), (x,t) € Qr, (VR-1)
u(z,0) = up(x), x €, (VR-2a)
Oru(x,0) = uy(z), x € (), (VR-2Db)
u(z,t) = g(z, t), (x,t) € 002 x (0,T] (VR-3)

alternativné se uvazuje okrajova podminka:

%(37, t) =v-Vu(z,t) = h(z,t), (x,t) € 0Q x (0,7, (VR-3")

kde v je opét vektor vnéjsi normaly k 0S.

Véta 28.6. Fundamentalni fesenim (VR) neboli fesenim rovnice

8ttu —Au = 5(070)
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je distribuce H (z,t), kde

1 Y(t)
H(z,t) = ———— =2
<x7 ) 271’\/@’ )
Y(t)
H(l’,t) = m(sst(l'), n=3.
Komentai: ad n = 1: xa je charakteristickd funkce mnoziny A; ad n = 2: funkci
povazujeme za nulovou pro |z| > t; ad n = 3: dg,(z) je ,,Dirac na sfére |x| = t, tj.

(singuldrni) distribuce v R?, definovand jako
o0 = [ oS, e DY)
T|=t

vpravo je plosny integrél 1. druhu v R3. Navic plati

(e = St

(pro vsechna n).

Poznamky. Ddle plati, ze H(x,t) fesi (VR-1) pro t > 0 s nulovou pravou stranou a
pocatecni podminkou u(z, 0+) = 0, yu(x, 0+) = do(x). Podobné 0;H (x,t) tesi (VR-1) pro
t > 0 s nulovou pravou stranou a po¢atecni podminkou u(z,0+) = do(x), dyu(x,0+) = 0.
Celkem tedy (alespon formélné) pro predepsand data f(z,t), ug(z) a ui(x) lze napsat Feseni
Cauchyho tlohy (VR-1), (VR-2) ve tvaru

u=0Hx;ug+ Hx*,uy + H *, f

kde v poslednim pfipadé je konvoluce ptes (x,t), v prvnich dvou ¢lenech jenom ptes x pii
t > 0 pevném. Zapsano podrobné

u(z,t) /&s (y, t)uo(z — ydy+/H y, hyur(z —y)dy + / H(y,s)f(x—y,t—s)dyds

R"x(0,t)

Véta 28.7.2
1. (Varianta n = 1). Nechf vy € C*(R), u; € C'(R) a f € C*(R x [0, +00)). Potom

1 x+ x+(t—7)
(uo(z — t) + ug(z + 1)) +§/ y)dy + = / / T)dydr

je klasické feseni (VR-1,2) v R x (0, +00).

DO | —

u(z,t) =

2Bez diitkazu a neni t¥eba se ani uéit znéni.



2. (Varianta n = 2). Necht ug € C3(R?), u; € C*(R?) a f € C1(R? x [0, +00)). Potom

10 uo(z —y )d +i ul(x—y)

(5)
O Sy VE— g2 21 Sy B

//y|<7' t_Tfy_y)dy (6)

je klasické resen{ (VR-1,2) v R? x (0, +00).

u(z,t) =

3. (Varianta n = 3). Necht ug € C3(R?), u; € C*(R?) a f € C*(R?® x [0, +00)). Potom

ey = g [ (PG e-nisw+ g [ wle-nise) @

y|=t
dr

v [ [ samne-naswT ®)
Yy
je klasické resen{ (VR-1,2) v R? x (0, +00).
Deﬁnice Funkce u se nazve klasické reseni (VR), pokud u, dyu a Vu € C(Qr), Ouu a

axlam jsou spojité v Qp \ I'r a rovnice (VR-1,2,3), respektive (VR-1,2,3’) jsou splnény ve
viech pozadovanych bodech.

Lemma 28.2. [Energetickd rovnost pro (VR).] Necht Q je omezend; nechf u je klasické
feseni (VR-1,2,3) respektive (RVT-1,2,3"), kde f = 0 a g = 0 respektive h = 0. Potom pro
kazdé T € (0,T]

/Q{(ﬁtuﬁ(:c,r) + \Vu|2(g;,r)}dx = /Q {uf(:c) i |VU0|2(:U)}da:.

Poznamka. Lemma navic vyzaduje, aby €2 byla ,,rozumna“ v tom smyslu, ze pro ni plati
Gaussova véta. Véta plati i pro €2 neomezenou, je ale tieba navic predpokladat kone¢nost
uvedenych integralu.

Dusledek. (Lemmatu 28.2.) Uloha (VR-1,2,3) nebo (VR-1,2,3") mé za predpokladu
omezenosti €2 nejvyse jedno klasické feseni.

Lemma 28.3. [Princip §iten{ viny.] Necht u je klasické feseni (VR); necht B(zg,T) C Q
a necht f =0 na P(zy,T), kde znacime

B(zo, R) = {z; |z — x0| < R}, P(zo,R) = {(z,t); |z — x| < R—t}.

Potom pro kazdé T € (0,T]

/B(mo,TT) {(atu)Q(x, T) + |Vu|2(x, T)}dl‘ < /B(me) {u%(x) + |Vu0|2(x)}dx,



Dusledek. Necht u, @ jsou klasickd feseni (VR). Jestlize jejich pocatecni podminky se
shoduji v B(xo,T) C §2 a pravé strany se shoduji v P(z¢,T'), pak u, @ se shoduji v P(x¢,T).
Dausledek. Cauchyova tloha (tj. pfipad 2 = R"™) pro (VR) ma nejvyse jedno klasické
feSeni.

Definice. Laplaceovou respektive Poissonovou rovnici v oblasti 2 C R™ rozumime

—Au =0,

respektive

—Au = f.

Znaceni. Symbolem «,, £, budeme znacit objem jednotkové koule respektive povrch
jednotkové sféry v R™. Plati 8, = na,. Lze spoéitat oy, = 7/2/T'(n/2 + 1).

Véta 28.8.% Fundamentalnim fesenim Poissonovy rovnice v R” je

1
O (z) :—glnm, n=2,

respektive
1

P(z) = ——— x>, n > 3.
Poznamky.[Vlastnosti ®(z).] @O ®(z) € C°(R"\ {0}) N L;,,
@ Vo(x) = — g bro x # 0; téz Vo(x) € Lj,.(R")
@ AdP(z) =0 pro z # 0.
Véta 28.9. Necht f(z) € C?(R"). Potom u(z) := f * ®(x) je C*(R") a —Au(x) = f(x)
pro kazdé x € R™.

(R")

Definice. Funkce u(x) se nazve harmonickd v €, jestlize u(z) € C*(Q) a Au(z) = 0 pro
kazdé z € Q.

Znaceni. [Prumeérové integraly.|
1 1
f 1w s [r@ae s = s [ raas)

kde A, je objem a o,,_1 povrch pfislusné mnoziny. Budeme uzivat jen ptipad M = B(xq, ),
kde objem je a,,r™ a povrch hranice je 3,7 L.
Véta 28.10. [O priiméru harmonické funkce.] Necht u(z) € C?(2). Potom je ekvivalentni:

(1) u(z) je harmonickd v
(2) pro kazdou kouli B(xg, R) C € plati

(o) = ]gBm,R) u(y)dS(y)

3Bez ditkazu; resp. plyne z ditkazu néasledujici véty.
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(3) pro kazdou kouli B(xg, R) C € plati

u(zo) = ]i -, u(z)dz

Véta 28.11. [Princip maxima pro harmonické funkce.] Necht u(x) € C%(Q) N C(9), kde
Q) je omezend. Oznacme M := max, g u(x).

1. Je-li —Au <0 v Q, pak M = max,esq u(z).

2. Je-li Au=0v Q a existuje-li 79 € Q tak, ze u(zy) = M, pak nutné v = M v Q.

Definice. Klasickd Dirichletova tloha: je ddna oblast 2 C R™ a spojitd funkce g(z) :
09 — R. Najdéte u(x) harmonickou v © a spojitou v Q takovou, ze u(z) = g(z) pro
x € oS

Poznamky. 7 principu maxima (Véta 28.11) plyne snadno, ze klasicka Dirichletova tiloha
ma nejvyse jedno feseni. Existence feseni je zaruc¢ena, pokud OS2 je ,,rozumna“. V mnoha
specidlnich pripadech (€ je kruh, vnéjsek kruhu, poloprostor, ...) lze feSeni Dirichletovy
ulohy napsat vzoreckem, typicky opét jako konvoluci g a ptislusné Greenovy funkce.

Poznamky. V dalsim se omezime na situaci  C R?. Funkci (x,y) — (fi(z,y), fo(z, 7))
jdouci z R? do R? budeme piirozené (a bez zvlastniho znaceni) ztotoziovat s funkei z —
f(2) jdouci z C do C, kde z =z +iy a f = fi1 +ifs.

Definice. Necht ©, G C R? jsou oblasti. Funkce f : Q — G se nazve konformni, jestlize:
1. f je vzéjemné jednozna¢nd (tj. prostd a ,,na‘)
2. f je holomorfni v €2
3. f'(z) # 0 viude v

Poznamky. Z poznatku kapitoly 23 plyne, ze konformni funkce mé déle tyto vlastnosti:
(D plati Cauchy-Riemannovy podminky (Véta 23.2)

of _ 0k Oh_ _9h
or Oy’ oy oxr
Derivaci vzhledem ke komplexni proménné lze vyjadiit jako

_Oh _ 0f 0f Ofi

f2) = or ' or dy Yoz

@ f (atedy téz fi, f2) jsou nekonecné diferencovatelné (viz Dusledek za Vétou 23.7.) Také
f-1 je konformni.



@ obeé slozky f1, f2 jsou harmonické (tj. Af; = 0, Afs = 0). To plyne snadno z C.R.
podminek a zaménnosti parcidlnich derivaci.
@ pro jakobian plati:

GG Ofie | Ofse
Jf=2 =)+ () =11 ¢))
% % (056) (83:)

® f zachovavé uhly (Véta 23.3)

Véta 28.12. Necht Q, G C R? jsou oblasti. Necht f : Q — G je konformni zobrazeni a
necht pro funkce u(z,y): Q — R, v(£,n) : G — R plati, Ze u = v o f. Potom:

1. 4 Je-liv € CY@Q), je u € C*(Q) a oznacime-li
E, = —(8mu + iﬁyu), E, = —(651) + i@nv),

plati
E,= (Eyof) [

2. Je-li v e C*(G), je u € C*(Q) a plati

Au= (Avo f)-|f']%.

3. Pokud v € L, (G) a —Av =6, v D'(G), pak u € L}, () a —Au =67 (o) v D'(Q).

loc

(NEODPREDNESENO)
Piiklady. () Uloha
—Au = 5(07,1) A\ Q,
u=>0 na 0f),
kde Q = {(z,%); vy > 0}. Reeni: Vime, ze U = —= In(2? + y?) Fesf rovnici s Diracem v

pocatku. Tedy klademe
1
u= —E{ In(z* + (y — a)®) —In(z” + (y + a)*) }

— Tesf rovnici s Diracem v (0,a) a (0, —a); tedy u = 0 pro y = 0 diky symetrii.
@) Uloha

—Au = (5(070) \% Q,
u=20 na 0f),

4Tuto ¢ast véty jsme nedokazovali.



kde Q = {(z,%); |y| < b}. Reseni: Funkce f(z) = iexp(nz/2b) zobrazuje  konformné na
G ={(&mn); n> 0}; navic f(0) =1i. Pomoci Véty 28.12, cast 3 je fesenim v o f, kde v Tesi
Piiklad 1 (a = 1). Zapsano podrobné:
1
v(&m) = =€ + (= 1)*) =In(& + (n+1)°)},

slozeno s funkef f jakozto zobrazeni z R? do R?:

6= - (5 n (3)
v s
= (5) o (3)

6) Uloha

—Au=0 v Q,
u=gq na 052,
kde Q = {(z,); y > 0}. Reseni: Najdeme nejprve fundamentdlni feseni, tj. funkei U
splnujici
—AU =0 v Q,
U(z,0+) = do(z).

Lze spocitat, ze U(z,y) = m Tedy feseni s obecnou okrajovou podminkou mé tvar
1
W= Usyg= _/ yg(j)
T Jr (& —s)* +y?
@ Uloha
—Au=0 v Q,
u=nh na 0f),
kde Q = {(z,y); 22 +¢y> > 1}, ah = 1l proy > 0, h = —1 pro y < 0. Redeni:

Pievedeme opét na predchozi pripad — konformni zobrazeni f(z) = zjf} zobrazuje ) na

horni polorovinu G = {(&,7n); n > 0}. Okrajova podminka h na hranici {) se pfenese na
funkci g = —sgn & na hranici G. Tedy v mé tvar (viz Piiklad 3)

1 2
v:__/%dsz...:_—arctgﬁ
T Jr (§—5)*+n @ U

Reseni ptivodni dlohy v ziskdme slozenfm s funkei f, jiz takto piseme jako

(z-Dy—(z+1)y

- Y2+ (o +1)°
n:y2+(x—1) (x+1)
Y2+ (o + 1)
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