18. LEBESGUEUV INTEGRAL.
Cil kapitoly. Cilem kapitoly je definovat [,, fd\, kde M C R™ je méfitelnd mnozina,
f(z) : M — R je funkce a A = A\, je Lebesgueova mira v R™.
Chceme, aby integral fungoval pro co nejsirsi ttidu funkci, a mél nékteré rozumné vlastnosti:
o [,(f+9) = [, [+ [y,9 (lnecarita)
o <9 = [, f <[, 9 (monotonie)
° fM c=c\(M)

e rozumné véty o ,,zdméné limity a integralu”, tj. (za vhodnych ptredpokladu):

jlgrolo ij B /]V,jlggo T da/ / atd.

Néam dosud znamé integréaly (Riemannuv a Newtonuv) funguji jenom pro M rovné se redlny
interval; predevsim vsak integruji prilis malo funkei a nemaji zddné (rozumné pouzitelné)
véty o zaméné limity a integralu.

Nézorny vyznam integralu je ,,objem pod grafem funkce”. Protoze miru (objem) uz umime
mérit ve vsech R™, mohli bychom rovnou definovat:

/M FdAn = Apar (TF) = Apaa (T0), (1)
kde
I ={(z,y) eR"™ zeM 0<y< f(z)},
'™ ={(z,y) eR"™ z €M, f(z) <y<0}.

VVVVVV

My poddme slozitéjsi (nicméné ekvivalentni) definici — ze dvou diuvodu:
1. z definice (1) bychom tézko dokazovali naptiklad linearitu

2. nize uvedend definice zahrne obecnou situaci integrovani podle libovolné miry (tj.
nejen Lebesgueovy)

Znaceni. Mame prostor s mirou (X, .#,\), tj. .# je o-algebra méritelnych podmnozin
X a A je mira. Déle bude a f: M — R, kde M € .#. (Lebesgeueova mira bude dulezity
speciélni ptipad.) Budeme také znacit:

{f>ct={zeM; fx)>c}, A{fel}={zeM; f(x)el}, atd
Definice. Funkce f: M — R se nazve mértitelna, jestlize M je méfitelna mnozina a dale
pro kazdé ¢ € R je mnozina {f > ¢} méfitelna.

Lemma 18.1. [Ekvivalentni definice méfitelnosti.] Necht M je méfitelnd mnozina a
f: M — R. Potom je ekvivalentni:



1. f je méritelna;
2. pro Ve € R je mnozina {f > ¢} méfitelnd;

pro Ve € R je mnozina { f < ¢} méfitelna; nebo Ve € R je mnozina {f < ¢} méfiteln4;

-~ w

pro kazdy interval I C R je mnozina {f € I} méfitelns;
5. pro kazdou otevienou G C R je mnozina {f € G} méfitelna.
Lemma 18.2 Necht M C R" je méfitelnd mnozina, f : M — R. Necht M = G U N, kde

G je oteviend v R", f je spojitd v GG, a N je mnozina miry nula. Potom f je métitelna v

M.
Disledek. Je-li f(z) : (a,b) — R spojitd vSude az na kone¢né bodu, je métitelna v (a,b).

Lemma 18.3. Necht f: M — R je méfitelnd; necht f(M) C G, kde G je oteviens (v R).
Necht ¢ : G — R je spojitd. Potom ¢ o f je méfitelnd v M.

Poznamka. Piiobraceném potadi skladani (vnitini spojita, vnéjsi méfitelnd) nemusi vyjit
méritelna funkce.

Véta 18.1. [Zachovan{ méfitelnosti.] Necht f, g, f; : M — R jsou méfitelné funkce.
Potom

1. af, f+g, f—g, fg jsou méfitelné; f/g je méfitelné na mnoziné {g # 0};

2. max{f, g}, min{f, g}, f*, 7, | f| jsou méfitelné;

3. sup, fj, inf; f; jsou méritelné; jestlize existuje bodova limita lim; f;, je téz méritelnd.
Poznamka. V priubéhu dikazu jsme odvodili uzitecné vyjadieni
lim f;(z) = sup (inf f;(2)).

j—o0

Definice. Charakteristickou funkei mnoziny A rozumime

() 1, x € A.
) =
xa 0, x ¢ A

Funkce f : M — R se nazve jednoducha v M, jestlize existuji méfitelné mnoziny A; C M
acislac; €R, j=1,...,n tak, Ze

flx) =) cixa, (@), weM

Poznamky. (I) Jednoduchou funkci lze vyjadrit vice zpusoby; vyjadfeni je jednoznacéné,
pokud pozadujeme, aby A; byly disjunktni a ¢isla ¢; vzajemné ruzna.
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@ Pozorovani: f je jednoduchd v M <= f je métitelnd v M a f(M) je konetnd mnozina

Véta 18.2. Necht f je nezdpornd, méfitelnd funkce v M. Potom existuji nezdporné,
jednoduché funkce fi takové, ze fi(x) — f(z) a navic posloupnost { fr(z)}x je neklesajici
pro kazdé x € M.

Znaceni. Vyse uvedeny zpusob konvergence zna¢ime strucné: 0 < f, 7 f.
Definice. [Abstraktni Lebesguetv integral.] Necht f: M — R je méfitelnd funkce.
L jeli f jednoduchd, tj. f =37, ¢jxa,, definujeme Joy fAX = > io1 GA(A)).

2. je-li f nezdpornd, klademe
/ fd\ = sup{/ sdX; s jednoduchd v M, 0 < s < f}
M M

3. pro obecnou f definujeme (f* = max{0, f}, f~ = max{0, —f})

/MfdA:/Merd)\—/Mfd)\,

mé-li pravd strana smysl (tj. neni tvaru oo — 0o).

Terminologie a znaceni. Chceme-li zvyraznit proménnou, piseme [, f(x)dA(x). Naopak
v piipadé M C R™ a A - Lebesgeueova mira vynechdme symbol pro miru, tj. piSeme pouze

foy ().

M

Symbolem L£*(M) znaéime funkce, pro néz je integréal definovan (muze byt nekoneény).
Symbolem L£(M) zna¢ime funkce, pro néz je integrél definovan a navic je koneény. V této
situaci tikdme, ze integral konverguje, neboli funkce je integrovateln4.

Poznamky. Definice je korektni: integral jednoduché funkce nezavisi na jejim vyjadteni.
Druhy krok je zobecnénim prvniho.

Véta 18.3. Necht f, g : M — R se rovnaji skoro véude v M. Potom f je méfitelna, pravé

kdyz g je mértitelnd, a
/ fdx = / gdA,
M M

— ma-li jedna strana smysl, ma ho i druha a rovnaji se.

Zobecnéni definice. Necht f je definovdna skoro vsude v M. Tj. f(z) : M — R, kde
M = MUN, A(N) =0. Definujme f: M — R takto:

= ) flo), z € M,
fw) = {libovolné (napt. 0), x € N.

Funkce f se nazve méfitelnd v M, je-li f meéritelnd v M; a definujeme

/M fd\ = /M fdA.

3



Diky predchozi vété nezavisi vysledek na dodefinovani v mnoziné N.

Priklady. @D f(z) = 1/x je méfitelnd v R (N = {0}).
@ Je-li D(zx) Dirichletova funkce, pak fR Dd)\, = 0. Naptiklad proto, ze D = 0 skoro
vsude.

Zobecnéni definice 2. Budeme pripoustét, aby méritelné funkce nabyvaly hodnot 4o0.
(Pfipomenme tmluvu 0 - £o0 := 0, kterd plati pii vypoétu miry nebo integrélu.)

Véta 18.4. [Leviho véta.] Necht f,, f jsou méfitelné v M, a necht 0 < f,,(z) / f(z) s.v.
v M. Potom fon d\ — fo dA.

Véta 18.5. [Vlastnosti Lebesgeueova integrdlu.] Necht f, g € L*(M). Potom:
L(i) [yyaf dh=o [, fdX
(ii) [, (f +9) dx= [, [ dX\+ [,; g d\, ma-li prava strana smysl;
2. 1) f<gsv.vM = [, fd\< [,,9dX
(i) | [y £ AN < [y 1f] dX;
3. je-li f mezdpornd s.v. v M, pak:
(i) [y, [ dX <00 = f<oosv. v M;
(i) [, fdA=0 < f=0sv.v M.
Poznamky. Vlastnosti mnoziny £(M) integrovatelnych funkef:
D f,ge LM) = of, f+g € L(M) (vektorovy prostor)

@ feL(M) < fjemefitelnd a [, |f| d\ < oo
@ f meétitelnd, |f| < gsv.v M, kdege LIM) = f € L(M)

Poznamka. Zaména limity a integralu, neboli rovnost

i [ 7, dr - /M (lim £,) d\ (%)

n—oo n—o0

obecné neplati. Pifklad: f,(z)(z) = nx(o,1/m) (x). Potom [, f, =1, pfitom f,(z) = 0 v R,
tedy vlevo je 1, vpravo 0. — Rovnost (*) plati, pokud navic predpokladdme: e f,(z) = f(x)
v M, a AM) < oo (viz véta 15.2.) To jsou pro praktické ucely piilis silné predpoklady. e
0< f, /" f skoro vsude v M — to je Leviho véta. e tieti piipad je nasledujici véta.

Véta 18.6. [Lebesgueova véta.] Necht funkce f,, f jsou méfitelné v M, f,(z) — f(x)
pro skoro vSechna z € M. Necht existuje g € L(M) tak, ze |f.(z)| < g(x) skoro vsude v
M. Potom

lim [ f, dA:/ (lim f,) dx.

Véta 18.7. [Leviho véta pro fady.] Necht fi. jsou nezaporné, méfitelné v M. Potom

/M(gfk) dA:g/Mfde.
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Priklad.

1 1 © 4
/Ol—x /OZQ: dx—zl/o xkdx:;k—ﬂz

k=0

Véta 18.8. [Lebesgueova véta pro fady.] Necht f; jsou méfitelné funkce, necht Y7 | fi(z) =
g(x) s.v. v M. Nechf existuje g € L(M) tak, ze | > ,_, fr(x)| < g(z) pro Vn, s.v. z € M.

Potom
[ h@) =3 [
M p— k=1"M

Priklad.

/01+x /OM dx—Z/ i(;:)f

k=0

Majorantou casteénych souctu je — vzhledem k teleskopi¢nosti sumy — prvni ¢len fy = 1.

Poznamka. Na mnozinach koneéné miry mi jako integrovatelnd majoranta muze poslouzit
konstantn{ funkce. Ziskdvame tim variantu Lebesgueovy véty: necht f,(x) — f(z) s.v. v
M, necht |f,(x)] < C pros.v. z € M, a necht A(M) < oo. Potom [, f, dX— [, f dX.

Véta 18.9. [Z4dvislost integrdlu na mnoziné integrace.] Necht f je méfitelnad v M. Potom:

1. Jestlize M = U;V:1 M;, kde M; jsou disjunktni, méfitelné, pak

ma-li prava strana smysl.

2. Necht f > 0 nebo f € L(M). Jestlize M = |J

meéfitelné, pak

ien Mj, kde Mj jsou disjunktni,

/MfdA:g/Mjfd)\.

3. Necht f > Onebo f € L(M). Jestlize M =
pak

jeN MJ, kde M] meéritelné a MJ C MjJrl,

J]—0Q

/fd)\_hm fd)\

Poznamky. (D V predchozim dikazu se odvodi dulezity vztah:

/Nfd)\:/Mf~XNd)\



pro libovolnou méfitelnou N C M. Specidlni dusledek: jestlize N € M a A(M \ N) =0,
pak [y fdx= [, fd\

@) Predpoklad ,,f > 0 nebo f € E(M):’ v bodech 2, 3 predchozi véty je podstatny. Stacilo
by predpokladat f € L£*(M); NESTACILO by predpokladat ,,ma-li prava strana smysl”.

Véta 18.10. [Vypocet Lebesgueova integralu v R.] Necht f(z) : I — R je spojita, kde
I = (a,b) C R je interval. Necht je splnén jeden z piedpokladii:

1. f(z) >0 (resp. f(z) <0) vSude v

2. [V|f(x)|dx < oo

Potom

kde F'(x) je primitivni funkce k f(x).

Poznamky. e véta v podstaté tvrdi rovnost Lebesgueova a Newtonova integralu (za
danych predpokladu)

e predpoklad 1 nebo 2 je podstatny; lze najit spojitou funkci, jejiz Lebesguetuv integral
neexistuje, avsak prirustek primitivni funkce ma smysl (dokonce je koneény).

e piedpoklad 2 se miZe ovéiovat pomoci bodu 1 (nebot |f| > 0)

Poznamka. Problém: integraly zavislé na parametru — studujeme funkce tvaru

Fla) = /f(a, ) dz.

Pozor: F neni primitivni funkce k f. Integruje se podle z, interval J je pevny. N&s zajima
zavislost na a.

Priklad. N
F(a) = / e~ sin(ax) da.
0

Piimy vypocet dd F'(a) = 1/2a pro a # 0, F'(0) = 0. Vidime, ze F(a) je nespojitd, tfebaze
integrand zavisi na a spojité. Vidime, ze predpoklad (iii) v nasledujici vété nelze vynechat.

Znaceni. Je-li f(a,z) funkce dvou proménnych, znaéi f(a,-) funkeci jedné proménné (t;.
x), kterd vznikne, pokud a fixujeme. Podobné f(-,z) je funkei jedné proménné a pii
pevném x.

Véta 18.11. [Spojité zdvislost integrdlu na parametru.] Necht f(a,z): I x J — R, kde
I, J C R jsou intervaly. Predpoklddame:

(i) pro Va € I pevné je f(a,-) méfitelna v J.

(i) pro s.v. x € J je f(-,x) spojita v I.

(i) existuje g € L(J) tak, ze |f(a,x)| < g(x) pro s.v. z € J a pro kazdé a € I.

Potom je funkce



konecna a spojita v I.

Priklady. () Funkce

je spojita v R.
@ Gamma funkce

je spojita v (0, 00).
Poznamka. Daéle néas zajima, zda plati

%/f(a,x)d:p:/%f(a,x)dx.
7 7

Jde v podstaté o zdménu integrélu a limity(=derivace), tedy takovéa rovnost nemusi platit
vzdy. Srovnej predpoklad (iii) v nasledujici véte.

Véta 18.12. [Derivace integrdlu podle parametru.] Necht f(a,z) : [ x J — R, kde I,
J C R jsou intervaly, I je otevieny. Predpoklddame:

(i) pro Va € I pevné je f(a,-) méfitelna v J.

(i) pro s.v. € J je f(-,x) diferencovatelnd v I (tj. 3 konecnd 2 f(a, z) pro Va € I)

(iii) existuje g € L(J) tak, ze | f(a, SL’)| < g( )pros.v. x € J a pro kazdé a € I.

(iv) existuje ag € I tak, ze f(ao, )€ L(J) (4. [;|f(ag, z)|dx < o0.)

Potom funkce F(a f ; fla,x)dz je konecna a

F'(a)—/aaaf(a x)dx

pro kazdé a € I.
Priklady. O F(a fo arctg atg:c) dr; F'(a) = 1ne

a?—-1"
@) Pro gamma funkc1 platl (s fo (Inz)z*~te ™ du,
I"(s) = [, (Inz)? T dr > O — a tedy je ryze konvexni.

Poznamka. Jesté ke znaceni: je-li f : M — R, kde M C R", tak Lebesgueuv integral
znacime fod)\n, nebo [, f(x)dxz, nebo [, f(x)dA,(x). Zévisi na tom, zda chceme
zduraznit miru, nebo promennou nebo oboji. Pokud chceme vyznacit jednotlivé slozky
proménné, piseme [, f(z,y) dazdy, nebo [, f(zx,y, z) dedydz.

Vyznam symbolu je ale vzdy tentyz. Nekdy se také pise [[, [[[ misto [, aby se zduraznilo,
ze jde o dvourozmeérny (t¥irozmeérny) integral.

Znaceni. Pro M C R™™ znaéime proménnou (z,y), + € R", y € R™. Definujeme
projekci M do R™
M ={zeR" JyeR™, (x,y) € M}
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a pro x € II,, pevné definujeme fez mnozinou M vzhledem k y
M*={y eR™; (z,y) € M}.

Jestlize f = f(x,y), tak f(x,-) znaci funkci proménné y, které vznikne fixovanim z.

Véta 18.13. [Fubiniho véta.] (S pouzitim predchoziho znaceni.) Necht M C R™ ™ necht
f(z,y) € L*(M). Potom pro skoro vsechna x € I, je M* C R™ méfitelna mnozina, a
f(x, ) € L*(M™).

Oznacime-li g(z) = [, . f(x,-)dA\n, je g(x) € L*(IL,) a plati

/ fdNpim = /gd)\n
M
neboli (v ndzornéjsim znaceni)

[ tetsay= [ ([ sanar) i

Priklad. M = {(z,y) € R* 2+ y* < 1}, f(z,y) = |z|. Potom ILM = (—1,1),
M?* = (=1 — 22,1 — 22), tedy

1 1—22 4
/ |z| dedy = / / x| dy | doe = =.
M -1 —V1—z2 3

Poznamky. Mechanické pouziti Fubiniho véty v piipade, ze f ¢ L*(M), tj. puvodni
vicendsobny integral neexistuje, vede k nesmyslnym vysledkim:
M = (0,00) x (0,00) C R?,

1, O<y<z+1
fle) =<1, y<z<y+1
0 jinde

Potom [, f(z,y) dzdy neexistuje (integral kladné i zaporné ¢asti je oo), avsak

Aw{ﬁmﬂam@&dx:_;
[ el a=2.

e predpoklad f € L*(M) je urcité splnén, pokud f > 0, nebo pokud [, |f] < oo (druhy
predpoklad muze ovéiit pomoci Fubiniho véty, nebot |f| > 0).

zatimco



e specialné, vypocet objemu pomoci Fubiniho véty:

An+m(M):/Mld)\n+m:/n{/xldAm} dAn:/nAm(Mm)dAn

Priiklad. Pouziti Fubiniho véty k vypoctu puvodné jednorozmérného integralu:

1.6 ,.a
[:/ ro dr .
o Inz

Integrovana funkce je prirustek, tj. integral derivace

b_ ,.a y 1y=b b
Ay :/ ¥ dy .
Inx Inz|, _, a

Dvojim uzitim Fubiniho véty (M = (0,1) x (a,b))

1 b b 1 b 1
I:/ (/ xydy)d:p:/ xydxdy:/ </ xyd:p) dy = In i .
0 a M a 0 a+1

Opakovani. Véta o substituci pro Newtonuv integral:

b B
/ f() de = / F(o(@) - |¢(@)] de

kde ¢(z) : (o, 5) — (a,b) je vzdjemné jednoznacnd, a ¢'(x) # 0.
Definice. Pro ¢(y) : R" — R" definujeme Jakobidn

91 (y) 91 (y)
gy Oy
Jop(y) = det Vo(y) = : :
9on (y) Ipn(y)
S T

Definice. Necht Q, M C R” jsou oteviené mnoziny. Zobrazenf p(y) : Q — M se nazve
difeomorfismus, jestlize:

1. »(y) je vzdjemné jednoznacné,

2. ¢(y) je C! (tj. parcidlni derivace jsou spojité),

3. Jo(y) # 0 pro Yy € Q.

* Véta 18.14. [Véta o substituci.] Necht ©Q, M C R™ jsou oteviené mnoziny, p(y) : Q —
M je difeomorfismus a f(x) : M — RU {00} méfitelnd funkce. Potom

/M f () de = / Fo) | To() dy.



neboli

[ san= [roelrelin.

(M&-1i jedna strana smysl, ma ho i druhd a rovnaji se.)

Poznamka. Vyznam véty o substituci pro vicerozmeérné integraly je casto v tom, ze ziskam
pii{jemnéjsi (z hlediska Fubiniho véty) tvar mnoziny, pres kterou integruji.

Piiklad. Plocha mnoziny M, ohranicené primkami: z +y = 1, v +y = 2, y = 3z,
y = 4x. Substituce: u = x + y, v = y/x, neboli toto je zobrazeni ¢! : M — Q, kde
Q=1(1,2) x (3,4).

©:Q— M md tvar z = u/(1 +v), y = uv/(1 +v), jakobidn Jo = u/(1 + v)?. Tedy

)\Q(M):/Mld:pdy:/gﬁdudv:/j </34ﬁdv) du:%.

Polarni soufadnice. Substituce z = rcosu, y = rsinu, tj. ¢ : (r,u) — (z,y) je
difeomorfismus z Q = (0,00) x (0,27) do R*\ N, kde N = {(z,y); = > 0, y = 0}. (To,
7e obrazem neni celé R?, nevadi, nebot chybéjici mnozina N md dvourozmérnou miru 0.)
Jakobian je r.

Sférické souradnice. Substituce x = rcosucosv, y = rsinucosv, z = rsinv. Zobrazeni
¢ : (r,u,v) = (z,y,2) je difeomorfismus z Q = (0,00) x (0,27) X (—7/2,7/2) do R*\ N,
kde N je polorovina y = 0, x > 0, tj. opét mnozina miry nula. Jakobidn je r2 cosv.
Nézorné: wu...zemépisnd délka, v...zemépisnd sitka (pély lezi na ose z.)
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