17. LEBESGUEOVA MIRA.
Motto: ,,Dospély ¢lovek musi zndat miru. ©

Znaceni. X ...libovolna mnozina; symbolem 2% zna¢ime potenéni mnozinu neboli mnozinu
vSech podmnozin X.
Ptipomenme déle: rozdil mnozin A\ B = {x € A: x ¢ B}, spocetné sjednoceni mnozin
(index j probiha N):

o0

UAj: UAJZ{I‘ Hjl’eAj},
j j=1

spocetny prunik mnozin:
N4 =(4={z: Vize A}
J Jj=1

De Morganovy vzorce:

BAJA, =B\ A), B4, =B\ A).

Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Rekneme, ze . C 2% je g-algebra, pokud

1.0, X € .7
2. Ae S = X\Aed
3. jsouw-li 4; € 7, jeN, je ;4 € S

Poznamka. 7 vlastnosti o-algebry dale plyne:
e jsou-li A, B €., jetaké A\ B e
e jsou-li Aj €. 7€N,je ﬂjAj €.

Souhrné feceno je o-algebra systém mnozin, ktery je uzavieny na spocetné (=sigma)
opakovani mnozinovych operaci.

Priklady. .7 = {0}, X} a . = 2% jsou o-algebry.

Definice. Necht X je libovolnd mnozina, . C 2X. Funkce p : . — [0, +00] se nazve
mira na X, jestlize

1. . je o-algebra;

2. ub =0



3. jsou-li A; € .7, j € N disjunktni, je
Iz <UAj> = ud.
J Jj=1

Trojice (X,.,u) se nazyvéa prostor s mirou, prvky . se nazyvaji méritelné nebo p-
meéfitelné mnoziny. Tieti vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

Piiklady. (D Pocitaci mira p: X je libovolnd mnozina, . = 2X; pA = pocet prvkiu A,
je-li A konecnd, a pA = 0o, je-li A nekone¢na.

@ Diracova mira d, v bodé a: X je libovolnd mnozina, a € X pevné zvoleny bod, .# = 2.
da(A) =1 pokud a € A a §,(A) =0 pokud a ¢ A.

@ Lebesgueova mira v R" - zobecnéni pojmu objem. Korektni zavedeni Lebesgueovy miry
je hlavnim tikolem této kapitoly. Nelze .7 = 28" tj. existuji Lebesgueovsky neméfitelné
mnoziny, u nichz by pokus o pritazeni objemu vedl ke sporu, viz nasledujici —

Banach-Tarského paradox. Necht F, G jsou libovolné (!) oteviené mnoziny v R", kde

n > 3. Potom existuje N € N amnoziny F}, j =1,..., N (vzdjemné disjunktni) a mnoziny
Gj,7=1,...,N (téz vzdjemné disjunktni) takové, ze

N N

j=1 j=1

Navic, G; vznikne z F; posunutim a otocenim.

Véta 17.1. [Zakladni vlastnosti miry.] Necht (X,.#, u) je prostor s mirou, necht A, A;,
B, B; € . Potom

1. AC B — uA< uB;
2. je-li Aj C Ajyi pro j € N, pak lim; . uA; = u(U; 45);

3. je-li B; D B4 pro j € N, navic puB; < oo, pak lim; .o uB; = ,u(ﬂj B;).

Poznamky. Ptedpoklad pB; < oo v bodé 3 je podstatny: p pocitaci mira na N, B; =
{ne€N: n>j} Pak uB; = oo/ u(; B;) = pu(0) = 0.

Pomoci triku zdisjunktnéni (viz nize) se téz snadno ukéze, ze kazda mira je o-subaditivni:

jsou-li A; € .7 libovolné, pak
(U] <X,
j j=1

Trik zdisjunktnéni. Pro libovolné mnoziny A;, j € N definujeme

Aj = Aj \ UAk

k<j



Potom flj jsou vzajemné disjunktni, pfitom

Ua=U4. Ua4=UA4.

Jj<n Jj<n jEN jEN

Definice. Intervalem v R rozumime nékterou z mnozin
I = (a,b), [a,b], (a,b], [a,b).

Definujeme délku intervalu ¢1(I) = b — a. Pfipoustime prézdné, jednobodové i neomezené
intervaly. Intervalem v R" rozumime , kvadr*

Q=1 x---x1I,={zeR" z; € I;},
kde I; jsou intervaly v R. Objemem intervalu ¢ C R" rozumime

En(Q) = El(ll)fl(lg) e El(]n),
pro tucely této definice klademe 0 - co = 0.
Pokud je z kontextu jasné, ze ) C R", piseme /(@) misto £, (Q).

Poznamky. Mezi intervaly specidlné patii: prazdna mnozina, jednobodova mnozina,
primky, roviny a vubec ,,utvary nizsi dimenze“ (jejichz objem je nula). Déle otevieny
poloprostor

{z eR" z;>c} =Rx...(c,400)--- x R;

a uzavieny poloprostor
{:cE]R"; x; ZC} =R x...[c,+00) - xR,

Otevienym (resp. uzavienym) intervalem minime () = I; x - - - X I,,, jsou-li vechny I; C R
oteviené (resp. uzaviené).

Otevieny (resp. uzavieny) interval lze napsat jako prunik koneéné mnoha otevienych (resp.
uzavienych) poloprostoru. Otevieny (uzavieny) interval je oteviend (uzaviend) podmozina
v R™ vzhledem k obvyklé metrice.

Definice. [Vnéjsi Lebesgueova mira v R™.] Pro libovolnou M C R™ definujeme
A (M) = inf {Zﬁn(Qj); @Q; C R" jsou intervaly, M C U Q;}-
j=1 jEN
Cislo \* (M) se nazyva vnéjsi Lebesgueova mira mnoziny M C R"™. Nehrozi-li nedorozumént,
pisSeme opét A* misto ;.
Poznamky. Snadno nahlédneme, ze plati:

e 0 <M (M) <40



o A (0) = X({a}) =0

e ACB = M(A) < X(B)

e \* je translacné invariantni, tj. \*(M) = X\*(a + M) pro kazdé a € R", kde
a+M:={a+m; me M}

vvvvv

Véta 17.2. Necht M; C R, j € N, jsou libovolné mnoziny. Potom
() < w0
J J

Jinymi slovy, vnéjsi mira je o-subaditivni.

Lemma 17.1. [O koneéném podpokryti] Necht (X, p) je metricky prostor, K C X
kompaktni, necht K C Uj Aj, kde A; jsou oteviené. Potom existuje n € N tak, ze
K C Uj <n Ay

Lemma 17.2. Necht @, Q; C R" jsou intervaly. Jestlize Q C Uj Q;, potom ¢(Q) <
Zj E(Qj)-
Dausledek. Pro kazdy interval @@ C R™ je A*(Q) = 4(Q).

Definice. Mnozina A C R" se nazve métitelna podle Carathéodoryho, pokud
X(T)=X(TNA)+X(T\A)
plati pro libovolnou ,,testovaci” mnozinu 7" C R".
Véta 17.3. [Carathéodoryova.] Oznacme
My, = {M C R"™; M je méritelna dle Carathéodoryho}.

Potom ., je o-algebra a X!, : ., — [0,400] je mira.
Terminologie. .7, nazyvame Lebesgueovsky méritelné podmnoziny R"; Lebesgueovu

miru mnoziny M C R" definujeme takto:

(M) = AE (M), pokud M € #,,
" " | nenf definovano pro M ¢ .#,.

Piseme vétsinou ., A\, tj. symbol n se vynechava, je-li z kontextu jasné, v jakém R" se
pohybujeme.
Lemma 17.3. Kazdy interval ) C R" je méfitelny a A\(Q) = £(Q).

Véta 17.4. [Dalsi vlastnosti Lebesgueovy miry.|

4



1. Oteviené a uzaviené mnoziny jsou méfitelné.
2. Lebesgueova mira je transla¢né invariantni.

3. Lebesgueova mira je rotaéné invariantni.!
Poznamka. 7 dukazu predchozi véty téz vyplyva: je-li G C R™ neprazdnd, oteviend
mnozina, pak A\(G) > 0.

Definice. Mnozina A C R” se nazve mnozina miry nula (nulovda mnozina), jestlize A € .,

a A\, (A)=0.

Véta 17.5. [Vlastnosti nulovych mnozin.|
1. A je nulova, prave kdyz A*(A) = 0.
2. Ajenulovd, BC A = B je nulova.

3. Ajjsounulové, j e N = (J ; A; je nulové; specidlné spocetné mnoziny jsou nulové.

Definice. Necht M C R” je méfitelnd. Rekneme, ze vyrok V(z) plati skoro viude
(zkratka ,,s.v.”) v M, jestlize existuje nulovd mnozina N C M tak, ze V(z) plati pro
kazdé z € M\ N.

Piiklady. (D Skoro vSechna redlnd ¢isla jsou iraciondlni (N = Q).
@ Funkece ¢ : (z,y) — |x| + |y| je diferencovatelnd skoro viude v R%. Zde N = {(z,y) €
R?; x = 0 nebo y = 0}, coZ je sjednocen{ dvou pifmek (intervaly nulového objemu).

1Bez ditkazu.



