7. POSLOUPNOSTI.

Definice. Posloupnost je zobrazeni a : N — R, pficemz misto a(n)
piseme a,,. Celou posloupnost znacime {an}n < hebo kratee {a,}.

Priklady. @) a, = %, bp=(=1)", cn =" ...

@) posloupnost zadand rekurentné: a; =0, a1 = V2 + ay; a1 = ag = 1,
Upi2 = Apy1 + a, (Fibonacci)

n

Definice. Cislo a € R* se nazve limitou posloupnosti {a,}, jestlize
(Ve > 0)(3no eN)[n>ng = a, € U(a,e)].

Znacime a,, — a nebo lim,,_,~ a,, = a.

Terminologie: pokud posloupnost ma kone¢nou (vlastni) limitu, fikdme,
ze konverguje. Pokud a,, — £o0, fikdme, ze {a,} diverguje do too. Pokud
a, nema limitu, rikdme, ze osciluje.

Poznamky. e a, — a € R lze ekvivalentné vyjadrit jako
(V5>O)(E|n0 EN)[nzno = la, — a <5] )
Pokud a,, — oo, je to totéz jako
(VK>O)(E|n0 EN)[nzno = a, >K] .
e velice uzitecné je nésledujici pozorovani: a, — a pravé kdyz plati: pro

kazdé e > 0 pevné je a, € U(a,e) pro vSechna n az na kone¢né vyjimek.
Priklady. @ a, = % — 0.
@ b, = (—1)" nem4 limitu.
Poznamky. Plati:
(i) Jestlize a,, — a, b, — b, pak

an +b, —a+b
anb, — ab

an /b, — a/b

mé&-li vyraz napravo smysl (srovnej Véty 2.3, 2.7.)
(ii) Jestlize a < a,, < (3 pro Vn, a plati a, — a, je také a < a < f.
Srovnej s Vétou 2.9.



(iii) Je-li b, < a, < ¢, pro Vn, a plati b, — a, ¢, — a, je také a, — a.
Viz Véta 2.10 ("o dvou policajtech”).

(iv) Jestlize a,, — 0, a posloupnost {b,,} je omezena, je a,b, — 0. Srovnej
s Vétou 2.4.

Definice. Posloupnost {a,} se nazve omezend, jestlize 3K > 0 tak,
ze |a,| < K pro ¥n. Posloupnost se nazve rostouci (resp. neklesajici resp.
nerostouci resp. klesajici), plati-li a,, < a,41 (resp. a, < a,41 r€Sp. a, > Ay
resp. a, > any1) pro Vn.

Véta 7.1. Konvergentni posloupnost je omezena.

Véta 7.2. Necht {a,} je monoténni. Potom {a,} m4 limitu. Je-li navic
omezend, pak konverguje (tj. ma konecnou limitu.)

Definice. Cislo ¢ € R* se nazve hromadny bod posloupnosti {a,},
jestlize pro Ve > 0 pevné nastava a, € U(a,e) pro nekoneéné mnoho n.

Poznamky. e a, = (—1)" méd dva hromadné body: 1 a —1.
e b, =sinn ... da se ukdzat, ze hromadné body tvoif interval [—1, 1].
e jestlize a,, — a, tak a je hromadny bod, a je to jediny hromadny bod.

Definice. Je déna posloupnost {a,}. Rekneme, ze {b,} je podposloup-
nost {a,} (neboli posloupnost vybrana z {a,}), existuje-li rostouci posloup-
nost prirozenych ¢isel {k,},en takovd, ze b, = ay,,.

Véta 7.3. Cislo a je hromadny bod posloupnosti {a,}, pravé kdyz z
{a,} 1ze vybrat podposloupnost, jejiz limita je a.

Véta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Necht {a,} je omezend. Potom
{a,} mé konvergentni podposloupnost.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,} spliuje Bolzano-Cauchyho
podminku (neboli je cauchyovskd), jestlize

(Ve > 0)(3no € N)[m,n > ng = |an, —a,| <e].

Véta 7.5. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) posloupnost {a,} konverguje.
(2) posloupnost {a,} je cauchyovska.

Poznamka. Nékdy je pro nas podstatné, zda posloupnost konverguje
nebo nekonverguje, zatimco konkrétni hodnota limity nés nezajima. A v tom



je uzitecnost B.C. podminky: umi rozhodnout, zda posloupnost konverguje,
aniz hovofti o jeji limité.
Véta 7.6. (Heineho.) Necht f(x) je definovdna na né&jakém P(z). Po-
tom je ekvivalentni:
(1) limy_,, f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) z, — zo
(i) =, # xo pro Vn
plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.

Poznamka. Jednostrannd verze: necht f(z) je definovdna na néjakém
P, (z0). Potom je ekvivalentni:
(1) limy—ps f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) x, — o
(ii) @, > xo pro Vn
plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.
Véta 7.6. Necht f(z) je definovdna v intervalu /. Potom je ekvivalentni:
(1) f(x) je spojita v 1.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, spliujici
(i) x, — o
(ii) 2o € I, &, € I pro Vn
plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu f(xg).
Poznamka. Podobné plati: f(x) je spojita v bodé xy, pravé kdyz pro
kazdou posloupnost, spliujici x,, — xg, plati, ze f(x,) — f(zo).

Priklady. (D) Dulezita limita:
1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n

lim sin —.
z—0+ T

@ Rekurentné zadana posloupnost a; = 0, a,11 = /2 + a,, ma limitu 2.

@) Neexistujici limita:



