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Abstrakt

V jakém smyslu existuji nekoneéné mala ¢isla? V nésledujicim textu se pokousime
fesit tento problém. Do jisté miry problematizujeme samotnou otdzku (Co je ,,éislo“?
Co znamend v matematickém smyslu ,,existovat “?)

Vychazime z konkrétni tlohy vypocet plochy pod grafem funkce. Diskutujeme
rizné feSeni a pritom se snazime tematizovat aspekty, které se obvykle nachazeji
na hranici ¢i vné matematického zajmu. V tomto smyslu je nas text pokusem i o
filosofickou tvahu.
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Uloha. Spoctéte plochu pod grafem funkee f () = 2° mezi 0 a 1.

Komentai 0. Pokusme se problematizovat samotnou tlohu. Odkud je zfejmé, ze
musi existovat ¢islo, které se rovna uvedené ploSe? Vime, ze geometricky definovand
veli¢cina nemusi byt popsatelnd ¢islem (urc¢itého druhu). Délka dhlopiicky jednot-
kového étverce (v/2) je iraciondlni &islo; tedy neexistuje pro pythagorejského matema-
tika. Délka kruznice o pruméru jedna (7) neni konstruovatelné (je dokonce transcen-
dentni) ¢islo; tedy neexistuje ve svété eukleidovskych konstrukei.

ReSeni 1. [Riemannovské feseni.] Predpoklddejme, ze P je ¢islo, rovnajici se hledané
plose. Rozdélime interval [0, 1] na n stejnych dilku a provedeme horni odhad S, a doln{

o~

odhad s,, pomoci obdélniku §itky 1/n. Podrobnéji, definujeme délici body x; = j/n,

N2
kde j = 0,...,n a velikost plochy mezi x; a ;41 odhadneme shora jako (%) %
-\ 2
respektive zdola jako <%) % Méme
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Nerovnosti plati pro kazdé n € N. Proto musi byt P = %



Komentai 1. Forma feSeni je nasledujici: predpokladejme, ze P je ¢islo plochy.
Potom P je blize k 1/3 nez 1/n pro libovolné piirozené n. Reseni nds uéi jistou
techniku (déleni na tizké obdélniky) a vyzaduje urcitou zbéhlost v algebie a pii praci
s nerovnostmi. Pfi vypoc¢tu jsme pouzili vzorecek

" 1
> = gnln+1)(2n+1)
j=1

a provedli zjednodusujici odhady 1 — 3% <lal+ 3% < 2.

Reseni 2. [Newton-Leibniz.] Formulujme tlohu obecnéji: necht f(z) : (a,b) — R je
dand funkce. Pfedpoklddejme, ze 0 € (a,b) a oznacme ®(z) ¢éislo, odpovidajici plose
mezi 0 a z, kde z € (a,b) je libovolné.

Véta 2.1 Necht f(x) je spojitd. Potom ®'(x) = f(z) pro kazdé z € (a,b).

Diikaz. Necht = € (a,b) je pevné. Checeme ukézat, Ze limy, g w = f(z),
neboli

Oz + h) — (z)
=20 f)

(ve>0)(3>0)[0< B <& — <el

Nechf & > 0 je ddno. Dle piedpokladu je f(z) spojitd v bodé =, tj. existuje § > 0
tak, ze pro vSechna |x —y| < 0 je |f(x) — f(y)| < e, neboli f(y) lezi mezi f(z) — ¢ a
f(z) + . Tedy pokud |h| < 9, lezi ®(x + h) — ®(z) (tj. plocha mezi x a x + h) mezi
(f(x) —e)h a (f(x) +€)h. Pro h # 0 je to pravé hledany zaveér. O

Ukézali jsme, ze ®(z) je primitivni funkee k f(z). K dokonéeni vypoctu potiebujeme
jednu tzv. , hlubsi vétu“.

Véta 2.2. Necht f(x): (a,b) = R, necht F'(z) = G'(x) = f(x) pro kazdé x € (a,b).
Potom F(x) — G(z) je konstantni v (a,b).

Drikaz. Viz napt. Jarnik, DI, Véta 136, s. 248. O

Zpét k nasf tloze: zajimé nas P = ®(1). A také vime, ze F(z) = 2®/3 je primitivni
funkee k z2. S ohledem na fakt, ze ®(0) = 0 a Vétu 2.2 mame celkem

Komentai 2. Moderni feSeni, pracujici s pojmy spojitost a derivace, vyjadienymi v
,epsilon-delta“ jazyce. Pomérné elegantni postup prirozené vyzaduje obecnéjsi for-
mulaci nasi ilohy. Funkce pfirustek plochy ®(x) muze byt obecné zdporna, a to
dokonce ze dvou duvodi: z je mensi nez 0 a obecné i integrovana funkce f(x) muze
byt zdporna.

Uzitecnost pristupu je v tom, ze k urceni plochy dostdvame vzorecek (staci uhod-
nout primitivni funkei). Nevyhodou (na rozdil od Riemannovského feseni) je ztréta
bezprostiedni zrejmosti vypoctu.

Hlubsi Véta 2.2 potfebuje axiom o supremu, a tedy praci v oboru realnych ¢isel R.

Nyni se pokusime tytéz tvahy provést pomoci nekoneéné malych velicin. K otézce
jejich existence se vratime na konci textu.



Reseni 1b. Rozdélime interval [0,1] na N stejnych dilki, kde N je nekonecné velké
prirozené ¢islo, s délicimi body z; = j/N, j = 0,..., N. Soucet piislusnych dolnich

obdélniku je opét
NZ P11 11
N 3 2N 3N

Protoze N je nekonecné velké, je posledni vyraz nekonecéné blizko 1/3. Nyni odhad-
neme chybu, jiz se sy 1isi od celkové plochy P. Zjevné 0 < P — Sy < Z;V:_Ol Zj, kde
Z; jsou trojuhelniky o zédkladné 1/N a vysce

27+1 2N +1 2 1
2 2 . -2
Tj+1 — X m((J + 1) —J ) N2 < N2 N + N2

pro kazdé 5 =0,..., N — 1. Tedy

1 2 1
ZZJ<N <N+W>:N+W’

coz je opét nekonecné malé.

Komentai 1b. Predpokladdme, ze existuji nekonecéné velkd piirozend ¢isla (avsak
ruzné od +00) a pracujeme s nimi obvyklym zpusobem (aritmetika, nerovnosti). Uzili
jsme tvrzeni, ze pokud N je nekoneéné velké a b neni nekonecné velké, pak b/N je
nekone¢né malé.

Jadro uvahy je nasledujici: rozdélenim plochy na nekonecné 1zké prouzky ukézeme,
ze vysledek je nekonecéné blizko 1/3.

Reseni 3. Uvazujme opét obecnou funkei f(x) v (a,b). Pro zjednoduseni zavedeme
symbol = &~ y ve vyznamu ,,x je nekone¢né blizko y*.

Definice. Funkce f(z) se nazve t-spojitda v I, jestlize pro libovolnd x, y € I plati:
je-lli @ ~ y, pak f(z) ~ f(y).

Funkce F(z) se nazve (-primitivni funkce k f(z) v I, jestlize pro libovolnd x, y € T
plati: je-li x ~ y a x # vy, pak(i’Vf( ).

Je-li f(z) navic t-spojitd, muzeme ekvivalentné pozadovat %5@) ~ f(&) pro kazdé
el E~a.

Definice. Nekonecné jemnym délenim intervalu [a, b] rozumim rostouci posloupnost
bodu {z;} = {xj};vzo takovou, ze g = a, xy =baxj_1 ~x;prokazdé j=1,...,N.
Body integrace pifslusnymi k danému déleni {z;} rozumim posloupnost {{;} =
{fj} ", takovou, ze & ~ x; pro kazdé j =1,...,N.

Vsnnneme si, ze obecné nepozadujeme §; € [xj_l, z;].

Definice. Necht f(z) je t-spojité v I, necht [a,b] C I je omezeny a uzavieny interval.
Definujeme

b N
B) [ fa)de =Y 5(&) (s ~ i) o

j=1



kde {z;} je libovolné nekonecné jemné déleni intervalu [a, b] s piislusnymi body inte-
grace {¢;}. Nésledujici tvrzeni nam zarucuje, ze definice je — az na nekone¢né malou
chybu — korektni.

Lemma 3.1 Necht f(x) je t-spojitd v [a,b]. Potom pro libovolnd nekone¢né jemna
délen{ {§j}§vzo, {ij}j»vzo s pifslusnymi body integrace {§j}§V:1 respektive {fj}é»v:l plati

N
foj Tj— Tj—1 %Z xj 1)

Diikaz. 1. Dokazme ~nejprve nezévislost na volbé bodu integrace. Necht {x;} je délent
a {&;} respektive {¢;} jsou libovolné body integrace. Potom

|Zf£] — T 1 Zf — Tj— 1)|
1
jN

Zej j—xj—1) <€

j=1 J:1

Mz

xj—xj_1) =€(b—a) = 0.

Zde znacime €; = |f(&;) — f(gj)\, dle pfedpokladu je & ~ z; ~ gj, tedy €; = 0 a
konecné téz € := max{e;; j =1,... N} je nekonecné malé.

2. V obecném piipadé nutno nejprve uvazit, ze soucet pres dané déleni 1ze formélné
napsat jako soucet pres libovolné jemnéjsi déleni: bodtm, které pribudou v intervalu
déleni [x;_1,z;], pfifadime tyz spoletny bod integrace ;. Protoze &; ~ x; ~ x;_1,
bude ¢; jisté nekonecné blizky i novym délicim bodum.

Soucty pres libovolna déleni pak napiSeme jako soucty pies spole¢né zjemnéni, lisici
se pouze v bodech integrace. To jsme vsSak jiz vytesili v bodé 1. O
Integral je definovan libovolnou hodnotou v jistém nekoneéné malém rozmezi. Volime-
li body integrace &; tak, ze f(&;) je nejvétsi resp. nejmensi hodnota f v intervalu
[j_1,x;], vidime, Ze v daném rozmezi lezi i horni resp. dolnf odhad pocitané ,,plochy
pod grafem“.

Souvislost integrdlu a primitivni funkce fesi nasledujici véta.

Véta 3.1 Necht f(z) je t-spojité, necht F(z) je t-primitivni funkce k f(x) v [a, b].
Potom

b
R)/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Dikaz. Necht {z;} je libovolné nekoneéné jemné déleni [a, b]. Potom
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Jisté x; = ¢; je pripustnd volba bodu integrace, tedy prvni sumu lze vzit za definici

integralu. Protoze
Fxj) = Fzj1)

€; = — f(x;) =0
= )

dle predpokladu, je druha suma nekonecéné malé na zdkladé argumentu z Lemmatu
3.1. O

Komentai 3. Nepodali jsme zde nic jiného nez definici Riemannova integralu pro
spojité funkce a jeho vypocet pomoci Newton-Leibnizovy formule, to vSe v jazyce
nekone¢né malych veli¢in neboli NSA (,,nestandardni analyzy“). Nasim cilem bylo
presvédcit Ctendfe, Ze naznaceny postup je srozumitelny a zdroven presvédCivy i na
dané ,,intuitivni“ drovni. Zaroven snad prindsi aspekty, které v obvyklém zpracovani
nevidime.

Lze si lehce ovérit, ze funkee f(z) = 22 je t-spojitd, a F(z) = x3/3 je jeji t-primitivni
funkce; a podobné pro jiné elementarni piiklady.

Poznamenejme, ze uvedend definice t-spojitosti je ekvivalentni stejnomérné spojitosti
f v I (a tedy obecné plyne ze spojitosti v piipadé kompaktniho I = [a,b]). Pojem
t-primitivni funkce je ekvivalentni obvyklému pojmu primitivni funkce. Viz naptiklad
[1, Theorem 7.7.1] a [1, Theorem 8.1.1].

Dukaz (jiz samotnd presnd formulace) naznacenych ekvivalenci by vsak vyzadoval
predevsim pfesné definovani hyperredlnych cisel *R a jejich dusledné odlisSovani od
,,oby¢ejnych “ realnych ¢isel R. Podobné bychom museli odliSovat, ze jednou hovorime
o funkei f(z) v [a,b] a podruhé o jeji hyperredlné varianté * f, kterd je definovand v
*[a, b] tj. v (hyper)intervalu vSech hyperredlnych ¢isel mezi a a b.

Upozornime zde vSak na jind mozna uskali. Je zfejmé, ze definice nekoneéné jemného
déleni vyzaduje, aby pocet délicich bodu N byl nekoneéné velky (pokud tedy a neni
nekone¢né blizko b). Operujeme zde tedy s nekoneénym souctem, a v dukaze Lemmatu
3.1 potiebujeme volit nejvétsi hodnotu e z nekonetné mnoziny {e;;j = 1,... N}. Z
klasické analyzy vime, Ze se jednd o potencialné problematické postupy.

Odpoved (pro niz bychom pravé potiebovali do vétsi hloubky NSA) zni, Ze mnozina
indexu j = 1,..., N neni nekonecnd, nybrz hyperkoneéna. Hyperkoneéné mmnoziny
se formalné chovaji zcela stejné jako mnoziny kone¢né (l1ze pres né scitat, nachazet
nejveétsi/nejmensi prvek, atd.)

Ne v8e ve svété hyperredlnych ¢isel funguje zpusobem, na ktery jsme zvykli. Napiiklad
mnozina vSech nekoneéné velkych prirozenych ¢isel nema nejmensi prvek: takové ¢islo
by muselo byt bud’ koneéné, nebo nekoneéné velké, a oboji vede ke sporu. To odporuje
principu tzv. dobrého uspotriddani, dle néhoz kazda podmnozina pfirozenych ¢isel ma
nejmensi prvek. Princip dobrého usporadani je, jak zndmo, ekvivalentni principu
indukce. Znamend to tedy, ze princip indukce neplati ve svété nekonecné velkych
prirozenych ¢isel? Do jisté tomu tak je: ¢islo 1 jisté neni nekonecné velké, a pokud
n neni nekonecné velké, tak ani n + 1 neni nekonecné velké. Takto jsme indukci
dokazali, ze vSechna prirozena cisla jsou konec¢nd; tedy nekonetné velkd pfirozena
¢isla neexistuji.

Vsimnéme si podobné, Ze mnozina vSech nekone¢né malych redlnych ¢isel nemé nejen
nejvetsi prvek, ale ani (v obvyklém smyslu) supremum: opét na zékladé uvahy, ze toto
supremum samo bud je, nebo nenf nekoneéné malé, coz oboji vede ke sporu.



Uvedené paradoxy maji uspokojivé feseni: princip indukce resp. axiom suprema plati
pro vSechny ,,pekné“ (tzv. internalni) mnoziny. Cena, kterou platime za prijeti exis-
tence nekoneéné malych a velkych ¢isel je vsak i existence neobvyklych (tzv. ex-
terndlnich) mnozin, které se mohou chovat neocekavane.

Existence nekoneéné malych é&éisel. V moderni matematické praxi je ,,existence*
terminus technicus — existuje to, co je pfimo postulovdno axiomy teorie mmnozin,
a dale to, k ¢emu lze dospét presné vymezenymi postupy. Tak se obvykle pfijima
existence prazdné mnoziny () a mnoziny piirozenych ¢isel N; mezi povolené postupy
patii obvyklé operace sjednoceni a pruniku. Méame v8ak k dispozici i mnohem silnéjsi
axiom potence a axiom vybéru.

problému, lze si vSimnout, Ze otazka existence urc¢itého matematického objektu ma
smysl jen v rdmci urcité vétsi struktury. Nemd smysl klast si otdzku, zda a jakym
zpusobem existuje napt. ¢islo ”7”7samo o sobé, tj. bez kontextu axiomu aritmetiky.
Existence matematickych objektt se dale zdd byt tzce spjata s principem sporu.
Je-li urcity systém axiému bezesporny, lze vzdy alespon v principu konstruovat jeho
model, tj. ur¢itou abstraktni strukturu, ktera tyto axiomy spliiuje. Na druhou stranu
dikaz neexistence se v matematice provadi pouze a vyluéné sporem.

Také se Ize na véc divat tak, ze urcita tiida objektu je k existenci takiikajic vynucena
potiebou pouzivat urcité operace. Tak odéitani vede od pfirozenych ¢isel k ¢islum
zdpornym, déleni k éislum raciondlnim; redlnd ¢isla lze chépat (a to i v presném
slova smyslu) za ziplnéni, zavrSeni ¢iselné osy s ohledem na piislusné usporadéni. V
naznaceném duchu pak Q reprezentujeme jako mnozinu forméalnich podilu éisel z N,
mnozinu R jako systém dolnich mnozin (,,Fezu*) ¢isel z Q, atd.

Ohledné existence nekonec¢né malych ¢isel lze ici, Ze se zdaji byt vynucena zakladni
operaci analyzy, tj. pojmem limity. Nestandardni analyzu lze chapat jako jisté zu-
plnéni obvyklé redlné analyzy [3, Chapter 4]. Hyperrealna ¢isla lze také reprezentovat
pomoci redlnych ¢isel, pfesnéji fe¢eno pomoci posloupnosti redlnych ¢isel. Puvodni
¢isla jsou modelovana konstantnimi posloupnostmi; nekoneéné malé ¢islo je repre-
zentovano posloupnosti kladnych ¢isel, kterd se blizi do nuly. Na uvedeném modelu
je ziejmé, ze zachovava aritmetickou strukturu; daleko méné trividlni je zpusob, jak
zachovat napiiklad (linearitu) usporddédni. To lze ué¢init pomoci tzv. ultrafiltra. V
podrobnostech odkazujeme kupi. na [1, Chapter 3]. Jen poznamenejme, ze existence
ultrafiltru plyne z axiomu vybéru; fakticky jde o striktné slabsi axiom.

Existenci nekonecéné velkych a malych ¢isel se zda nasvédcovat i zminovany prin-
cip sporu. Pfedstavme si systém axiomu (*PA), ktery vznikne tak, ze k obvyklym
axiomum Peanovy aritmetiky (PA) pfipojime dodateény seznam axiomu

1< N < (I1)
2< N < oo (I2)
3< N <o (Ig)

Tvrzeni. Pokud (PA) neobsahuje spor, pak ani (*PA) neobsahuje spor.
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Dikaz. Méjme dukaz sporu v (*PA). Ovsem kazdy dukaz je konecény, a tedy obsahuje
jen kone¢ny pocet dodateénych axiomu [; az I,,. Tém vsak lze jisté vyhovét (volbou
napt. N = n + 1); nemohou tedy obsahovat spor. O

Uvedend tvaha (nazyvand téz princip kompaktnosti) vlastné fiké, ze z bezespor-
nosti (PA) plyne i bezespornost (*PA). Formulovano jesté jinak: z existence libo-
volné velkych prirozenych ¢isel v jistém smyslu logicky vyplyva i existence nekoneéné
velkych pfirozenych cisel.

Zavér. Je nepochybné, ze analyza se zabyva nekonetnem ve smyslu velikosti a ma-
losti. Totéz zde lze tici vice zpusoby, jez jsou z logického hlediska naprosto ekvi-
valentni: limitu lze definovat pomoci -0 formule, abstraktnéji pomoci okoli, pouze
pomoci spocetnych posloupnosti (Heineho definice) a kone¢né lze také postulovat
univerzum hyperrealnych ¢isel *R a pracovat tak s nekoneéné velkymi a malymi ¢isly
vyslovné.

Vzdor otekdvanim se NSA nestala mainstreamovym pfistupem; snad ji, feGeno sou-
¢asnym zargonem, stale schazi jeji , killer app“. Svym zpusobem vyjadiovani je jisté
nejblize zpusobu, jak analyzu provozujeme intuitivnim ¢ heuristickym zpusobem; to
ji vSak zfejmé necini tim nejlepSim moznym kandidatem na rigorézni teorii. Explicitni
zavedeni infinitezimalnich veli¢in m& ten nepfijemny dusledek, Ze se ¢astetné musime
zi'ici principu indukce i axiomu suprema; tj. pravé dvou hlavnich néstroju, s nimiz
nekonecno obvykle krotime.

Naopak ze strany skalnich piizniveu NSA ¢asto vysmivany e-6 jazyk si zachovava jisté
kouzlo elementarniho ¢ rukodélného pristupu. Snad neni ndhodou, Ze se vyvinul s pa-
ralelné s potfebou piedlozit analyzu mnohem Sir§imu, mj. technicko-pfirodovédnému
posluchacstvu [2]. V zdkladnich kurzech analyzy, kde je cilem postupovat co mozna
rychle a presné — a nikoliv prilis daleko — zustane snad navzdy prvni volbou; stejné
tak je ale dobré si ob¢as pripomenout, ze existuji i jiné pristupy.
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