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Abstrakt

V jakém smyslu existuj́ı nekonečně malá č́ısla? V následuj́ıćım textu se pokouš́ıme
řešit tento problém. Do jisté mı́ry problematizujeme samotnou otázku (Co je ,,č́ıslo“?
Co znamená v matematickém smyslu ,,existovat“?)

Vycháźıme z konkrétńı úlohy výpočet plochy pod grafem funkce. Diskutujeme
r̊uzná řešeńı a přitom se snaž́ıme tematizovat aspekty, které se obvykle nacházej́ı
na hranici či vně matematického zájmu. V tomto smyslu je náš text pokusem i o
filosofickou úvahu.

Úloha. Spočtěte plochu pod grafem funkce f(x) = x2 mezi 0 a 1.

Komentář 0. Pokusme se problematizovat samotnou úlohu. Odkud je zřejmé, že
muśı existovat č́ıslo, které se rovná uvedené ploše? Vı́me, že geometricky definovaná
veličina nemuśı být popsatelná č́ıslem (určitého druhu). Délka úhlopř́ıčky jednot-
kového čtverce (

√
2) je iracionálńı č́ıslo; tedy neexistuje pro pythagorejského matema-

tika. Délka kružnice o pr̊uměru jedna (π) neńı konstruovatelné (je dokonce transcen-
dentńı) č́ıslo; tedy neexistuje ve světě eukleidovských konstrukćı.

Řešeńı 1. [Riemannovské řešeńı.] Předpokládejme, že P je č́ıslo, rovnaj́ıćı se hledané
ploše. Rozděĺıme interval [0, 1] na n stejných d́ılk̊u a provedeme horńı odhad Sn a dolńı
odhad sn pomoćı obdélńık̊u š́ı̌rky 1/n. Podrobněji, definujeme děĺıćı body xj = j/n,

kde j = 0, . . . , n a velikost plochy mezi xj a xj+1 odhadneme shora jako
(

j+1
n

)2
1
n

respektive zdola jako
(

j
n

)2
1
n
. Máme

sn =

n−1
∑

j=0

(

j

n

)2 1

n
=

1

3
− 1

2n

(

1− 1

3n

)

>
1

3
− 1

2n

Sn =

n
∑

j=1

(

j

n

)2 1

n
=

1

3
+

1

2n

(

1 +
1

3n

)

<
1

3
+

1

n

Tedy
1

3
− 1

2n
< P <

1

3
+

1

n

Nerovnosti plat́ı pro každé n ∈ N. Proto muśı být P = 1
3 .
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Komentář 1. Forma řešeńı je následuj́ıćı: předpokládejme, že P je č́ıslo plochy.
Potom P je bĺıže k 1/3 než 1/n pro libovolné přirozené n. Řešeńı nás uč́ı jistou
techniku (děleńı na úzké obdélńıky) a vyžaduje určitou zběhlost v algebře a při práci
s nerovnostmi. Při výpočtu jsme použili vzoreček

n
∑

j=1

j2 =
1

6
n(n+ 1)(2n + 1)

a provedli zjednodušuj́ıćı odhady 1− 1
3n < 1 a 1 + 1

3n < 2.

Řešeńı 2. [Newton-Leibniz.] Formulujme úlohu obecněji: necht’ f(x) : (a, b) → R je
daná funkce. Předpokládejme, že 0 ∈ (a, b) a označme Φ(x) č́ıslo, odpov́ıdaj́ıćı ploše
mezi 0 a x, kde x ∈ (a, b) je libovolné.

Věta 2.1 Necht’ f(x) je spojitá. Potom Φ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b).

D̊ukaz. Necht’ x ∈ (a, b) je pevné. Chceme ukázat, že limh→0
Φ(x+h)−Φ(x)

h
= f(x),

neboli

(

∀ε > 0
)(

∃δ > 0
)

[

0 < |h| < δ =⇒
∣

∣

∣

∣

Φ(x+ h)− Φ(x)

h
− f(x)

∣

∣

∣

∣

< ε
]

Necht’ ε > 0 je dáno. Dle předpokladu je f(x) spojitá v bodě x, tj. existuje δ > 0
tak, že pro všechna |x− y| < δ je |f(x)− f(y)| < ε, neboli f(y) lež́ı mezi f(x)− ε a
f(x) + ε. Tedy pokud |h| < δ, lež́ı Φ(x+ h)− Φ(x) (tj. plocha mezi x a x+ h) mezi
(f(x)− ε)h a (f(x) + ε)h. Pro h 6= 0 je to právě hledaný závěr. �

Ukázali jsme, že Φ(x) je primitivńı funkce k f(x). K dokončeńı výpočtu potřebujeme
jednu tzv. ,,hlubš́ı větu“.
Věta 2.2. Necht’ f(x) : (a, b) → R, necht’ F ′(x) = G′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b).
Potom F (x)−G(x) je konstantńı v (a, b).
D̊ukaz. Viz např. Jarńık, DI, Věta 136, s. 248. �

Zpět k naš́ı úloze: zaj́ımá nás P = Φ(1). A také v́ıme, že F (x) = x3/3 je primitivńı
funkce k x2. S ohledem na fakt, že Φ(0) = 0 a Větu 2.2 máme celkem

P = Φ(1)− Φ(0) = F (1)− F (0) =
1

3
.

Komentář 2. Moderńı řešeńı, pracuj́ıćı s pojmy spojitost a derivace, vyjádřenými v
,,epsilon-delta“ jazyce. Poměrně elegantńı postup přirozeně vyžaduje obecněǰśı for-
mulaci naš́ı úlohy. Funkce př́ır̊ustek plochy Φ(x) může být obecně záporná, a to
dokonce ze dvou d̊uvod̊u: x je menš́ı než 0 a obecně i integrovaná funkce f(x) může
být záporná.
Užitečnost př́ıstupu je v tom, že k určeńı plochy dostáváme vzoreček (stač́ı uhod-
nout primitivńı funkci). Nevýhodou (na rozd́ıl od Riemannovského řešeńı) je ztráta
bezprostředńı zřejmosti výpočtu.
Hlubš́ı Věta 2.2 potřebuje axiom o supremu, a tedy práci v oboru reálných č́ısel R.

Nyńı se pokuśıme tytéž úvahy provést pomoćı nekonečně malých veličin. K otázce
jejich existence se vrát́ıme na konci textu.
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Řešeńı 1b. Rozděĺıme interval [0, 1] na N stejných d́ılk̊u, kde N je nekonečně velké

přirozené č́ıslo, s děĺıćımi body xj = j/N , j = 0, . . . , N . Součet př́ıslušných dolńıch
obdélńık̊u je opět

sN =

N−1
∑

j=0

(

j

N

)2 1

N
=

1

3
− 1

2N

(

1− 1

3N

)

Protože N je nekonečně velké, je posledńı výraz nekonečně bĺızko 1/3. Nyńı odhad-
neme chybu, j́ıž se sN lǐśı od celkové plochy P . Zjevně 0 ≤ P − SN ≤ ∑N−1

j=0 Zj, kde
Zj jsou trojúhelńıky o základně 1/N a výšce

x2j+1 − x2j =
1

N2

(

(j + 1)2 − j2
)

=
2j + 1

N2
<

2N + 1

N2
=

2

N
+

1

N2

pro každé j = 0, . . . , N − 1. Tedy

N−1
∑

j=0

Zj < N · 1

N
·
(

2

N
+

1

N2

)

=
2

N
+

1

N2
,

což je opět nekonečně malé.

Komentář 1b. Předpokládáme, že existuj́ı nekonečně velká přirozená č́ısla (avšak
r̊uzná od +∞) a pracujeme s nimi obvyklým zp̊usobem (aritmetika, nerovnosti). Užili
jsme tvrzeńı, že pokud N je nekonečně velké a b neńı nekonečně velké, pak b/N je
nekonečně malé.
Jádro úvahy je následuj́ıćı: rozděleńım plochy na nekonečně úzké proužky ukážeme,
že výsledek je nekonečně bĺızko 1/3.

Řešeńı 3. Uvažujme opět obecnou funkci f(x) v (a, b). Pro zjednodušeńı zavedeme
symbol x ≈ y ve významu ,,x je nekonečně bĺızko y“.

Definice. Funkce f(x) se nazve ι-spojitá v I, jestliže pro libovolná x, y ∈ I plat́ı:
je-li x ≈ y, pak f(x) ≈ f(y).
Funkce F (x) se nazve ι-primitivńı funkce k f(x) v I, jestliže pro libovolná x, y ∈ I

plat́ı: je-li x ≈ y a x 6= y, pak F (x)−F (y)
x−y

≈ f(x).

Je-li f(x) nav́ıc ι-spojitá, můžeme ekvivalentně požadovat F (x)−F (y)
x−y

≈ f(ξ) pro každé
ξ ∈ I, ξ ≈ x.

Definice. Nekonečně jemným děleńım intervalu [a, b] rozumı́m rostoućı posloupnost
bod̊u {xj} = {xj}Nj=0 takovou, že x0 = a, xN = b a xj−1 ≈ xj pro každé j = 1, . . . , N .
Body integrace př́ıslušnými k danému děleńı {xj} rozumı́m posloupnost {ξj} =
{ξj}Nj=1 takovou, že ξj ≈ xj pro každé j = 1, . . . , N .
Všimněme si, že obecně nepožadujeme ξj ∈ [xj−1, xj ].

Definice. Necht’ f(x) je ι-spojitá v I, necht’ [a, b] ⊂ I je omezený a uzavřený interval.
Definujeme

(R)

∫ b

a

f(x) dx =

N
∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1) (1)
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kde {xj} je libovolné nekonečně jemné děleńı intervalu [a, b] s př́ıslušnými body inte-
grace {ξj}. Následuj́ıćı tvrzeńı nám zaručuje, že definice je – až na nekonečně malou
chybu – korektńı.

Lemma 3.1 Necht’ f(x) je ι-spojitá v [a, b]. Potom pro libovolná nekonečně jemná

děleńı {ξj}Nj=0, {x̃j}Ñj=0 s př́ıslušnými body integrace {ξj}Nj=1 respektive {ξ̃j}Ñj=1 plat́ı

N
∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1) ≈
Ñ
∑

j=1

f(ξ̃j)(x̃j − x̃j−1)

D̊ukaz. 1. Dokažme nejprve nezávislost na volbě bod̊u integrace. Necht’ {xj} je děleńı
a {ξj} respektive {ξ̃j} jsou libovolné body integrace. Potom

∣

∣

N
∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1)−
N
∑

j=1

f(ξ̃j)(xj − xj−1)
∣

∣

=
N
∑

j=1

ǫj(xj − xj−1) ≤ ǫ
N
∑

j=1

(xj − xj−1) = ǫ(b− a) ≈ 0.

Zde znač́ıme ǫj = |f(ξj) − f(ξ̃j)|; dle předpokladu je ξj ≈ xj ≈ ξ̃j, tedy ǫj ≈ 0 a
konečně též ǫ := max{ǫj ; j = 1, . . . N} je nekonečně malé.
2. V obecném př́ıpadě nutno nejprve uvážit, že součet přes dané děleńı lze formálně
napsat jako součet přes libovolné jemněǰśı děleńı: bod̊um, které přibudou v intervalu
děleńı [xj−1, xj ], přǐrad́ıme týž společný bod integrace ξj. Protože ξj ≈ xj ≈ xj−1,
bude ξj jistě nekonečně bĺızký i novým dělićım bod̊um.
Součty přes libovolná děleńı pak naṕı̌seme jako součty přes společné zjemněńı, lǐśıćı
se pouze v bodech integrace. To jsme však již vyřešili v bodě 1. �

Integrál je definován libovolnou hodnotou v jistém nekonečně malém rozmeźı. Voĺıme-
li body integrace ξj tak, že f(ξj) je největš́ı resp. nejmenš́ı hodnota f v intervalu
[xj−1, xj ], vid́ıme, že v daném rozmeźı lež́ı i horńı resp. dolńı odhad poč́ıtané ,,plochy
pod grafem“.
Souvislost integrálu a primitivńı funkce řeš́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.1 Necht’ f(x) je ι-spojitá, necht’ F (x) je ι-primitivńı funkce k f(x) v [a, b].
Potom

(R)

∫ b

a

f(x) dx ≈ F (b)− F (a)

D̊ukaz. Necht’ {xj} je libovolné nekonečně jemné děleńı [a, b]. Potom

F (b)− F (a) =

N
∑

j=1

F (xj)− F (xj−1) (2)

=
N
∑

j=1

(

f(xj) +
F (xj)− F (xj−1)

xj − xj−1
− f(xj)

)

(xj − xj−1) (3)

=

N
∑

j=1

f(xj)(xj − xj−1) +

N
∑

j=1

ǫj(xj − xj−1), (4)
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Jistě xj = ξj je př́ıpustná volba bod̊u integrace, tedy prvńı sumu lze vźıt za definici
integrálu. Protože

ǫj =
F (xj)− F (xj−1)

xj − xj−1
− f(xj) ≈ 0

dle předpoklad̊u, je druhá suma nekonečně malá na základě argumentu z Lemmatu
3.1. �

Komentář 3. Nepodali jsme zde nic jiného než definici Riemannova integrálu pro
spojité funkce a jeho výpočet pomoćı Newton-Leibnizovy formule, to vše v jazyce
nekonečně malých veličin neboli NSA (,,nestandardńı analýzy“). Naš́ım ćılem bylo
přesvědčit čtenáře, že naznačený postup je srozumitelný a zároveň přesvědčivý i na
dané ,,intuitivńı“ úrovni. Zároveň snad přináš́ı aspekty, které v obvyklém zpracováńı
nevid́ıme.
Lze si lehce ověřit, že funkce f(x) = x2 je ι-spojitá, a F (x) = x3/3 je jej́ı ι-primitivńı
funkce; a podobně pro jiné elementárńı př́ıklady.
Poznamenejme, že uvedená definice ι-spojitosti je ekvivalentńı stejnoměrné spojitosti
f v I (a tedy obecně plyne ze spojitosti v př́ıpadě kompaktńıho I = [a, b]). Pojem
ι-primitivńı funkce je ekvivalentńı obvyklému pojmu primitivńı funkce. Viz např́ıklad
[1, Theorem 7.7.1] a [1, Theorem 8.1.1].
Důkaz (již samotná přesná formulace) naznačených ekvivalenćı by však vyžadoval
předevš́ım přesné definováńı hyperreálných č́ısel ∗R a jejich d̊usledné odlǐsováńı od
,,obyčejných“ reálných č́ısel R. Podobně bychom museli odlǐsovat, že jednou hovoř́ıme
o funkci f(x) v [a, b] a podruhé o jej́ı hyperreálné variantě ∗f , která je definovaná v
∗[a, b] tj. v (hyper)intervalu všech hyperreálných č́ısel mezi a a b.
Upozorńıme zde však na jiná možná úskaĺı. Je zřejmé, že definice nekonečně jemného
děleńı vyžaduje, aby počet dělićıch bod̊u N byl nekonečně velký (pokud tedy a neńı
nekonečně bĺızko b). Operujeme zde tedy s nekonečným součtem, a v d̊ukaze Lemmatu
3.1 potřebujeme volit největš́ı hodnotu ǫ z nekonečné množiny {ǫj ; j = 1, . . . N}. Z
klasické analýzy v́ıme, že se jedná o potenciálně problematické postupy.
Odpověd’ (pro ńıž bychom právě potřebovali do větš́ı hloubky NSA) zńı, že množina
index̊u j = 1, . . . , N neńı nekonečná, nýbrž hyperkonečná. Hyperkonečné množiny
se formálně chovaj́ı zcela stejně jako množiny konečné (lze přes ně sč́ıtat, nacházet
největš́ı/nejmenš́ı prvek, atd.)
Ne vše ve světě hyperreálných č́ısel funguje zp̊usobem, na který jsme zvykĺı. Např́ıklad
množina všech nekonečně velkých přirozených č́ısel nemá nejmenš́ı prvek: takové č́ıslo
by muselo být bud’ konečné, nebo nekonečně velké, a oboj́ı vede ke sporu. To odporuje
principu tzv. dobrého uspořádáńı, dle něhož každá podmnožina přirozených č́ısel má
nejmenš́ı prvek. Princip dobrého uspořádáńı je, jak známo, ekvivalentńı principu
indukce. Znamená to tedy, že princip indukce neplat́ı ve světě nekonečně velkých
přirozených č́ısel? Do jisté tomu tak je: č́ıslo 1 jistě neńı nekonečně velké, a pokud
n neńı nekonečně velké, tak ani n + 1 neńı nekonečně velké. Takto jsme indukćı
dokázali, že všechna přirozená č́ısla jsou konečná; tedy nekonečně velká přirozená
č́ısla neexistuj́ı.
Všimněme si podobně, že množina všech nekonečně malých reálných č́ısel nemá nejen
největš́ı prvek, ale ani (v obvyklém smyslu) supremum: opět na základě úvahy, že toto
supremum samo bud’ je, nebo neńı nekonečně malé, což oboj́ı vede ke sporu.
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Uvedené paradoxy maj́ı uspokojivé řešeńı: princip indukce resp. axiom suprema plat́ı
pro všechny ,,pěkné“ (tzv. internálńı) množiny. Cena, kterou plat́ıme za přijet́ı exis-
tence nekonečně malých a velkých č́ısel je však i existence neobvyklých (tzv. ex-
ternálńıch) množin, které se mohou chovat neočekávaně.

Existence nekonečně malých č́ısel. V moderńı matematické praxi je ,,existence“
terminus technicus – existuje to, co je př́ımo postulováno axiomy teorie množin,
a dále to, k čemu lze dospět přesně vymezenými postupy. Tak se obvykle přij́ımá
existence prázdné množiny ∅ a množiny přirozených č́ısel N; mezi povolené postupy
patř́ı obvyklé operace sjednoceńı a pr̊uniku. Máme však k dispozici i mnohem silněǰśı
axiom potence a axiom výběru.
Posuneme-li se od otázky formálńı axiomatizace na poněkud filosofičtěǰśı rovinu
problému, lze si všimnout, že otázka existence určitého matematického objektu má
smysl jen v rámci určité větš́ı struktury. Nemá smysl klást si otázku, zda a jakým
zp̊usobem existuje např. č́ıslo ”7”samo o sobě, tj. bez kontextu axiomů aritmetiky.
Existence matematických objekt̊u se dále zdá být úzce spjata s principem sporu.
Je-li určitý systém axiómů bezesporný, lze vždy alespoň v principu konstruovat jeho
model, tj. určitou abstraktńı strukturu, která tyto axiomy splňuje. Na druhou stranu
d̊ukaz neexistence se v matematice provád́ı pouze a výlučně sporem.
Také se lze na věc d́ıvat tak, že určitá tř́ıda objekt̊u je k existenci takř́ıkaj́ıc vynucena
potřebou použ́ıvat určité operace. Tak odč́ıtáńı vede od přirozených č́ısel k č́ısl̊um
záporným, děleńı k č́ısl̊um racionálńım; reálná č́ısla lze chápat (a to i v přesném
slova smyslu) za zúplněńı, završeńı č́ıselné osy s ohledem na př́ıslušné uspořádáńı. V
naznačeném duchu pak Q reprezentujeme jako množinu formálńıch pod́ıl̊u č́ısel z N,
množinu R jako systém dolńıch množin (,,̌rez̊u“) č́ısel z Q, atd.

Ohledně existence nekonečně malých č́ısel lze ř́ıci, že se zdaj́ı být vynucena základńı
operaćı analýzy, tj. pojmem limity. Nestandardńı analýzu lze chápat jako jisté zú-
plněńı obvyklé reálné analýzy [3, Chapter 4]. Hyperreálná č́ısla lze také reprezentovat
pomoćı reálných č́ısel, přesněji řečeno pomoćı posloupnost́ı reálných č́ısel. Původńı
č́ısla jsou modelována konstantńımi posloupnostmi; nekonečně malé č́ıslo je repre-
zentováno posloupnost́ı kladných č́ısel, která se bĺıž́ı do nuly. Na uvedeném modelu
je zřejmé, že zachovává aritmetickou strukturu; daleko méně triviálńı je zp̊usob, jak
zachovat např́ıklad (linearitu) uspořádáńı. To lze učinit pomoćı tzv. ultrafiltr̊u. V
podrobnostech odkazujeme kupř. na [1, Chapter 3]. Jen poznamenejme, že existence
ultrafiltr̊u plyne z axiomu výběru; fakticky jde o striktně slabš́ı axiom.

Existenci nekonečně velkých a malých č́ısel se zdá nasvědčovat i zmiňovaný prin-
cip sporu. Představme si systém axiomů (*PA), který vznikne tak, že k obvyklým
axiomům Peanovy aritmetiky (PA) připoj́ıme dodatečný seznam axiomů

1 < N < ∞ (I1)

2 < N < ∞ (I2)

3 < N < ∞ (I3)

...

Tvrzeńı. Pokud (PA) neobsahuje spor, pak ani (*PA) neobsahuje spor.

6



D̊ukaz. Mějme d̊ukaz sporu v (*PA). Ovšem každý d̊ukaz je konečný, a tedy obsahuje
jen konečný počet dodatečných axiomů I1 až In. Těm však lze jistě vyhovět (volbou
např. N = n+ 1); nemohou tedy obsahovat spor. �

Uvedená úvaha (nazývaná též princip kompaktnosti) vlastně ř́ıká, že z bezespor-
nosti (PA) plyne i bezespornost (*PA). Formulováno ještě jinak: z existence libo-
volně velkých přirozených č́ısel v jistém smyslu logicky vyplývá i existence nekonečně
velkých přirozených č́ısel.

Závěr. Je nepochybné, že analýza se zabývá nekonečnem ve smyslu velikosti a ma-
losti. Totéž zde lze ř́ıci v́ıce zp̊usoby, jež jsou z logického hlediska naprosto ekvi-
valentńı: limitu lze definovat pomoćı ε-δ formule, abstraktněji pomoćı okoĺı, pouze
pomoćı spočetných posloupnost́ı (Heineho definice) a konečně lze také postulovat
univerzum hyperreálných č́ısel ∗R a pracovat tak s nekonečně velkými a malými č́ısly
výslovně.
Vzdor očekáváńım se NSA nestala mainstreamovým př́ıstupem; snad j́ı, řečeno sou-
časným žargonem, stále scháźı jej́ı ,,killer app“. Svým zp̊usobem vyjadřováńı je jistě
nejbĺıže zp̊usobu, jak analýzu provozujeme intuitivńım či heuristickým zp̊usobem; to
ji však zřejmě nečińı t́ım nejlepš́ım možným kandidátem na rigorózńı teorii. Explicitńı
zavedeńı infinitezimálńıch veličin má ten nepř́ıjemný d̊usledek, že se částečně muśıme
zř́ıci principu indukce i axiomu suprema; tj. právě dvou hlavńıch nástroj̊u, s nimiž
nekonečno obvykle krot́ıme.
Naopak ze strany skalńıch př́ıznivc̊u NSA často vysmı́vaný ε-δ jazyk si zachovává jisté
kouzlo elementárńıho či rukodělného př́ıstupu. Snad neńı náhodou, že se vyvinul s pa-
ralelně s potřebou předložit analýzu mnohem širš́ımu, mj. technicko-př́ırodovědnému
posluchačstvu [2]. V základńıch kurzech analýzy, kde je ćılem postupovat co možná
rychle a přesně – a nikoliv př́ılǐs daleko – z̊ustane snad navždy prvńı volbou; stejně
tak je ale dobré si občas připomenout, že existuj́ı i jiné př́ıstupy.
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