
Série 6

Je-li X normovaný (obecně metrický) prostor, definujeme fraktálńı dimenzi
množiny A ⊂ X jakožto

dX
f (A) = lim sup

ε→0+

lnNX(A, ε)

− ln ε
,

kde NX(A, ε) je nejmenš́ı počet uzavřených kouĺı o poloměru ε se středem v
A, které pokrývaj́ı A.

Př́ıklad 1 Necht’ ÑX(A, ε) je nejmenš́ı počet uzavřených množin o pr̊uměru
nejvýše ε, pokrývaj́ıćıch A.
Ukažte, že fraktálńı dimenze množiny se nezměńı, použijeme-li ÑX(A, ε)
mı́sto NX(A, ε).

Př́ıklad 2 Dokažte základńı vlastnosti fraktálńı dimenze:
(2a) Je-li f : X → Y Hölderovské s exponentem a ∈ (0, 1], pak pro každou
A ⊂ X

dY
f

(

f(A)
)

≤ a−1dX
f (A) .

(2b) Jsou-li A ⊂ X, B ⊂ Y , potom

dX×Y
f (A× B) ≤ dX

f (A) + dY
f (B) .

(Normu v X × Y si zvolte libovolně.)

Př́ıklad 3 Necht’ (S(t), B) je dynamický systém operátor̊u řešeńı Navier-
Stokesových rovnic, kde B je omezená, uzavřená, pozitivně invariantńı pod-
množina prostoru H . Necht’ (L(t), Bℓ) je př́ıslušný dynamický systém ,,tra-
jektoríı“, a máme definována zobrazeńı e : Bℓ → B a b : B → Bℓ, viz
přednáška 14.4. Množinu trajektoríı Bℓ uvažujeme s topologíı

Hℓ = L2(0, ℓ;H) .

(3a) Ukažte, že e, b a L(t) jsou lipschitzovská zobrazeńı.
(3b) Ukažte, že je-li Aℓ globálńı atraktor pro (L(t), Bℓ), pak

A := e(Aℓ)

je globálńı atraktor pro (S(t), B); nav́ıc plat́ı

dH
f (A) = d

Hℓ

f (Aℓ) .



Nápověda:
(3a) jsou-li χ, ψ ∈ Bℓ, pak z lipschitzovskosti operátoru řešeńı

‖χ(ℓ) − ψ(ℓ)‖2

2 ≤ K ‖χ(s) − ψ(s)‖2

2 ;

integrujte v̊uči s ∈ (0, ℓ).


