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1. Pojem míry1.1. Mno¾inové funkce. Nech» X je abstraktní mno¾ina a G � 2X . ZnaèímeR = [�1;+1]:Jakákoli funkce � : G ! Rse nazývá mno¾inová funkce. Mno¾inové funkce se vìt¹inou pou¾ívají k \mìøení" mno¾in. Nìkdy budemepou¾ívat pro mno¾inovou funkci znaèení (G; �), abychom souèasnì uvedli i znak pro její de�nièní obor.1.2. Roz¹íøení a zú¾ení mno¾inové funkce. Nech» X je abstraktní mno¾ina, U , V � 2X , � je mno¾i-nová funkce na U a � je mno¾inová funkce na V . Øíkáme, ¾e � je roz¹íøení �, jestli¾e U � V a �(A) = �(A)pro ka¾dou A 2 U . Naopak, mno¾inovou funkci � v tomto pøípadì nazýváme zú¾ením mno¾inové funkce� z V na U a znaèíme ji �bU .Mìjme tøídu Z mno¾inových funkcí. Mno¾inovou funkci (G; �) budeme nazývat neju¾¹ím prvkem tøídyZ , jestli¾e je zú¾ením v¹ech ostatních prvkù tøídy Z . Neju¾¾í prvek tøídy mno¾inových funkcí nemusíobecnì existovat, ale pokud existuje, je urèen jednoznaènì (to je okam¾itì vidìt z de�nice).1.3. Délka intervalu. Nech» a; b 2 R, a � b. Mno¾inuI 2 �[a; b]; [a; b); (a; b]; (a; b)	nazveme (jednorozmìrným) intervalem a pøiøadíme ji`1(I) = (b� a; a < b;0; a = b(1.1)(druhý pøípad uva¾ujeme zvlá¹», abychom se vyhnuli nepøíjemnostem s rozdílem 1 �1). Index \1"zde znaèí jednorozmìrnost a budeme jej zatím vynechávat. Pøedpis (1.1) de�nuje na systému I v¹echintervalù I � R mno¾inovou funkci, která se nazývá délka intervalu. Jedním z prvních cílù teorie míryje najít vhodné roz¹íøení této mno¾inové funkce.1.4. �-algebra. Nech» X je abstraktní mno¾ina. Systém S podmno¾in X se nazývá �-algebra, jestli¾e(SA-1) ; 2 S,(SA-2) A 2 S =) X nA 2 S,(SA-3) Aj 2 S, j = 1; 2; � � � =) Sj Aj 2 S.Dvojice (X;S) se nazývámìøitelný prostor. Mno¾iny A 2 S se nazývají S-mìøitelné mno¾iny. Nehrozí-li nedorozumìní, budeme mluvit krátce o mìøitelných mno¾inách.1.5. Vlastnosti �-algebry.(a) X 2 S,(b) A; B 2 S =) B nA 2 S,(c) Aj 2 S, j = 1; 2; � � � =) Tj Aj 2 S.1.6. Pøíklady �-algeber.(a) f;; Xg(b) Systém 2X v¹ech podmno¾in mno¾iny X .(c) Borelovské mno¾iny na topologickém prostoru, viz. 1.8.(d) Lebesgueovsky mìøitelné mno¾iny, viz. 1.16, 9.1(e) Systém v¹ech uzavøených (resp. otevøených) podmno¾in topologického prostoru netvoøí obecnì �-algebru, napøíklad proto¾e není splnìn po¾adavek (SA-2)1.7. Generování �-algeber. Je-li F libovolný systém podmno¾in X , potom existuje nejmen¹í �-algeb-ra obsahující F . Tuto �-algebru dostaneme jako prùnik v¹ech �-algeber obsahujících F .1.8. Borelovské mno¾iny. Nech» X je topologický prostor a G je systém v¹ech jeho otevøených podm-no¾in. Potom de�nujeme B(X) jako nejmen¹í �-algebru obsahující G (viz. 1.7).�-algebra B(X) obsahuje kromì otevøených mno¾in té¾ v¹echny uzavøené mno¾iny. VR jsou borelovskév¹echny intervaly, mno¾ina v¹ech racionálních èísel, atd. Pøíklady neborelovských mno¾in se konstruujívelmi tì¾ko.1.9. Míra. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor. Mno¾inová funkce � : S ! [0;1] se nazývá míra, jestli¾esplòuje 2



(Mi-1) �(;) = 0,(Mi-2) jestli¾e Aj 2 S, j = 1; 2; : : : , jsou po dvou disjunktní, potom�([j Aj) =Xj �(Aj):Trojice (X;S; �) se nazývá prostor s mírou.Zdùraznìme, ¾e de�nice míry zahrnuje, ¾e hodnoty jsou nezáporné a de�nièní obor je �-algebra.1.10. Pøíklady mìr.(a) Diracova míra �a: X je libovolná mno¾ina, a 2 X , S = 2X ,�a(A) = (1; a 2 A;0; a =2 A:(b) Poèítací míra X je libovolná mno¾ina, S = 2X . Poèítací míra pøiøadí ka¾dé mno¾inì A � X poèetjejích prvkù. Nekoneèným mno¾inám pøiøadí prostì 1, nerozli¹uje nekoneèné mohutnosti.(c) Lebesgueova míra zobecòuje pojem délky intervalu, obsahu \obrazce" èi objemu \tìlesa", viz. 1.16,9.1.(d) Hausdo�ova míra je druh k-rozmìrné míry v Rn. Zobecòuje pojem délky køivky (k = 1), a povrchuzakøivené plochy (k = 2, n = 3). Podobné vlastnosti má k-rozmìrná míra, kterou zavedeme v 12.9.Viz. té¾ [LM], [DIPP], 12.19.1.11. Terminologie teorie míry. Míra � na mìøitelném prostoru (X;S) se nazývá(a) koneèná, jestli¾e �(X) <1,(b) �-koneèná, jestli¾e existují X1; X2; � � � 2 S tak, ¾e �(Xj) <1 a X = Sj Xj ,(c) pravdìpodobnostní, jestli¾e �(X) = 1,(d) úplná, jestli¾e ka¾dá podmno¾ina mno¾iny míry nula je mìøitelná (a tudí¾ také míry nula).Fráze skoro v¹ude nebo �-skoro v¹ude se pou¾ívá ve spojení s vlastností bodù mno¾iny X . Øekneme-li,¾e taková vlastnost platí skoro v¹ude (nebo ve skoro v¹ech bodech), znamená to, ¾e je splnìna a¾ namno¾inu míry nula, neboli, ¾e existuje mno¾ina N 2 S míry nula tak, ¾e vlastnost je splnìna ve v¹echbodech mno¾iny X n N . Pou¾ívá se zejména pro rovnost a nerovnosti mezi funkcemi a pro bodovoukonvergenci posloupnosti funkcí.1.12. Zúplnìní míry. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou. Potom existuje neju¾¹í roz¹íøení míry (S; �)na úplnou míru. Výsledná míra se nazývá zúplnìním míry � a znaèí (S ; �). Konstruuje se jakoS := fE � X : 9 E0; E00 2 S : E0 � E � E00; �(E00 nE0) = 0g;�(E) := �(E0) (= �(E00)):(Doka¾te jako cvièení !)1.13. Trik zdisjunktnìní. Nech» A1; A2; � � � 2 S. Potom existují po dvou disjunktní E1; E2; � � � 2 Stak, ¾e A1 [ � � � [ Ak = E1 [ � � � [ Ek 8k = 1; 2; : : : :Tuto vlastnost mají E1 = A1; E2 = A2 nA1; E3 = A3 n (A1 [ A2) : : : :1.14. Vlastnosti míry. Nech» Aj 2 S.(a) A1 � A2 =) �(A1) � �(A2).(b) Jestli¾e Aj 2 S, j = 1; 2; : : : , A1 � A2 � : : : , potom�([j Aj) = limj �(Aj):(c) Jestli¾e Aj 2 S, j = 1; 2; : : : , A1 � A2 � : : : , a jestli¾e �(A1) <1, potom�(\j Aj) = limj �(Aj):Dùkaz. (a) je snadné. K dùkazu (b) pou¾ijeme trik zdisjunktnìní 1.13. (c): Pou¾ijeme (b) na AnAj .1.15. Pøíklad. Nech» X = R, S = B(R) a � je Lebesgueova míra (viz. ní¾e). Nech» Aj = [j;1). PotomAj & ;, a pøesto �(Aj)!1. Je to tím, ¾e v 1.14 (c) není splnìn pøedpoklad o koneènosti �(A1).3



1.16. Lebesgueova míra v Rn. Mno¾inu Q � Rn nazveme n-rozmìrným intervalem, jestli¾e existujíjednorozmìrné intervaly I1; : : : ; In � R tak, ¾eQ = I1 � � � � � In:Mno¾inu v¹ech n-rozmìrným intervalù budeme znaèit In. Ka¾dému n-rozmìrnému intervalu Q pøiøadímejeho objem pøedpisem `n(Q) = `1(I1) : : : `1(In);kde `1(I) je jako v 1.3.Lebesgueovu míru v Rn de�nujeme jako neju¾¹í úplnou míru, která ka¾dému intervalu pøiøadí jehoobjem (v jednoroznìrném pøípadì délku, v dvourozmìrném obsah). Budeme ji znaèit (Mn; �n). Mno¾inynále¾ející Mn budeme nazývat lebesgueovsky mìøitelné mno¾iny. Index \n" oznaèující dimenzi budemevìt¹inou vynechávat.Dùkaz, ¾e (In; `n) lze roz¹íøit na úplnou míru a mezi takovými roz¹íøeními opravdu existuje neju¾¹íprvek, není úplnì lehký a odlo¾íme jej na pozdìji (viz. 9.4).1.17. Lebesgueovsky nemìøitelné mno¾iny. Aèkoli Lebesgueova míra je de�nována jako \neju¾¹í",je dostateènì ¹iroká. Existují sice Lebesgueovsky nemìøitelné mno¾iny (viz. napø. [LM]), ale dùkaz jejichexistence není konstruktivní. Filoso�cky vzato, z hlediska výpoètù v aplikacích nemù¾e mít vliv navýsledek, zda nemìøitelné mno¾iny existují nebo ne. Vynechat dùkaz mìøitelnosti mno¾iny, je-li jejímìøitelnost po¾adována, je v¹ak hrubou matematickou chybou.2. Mìøitelné funkce2.1. Znaèení. Je-li X abstraktní mno¾ina a A � X , znaèíme �A charakteristickou funkci mno¾iny A,neboli �A(x) = (1; x 2 A;0; x =2 A:Symbol1mù¾e být u¾it pro +1. NaR zavádíme algebraické operace a nerovnosti pøirozeným zpùsobem.Souèet a+ b má smysl pokud a 2 R nebo b 2 R nebo a a b jsou nekoneèna stejného znaménka. Souèet1+ (�1) smysl nemá. Souèin ab má smysl v¾dy (dùle¾ité !!), ve \sporném pøípadì" zavádíme0 � �1 = 0:(2.1)Podíl a=b má smysl s výjimkou pøípadù a=0 a a �1=�1.Intervaly typu (a; b), [�1; b) a (a;+1] budeme nazývat topologicky otevøené. Øekneme, ¾e mno¾inaG � R je otevøená, jestli¾e ji lze vyjádøit jako sjednocení topologicky otevøených intervalù. Snadnonahlédneme, ¾e ka¾dé takové sjednocení lze upravit na sjednocení spoèetné. Mno¾inu M � R nazvemeve shodì s 1.8 borelovskou, jesli¾e nále¾í do nejmen¹í �-algebry generované otevøenými podmno¾inamiR. Systém v¹ech borelovských podmno¾in R znaèíme B(R).Je-li f : D ! R funkce, de�nujeme f+ = maxff; 0g, f� = maxf�f; 0g. (Maximum èi minimum dvoufunkcí se de�nuje bod po bodu.) Tedyf = f+ � f�; jf j = f+ + f�:Je-li f funkce na D a M � R, znaèímeff 2Mg = fx 2 D : f(x) 2Mg;podobnì zavádíme znaèení jako ff > ag, ff = ag.Symbolem ' � f znaèíme slo¾enou funkci x 7! '(f(x)). Znaèení f�1 pou¾íváme pro inverzní funkcik f .V celé kapitole (s výjimkou zavedení jednoduchých funkcí) budeme uva¾ovat mìøitelný prostor (X;S).2.2. Mìøitelné funkce. Nech» D 2 S. Øekneme, ¾e funkce f : D ! R je S-mìøitelná, jestli¾e proka¾dý interval I � R je ff 2 Ig 2 S. Bude-li z kontextu jasné, v jaké �-algebøe pracujeme, budememluvit prostì o \mìøitelných funkcích".2.3. Pozorování. Nech» D;Dj 2 S.(a) Je-li f mìøitelná na D a D1 � D, pak f je mìøitelná na D1.(b) Je-li funkce f : D ! R S-mìøitelná na D1 a D2 a D = D1 [D2, pak f je mìøitelná na D.2.4. Ovìøování mìøitelnosti. Uva¾ujme D 2 S a funkci f : D ! R. Pøedpokládejme, ¾e víme napø.,¾e 4



(�) Pro v¹echna q 2 Q je ff > qg 2 S.Uká¾eme, ¾e (�) staèí k ovìøení mìøitelnosti funkce f .1. Nech» a <1, najdìme racionální èísla qj & a. Pakff > ag =[j ff > qjg:2. Nech» a > �1, najdìme racionální èísla rj % a. Pakff � ag =\j ff > rjg:3. Nech» b 2 R, pak ff � bg = D n ff > bg; ff < bg = D n ff � bg:4. Nech» a; b 2 R, a � b. Potom ff 2 [a; b]g = ff � ag \ ff � bga podobnì pro ostatní typy intervalù.2.5. Mìøitelnost vzorù borelovských mno¾in. Nech» M � R je borelovská mno¾ina a f je mìøitel-ná funkce na D 2 S. Potom ff 2Mg 2 S.Dùkaz. Systém mno¾in F := fM � R : ff 2 Mg 2 Sg je zøejmì �-algebra obsahující v¹echny topolog-icky otevøené intervaly, a tudí¾ i v¹echny otevøené podmno¾iny R. Jeliko¾ B(R) je nejmen¹í �-algebras takovou vlastností, je nutnì B(R) � F .2.6. Mìøitelnost slo¾ené funkce. Nech» f je mìøitelná funkce na D 2 S a ' je spojitá funkce naotevøené mno¾inì G � R. Potom mno¾ina D0 := ff 2 Gg je mìøitelná a slo¾ená funkce ' � f jemìøitelná na D0.Dùkaz. Je-li a 2 R, potom G\ (a;1] je otevøená podmno¾ina R a tudí¾ podle vìty 2.5 je f� � f > ag =ff 2 G \ (a;1]g mìøitelná mno¾ina. Funkce f je tedy mìøitelná podle 2.4.2.7. Varování. Budeme-li skládat spojitou a mìøitelnou funkci v opaèném poøadí, výsledek nemusí býtmìøitelný. Také není obecnì pravda, ¾e inverzní funkce k mìøitelné funkci by byla mìøitelná funkce.2.8. Operace s mìøitelnými funkcemi. Nech» funkce f; fj jsou mìøitelné funkce na D 2 S. Pak platínásledující:(a) Funkce jf j, f+, f�, f2 jsou mìøitelné na D, 1=f je mìøitelná na ff 6= 0g.(b) Funkce f1 + f2, f1 � f2, f1f2, f1=f2 jsou mìøitelné v¾dy na mno¾inì, kde uèinìná operace dávásmysl podle 2.1.(c) Funkce supj fj , infj fj, lim supj fj , lim infj fj jsou mìøitelné na D.(d) Mno¾ina D0 v¹ech bodù, kde existuje limj fj je mìøitelná a limj fj je mìøitelná na D0.Dùkaz. (a) je dùsledek vìty 2.6.(b): Máme ff + g > ag = [p;q2Qp+q>aff > pg \ fg > qg:Dále fg = 14�(f + g)2 � (f � g)2�:Ostatní je snadné.(c): Je finfj fj > ag =\j ffj > aga odtud odvodíme i zbytek.(d) Máme flim fj existujeg = flim supj fj = lim infj fjg= D n � [p;q2Qflim infj fj < p < q < lim supj fjg�:5



2.9. Jednoduché funkce. Nech» S � 2X je mno¾inový systém (ne nutnì �-algebra). Funkci f naD 2 S nazveme S-jednoduchou, jestli¾e f je lineární kombinace charakteristických funkcí mno¾in z S, tj.existují-li mno¾iny Aj 2 S a �j 2 R, j = 1; : : : ;m, tak, ¾ef = mXj=1 �j�Aj :Pokud bude jasné, jaký mno¾inový systém máme na mysli, budeme mluvit prostì o jednoduchýchfunkcích.2.10. Aproximace jednoduchými funkcemi. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor. Nech» f je nezá-porná mìøitelná funkce na D 2 S. Potom existují nezáporné jednoduché funkce fk % f . Navíc, f lzevyjádøit ve tvaru f = 1Xj=�1 2�j�Ej ;(2.2)kde Ej 2 S.Dùkaz. Polo¾me Pj =[i n �i2�j ; (i+ 1)2�j� : i je liché celéo:Potom f = 1Xj=�1 2�j�Ej ;kde Ej := ff 2 Pjg:Jeliko¾ Pj jsou borelovské, ff 2 Pjg jsou mìøitelné podle vìty 2.5. Jedná se vlastnì o dyadickou expanzif(x); x 2 Ej právì kdy¾ f(x) má na j-tém místì v dyadickém rozvoji jednièku. Jednoduché funkce fkmù¾eme de�novat vzorcem fk = kXj=�k 2�j�Ej :3. Abstraktní Lebesgueùv integrálNech» (X;S; �) je prostor s mírou. V této kapitole zavedeme abstraktní Lebesgueùv integrál z �-mìøitelné funkce.Jednou z motivací pro studium takového integrálu je pojem klasického Lebesgueova integrálu (viz.kapitola 4), který dává pou¾itelnìj¹í teorii ne¾ integrál Newtonùv nebo Riemannùv.Tato motivace v¹ak zdaleka není jediná. Obecné pojetí abstraktního Lebesgueova integrálu na libo-volném prostoru s mírou má mnoho aplikací v analýze, teorii pravdìpodobnosti a v matematice vùbec,v této obecnosti Riemannova i Newtonova metoda nenabízejí ani èásteèné øe¹ení problému.3.1. Dìlení. Koneèný soubor mno¾in fA1; : : : ; Amg � S nazveme dìlením mno¾iny D 2 S, jestli¾emno¾iny Aj jsou po dvou disjunktní a m[j=1Aj = D:3.2. Charakteristika jednoduchých funkcí. Nech» f je nezáporná mìøitelná funkce na D. Pak jeekvivalentní(i) f je jednoduchá,(ii) f nabývá jen koneènì mnoha hodnot,(iii) existuje dìlení fAjgmj=1 mno¾iny D a nezáporná èísla �j , j = 1; : : : ;m tak, ¾ef =Xj �j�Aj :Dùkaz. Implikace (i) =) (ii) a (iii) =) (i) jsou zøejmé. Pro (ii) =) (iii), nech» �1; : : : ; �m jsou hodnoty,kterých nabývá funkce f a polo¾me Aj = ff = �jg.6



3.3. Konstrukce integrálu. Nech» f je mìøitelná funkce naD 2 S (s hodnotami vR). Integrál RD f d�vybudujeme ve dvou krocích.1. Je-li f nezáporná mìøitelná funkce, de�nujemeZD f d� = supn mXj=1 �j�(Aj) : fAjg je dìlení D;0 � �j � f na Aj ; j = 1; : : : ;mo:(3.1)Souèty vyskytující se v (3.1) nazýváme dolními souèty k funkci f . Integrál z nezáporné mìøitelné funkceje de�nován v¾dy, mù¾e ov¹em nabývat nekoneèné hodnoty.2. V obecném pøípadì, kdy f je mìøitelná funkce na D, de�nujemeZD f d� = ZD f+ d�� ZD f� d�;(3.2)pokud rozdíl v (3.2) má smysl. PokudZD f+ d� = ZD f� d� =1;zùstává integrál funkce f nede�nován.3. Je-li f mìøitelná funkce na D0 � D a �(D nD0) = 0, je úèelné de�novatZD f d� = ZD0 f d�:Výsledek samozøejmì v tom pøípadì nezávisí na volbì D0.V nìkterých pøípadech je úèelné pou¾ívat podrobnìj¹í zápisZD f(x) d�(x) pro ZD f d�:Je-li integrál RD f d� de�nován, øíkáme té¾, ¾e má smysl , nebo ¾e funkce f má integrál . Je-li navíctento integrál koneèné èíslo, øíkáme, ¾e RD f d� konverguje nebo ¾e f je integrovatelná.3.4. Rùzné vlastnosti Lebesgueova integrálu. Nech» D 2 S a f; g jsou mìøitelné funkce na D.(a) Je-li f � 0, D1, D2 2 S a D1 � D2 � D, pakZD1 f d� � ZD2 f d�:(b) Jestli¾e D1, D2 2 S, D1 \D2 = ; a D1 [D2 = D, pakZD f d� = ZD1 f d�+ ZD2 f d�:(c) Je-li RD jf j d� <1, pak jf j <1 skoro v¹ude.(d) Je-li RD jf j d� = 0, pak f = 0 skoro v¹ude.(e) (monotonie) Jestli¾e f , g mají integrál a f � g skoro v¹ude, pakZD f d� � ZD g d�:(f) Je-li RD g d� <1 a jf j � g skoro v¹ude, pak f je integrovatelná.Dùkaz. (a), (b), (c) jsou snadné. (d): Jestli¾e mno¾iny Ej := fjf j > 2�jg mají míru nula, pak f = 0skoro v¹ude. Pokud jedna z nich má kladnou míru, pak 2�j�(Ej) je dolní souèet k jf j a tudí¾ integráljf j je kladný. (e): Tvrzení je snadné, pokud 0 � f � g na D. V obecném pøípadì se dùkaz provederozdìlením na mno¾iny ff � 0 � gg, ff � g < 0g, f0 < f � gg, fg < fg a diskusí. (f) plyne z (e) ade�nice integrálu.3.5. Lemma o monotonii. Nech» D 2 S. Nech» fAjgnj=1, fBigmi=1 jsou dìlení D a�1; : : : ; �n: �1; : : : ; �mjsou nezáporná reálná èísla. Jestli¾e mXi=1 �i�Bi � nXj=1 �j�Aj ;7



potom mXi=1 �i�(Bi) � nXj=1 �j�(Aj):(3.3)Dùkaz. Je-li Aj \Bi 6= ;, potom z pøedpokladù plyne �i � �j a tudí¾�i�(Aj \ Bi) � �j�(Aj \Bi):(3.4)Pokud Aj \ Bi = ;, pak �(Aj \ Bi) = 0 a zase dostáváme (3.4). Seètením pøes i, j a zámìnou poøadísumace dostáváme mXi=1 nXj=1 �i�(Aj \ Bi) � nXj=1 mXi=1 �j�(Aj \ Bi):(3.5)Jeliko¾ nXj=1 �(Aj \Bi) = �(Bi); mXi=1 �(Aj \ Bi) = �(Aj);z (3.5) dostáváme (3.4).3.6. Integrál jednoduché funkce. Nech» D 2 S. Nech» fAjgnj=1, fBigmi=1 je dìlení D a �1; : : : ; �njsou nezáporná reálná èísla. PotomZD� nXj=1 �j�Aj� d� = nXj=1 �j�(Aj):Dùkaz. Oznaème f = nXj=1 �j�Aj :Je-li mXi=1 �i�(Bi)dolní souèet k f , podle lemmatu 3.5 dostávámemXi=1 �i�(Bi) � nXj=1 �j�(Aj)a pøechod k supremu pøes v¹echny dolní souèty dáváZD f d� � nXj=1 �j�(Aj):Jeliko¾ nXj=1 �j�(Aj)je té¾ dolní souèet k f , máme i obrácenou nerovnost.3.7. Dùsledek. Je-li f nezáporná mìøitelná funkce na S, potomZD f = supnZD s : 0 � s � f; s je jednoduchá.o3.8. Leviho vìta. Nech» ffjg je posloupnost mìøitelných funkcí na D 2 S, 0 � f1 � f2 � : : : , af = lim fj. Potom ZD f d� = limj ZD fj d�:(3.6) 8



Dùkaz. Nech» nXj=1 �j�(Aj)je dolní souèet k f . Oznaème s = nXj=1 �j�Aj ;zvolme � > 1 a polo¾me Ek = f�fk � sg:Snadno ovìøíme, ¾e Sk Ek = D. Podle 1.14 (b),�(Aj) = limk �(Aj \Ek);tedy (zámìna limity a koneèné sumy není ¾ádný problém)nXj=1 �j�(Aj) = limk nXj=1 �j�(Aj \Ek):(3.7)Ka¾dý souèet nXj=1 �j�(Aj \ Ek)je dolní souèet k �fk, tedy limitu na pravé stranì (3.7) mù¾eme shora odhadnout limitoulimk ZD �fk d�:Tedy nXj=1 �j�(Aj) � limk � ZD fk d�:Pøechodem k supremu pøes v¹echny dolní souèty k f dostávámeZD f d� � � limk ZEk f d�a pøechodem pro � & 1 máme ZD f d� � limk ZEk f d�:Opaèná nerovnost je zøejmá.3.9. Spojitost integrálu. Nech» D, Ek 2 S, E1 � E2 � : : : , Sk Ek = D. Nech» f je nezápornámìøitelná funkce na D. Potom ZD f = limk ZEk f:Dùkaz. Staèí aplikovat Leviho vìtu na fk = f�Ek .3.10. Linearita integrálu. (a) Nech» f , g jsou mìøitelné funkce na D 2 S, buï nezáporné nebo inte-grovatelné. Potom ZD(f + g) d� = ZD f d�+ ZD g d�:(b) Nech» f je mìøitelná funkce na D 2 S a 
 2 R. Pokud f má integrál, pakZD 
f d� = 
 ZD f d�:Dùkaz. Tvrzení (b) je zøejmé.(a): Nejprve pøedpokládejme, ¾e funkce f a g jsou nezáporné a jednoduché. Podle vìty 3.2 najdemevyjádøení f = nXj=1 �j�Aj ; g = mXi=1 �i�Bi ;9



kde fAjgnj=1, fBigmi=1 jsou dìlení D a �1; : : : ; �n, �1; : : : ; �m jsou nezáporná reálná èísla. Potom takéfAj \ Bi : i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; ng je dìlení D af + g = mXi=1 nXj=1(�j + �i)�Aj\Bi :Podle vìty 3.6 ZD f d� = nXj=1 �j�(Aj);ZD g d� = mXi=1 �i�(Bi)a ZD(f + g) d� = mXi=1 nXj=1(�j + �i)�(Aj \ Bi):Máme ZD(f + g) d� = mXi=1 nXj=1(�j + �i)�(Aj \Bi)= nXj=1 mXi=1 �j�(Aj \ Bi) + mXi=1 nXj=1 �i�(Aj \ Bi)= nXj=1 �j�(Aj) + mXi=1 �i�(Bi):Tím je dùkaz proveden pro jednoduché funkce.Nech» f a g jsou nezáporné mìøitelné funkce. Podle vìty 2.10 existují nezáporné jednoduché funkcefj % f , gj % g. Pak také (fj + gj)% (f + g). Podle pøedchozí èásti dùkazuZD(fj + gj)� = ZD fj �+ ZD gj �a na obou stranách rovnosti pou¾ijeme Leviho vìtu k limitnímu pøechodu. To nám dá dùkaz pro nezápornémìøitelné funkce. V pøípadì, ¾e f a g jsou integrovatelné funkce na D, buïD0 = fjf j+ jgj <1g:Potom D0 2 S, D0 � D a �(D nD0) = 0. Na D0 platí(f + g)+ + f� + g� = (f + g)� + f+ + g+:Podle pøedchozího kroku mámeZD(f + g)+ d�+ ZD f� d�+ ZD g� d� = ZD[(f + g)+ + f� + g�] d�= ZD [(f + g)� + f+ + g+] d�= ZD(f + g)� d�+ ZD f+ d�+ ZD g+ d�:Vhodným pøeskupením sèítancù dostanemeZD(f + g)+ d�� ZD(f + g)� d� = ZD f+ d�� ZD f� d�+ ZD g+ d�� ZD g� d�;co¾ je dokazovaný vzorec. Tvrzení (b) je zøejmé. 10



4. Lebesgueùv integrál na pøímceIntegrál podle Lebesgueovy míry � budeme nazývat (klasickým) Lebesgueovým integrálem. V tétokapitole doká¾eme, ¾e pro ka¾dou spojitou funkci f na intervalu [a; b] splýváZ[a;b] f d�s Newtonovým integrálem funkce f pøes [a; b]. Pro klasický Lebesgueùv integrál funkce f pøes interval(a; b) budeme té¾ pou¾ívat tradièní znaèení Z ba f(x) dx:Pou¾ívání klasického Lebesgueova integrálu je mnohem výhodnìj¹í ne¾ pou¾ívání Riemannova èi New-tonova integrálu, nebo» vede k \úplnìj¹í" tøídì integrovatelných funkcí.Lze dokázat, ¾e ka¾dá Riemannovsky integrovatelná funkce je Lebesgueovsky integrovatelná a Lebes-gueùv integrál v tomto pøípadì splývá s Riemannovým. Opaèná inkluze neplatí, lebesgueovsky inte-grovatelných funkcí je víc.Lebesgueùv integrál nepokrývá tzv. neabsolutnì konvergentní integrály, napø.Z 10 sinxx dx;které v jednoduchých pøípadech zachycuje Newtonùv integrál. Pro studium neabsolutnì konvergent-ních integrálù se hodí pojem Perronova nebo Kurzweilova integrálu. Neabsolutnì konvergentní integrályvyu¾ívají eukleidovskou strukturu a nemají rozumný protìj¹ek na obecných prostorech s mírou.4.1. Neurèitý Lebesgueùv integrál. Nech» f je spojitá funkce na intervalu (a0; b0) a F je primitivnífunkce k f . Potom Z ba f(x) dx = F (b)� F (a)pro ka¾dý interval [a; b] � (a0; b0).Dùkaz. Zvolme libovolnì c 2 (a0; a) a polo¾meG(�) = Z �c f(x) dx; � 2 (c; b0):Snadno ovìøíme, ¾e G0 = f na (c; b0). G a F jsou tedy primitivní funkce k f na (c; b0), a tudí¾ se li¹í jeno additivní konstantu. Proto Z ba f(x) dx = G(b)�G(a) = F (b)� F (a):4.2. Kritérium konvergence Lebesgueova integrálu. Nech» f je spojitá funkce na intervalu (a; b).Nech» F je primitivní funkce k f a G je primitivní funkce k jf j. Pøípadné jednostranné limity funkce Fv krajních bodech intervalu (a; b) znaèímeF (a+) = limx!a+F (x); F (b�) = limx!b�F (x):(a) Jestli¾e funkce G je omezená, potom konverguje i R ba f(x) dx a platíZ ba f(x) dx = F (b�)� F (a+):(4.1)(b) Jestli¾e funkce G je neomezená, potom Lebesgueùv integrál R ba f(x) dx diverguje.Dùkaz. (a) Zvolme c 2 (a; b) a najdìme intervaly [aj ; bj ] tak, ¾e a < aj < c < bj < b, aj & a, bj % b.Podle vìt 4.1 a 3.9 je Z bc jf(x)j dx = limj Z bjc jf(x)j dx = limj (G(bj)�G(c)) <1:11



Tedy podle vìty 3.4 (f) integrál f pøes (c; b) konverguje a pro x 2 (c; b) máme s pomocí vìty 4.1jF (x)� F (c)� Z bc f(x) dxj = j Z bx f(x) dxj � Z bx jf(x)j dx:Jeliko¾ podle 3.9 je lim Z bx jf(x)j dx = 0;máme F (b�) = limx!b�F (x) = F (c) + Z bc f(x) dx:Podobnì F (a+) = F (c)� Z ac f(x) dx:Odeètením dostaneme (4.1).(b) Nech» F je primitivní funkce k f , G je primitivní funkce k jf j. Potom funkce G je neklesající,nebo» jf j � 0. Podobnì jako v pøípadì (a) uká¾eme za pomoci vìt 4.1 a 3.9, ¾eZ ba jf(x)j dx = limj Z bjaj jf(x)j dx = limj (G(bj)�G(aj)) =1:Tedy podle vìty 3.4 (f) Lebesgueùv integrál funkce f pøes (a; b) diverguje.5. Zámìna limity a integráluVzorec ZD limj fj = limj ZD fjplatí pro Lebesgueùv integrál za znaènì obecných pøedpokladù. Na druhé stranì je snadné sestrojitprotipøíklady (napø. pro klasický Lebesgueùv integrál fj(x) = j2e�jx, D = (0;1)), a tudí¾ je zapotøebítyto pøedpoklady hlídat.V dal¹ím budeme uva¾ovat prostor s mírou (X;S; �).5.1. Fatouovo lemma. Nech» D 2 S a ffjg je posloupnost nezáporných mìøitelných funkcí na D.Potom ZD lim infj fj d� � lim infj ZD fj d�:(5.1)Dùkaz. Pro k = 1; 2; : : : máme ZD infj�k fj d� � infj�k ZD fj d�Limitní pøechod pro k !1 s pou¾itím Leviho vìty na posloupnost finfj�k fjgk dává (5.1).5.2. Lebesgueova vìta. Nech» D 2 S a f , fj , j = 1; 2; : : : , jsou mìøitelné funkce na D. Nech» posloup-nost ffjg konverguje skoro v¹ude k f . Nech» existuje integrovatelná funkce g (takzvaná majoranta) tak,¾e jfj(x)j � g(x); j = 1; 2; : : : ; x 2 D:(5.2)Potom ZD f = limj ZD fj :(5.3)Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e uva¾ované funkce jsou koneèné a konvergence nastává v¹ude, jinakbychom z D odstranili mno¾inu míry nula. Pou¾ijeme additivitu integrálu a Fatouovo lemma na funkceg + fj , g � fj . Dostaneme ZD f � lim infj ZD fj � lim supj ZD fj � ZD f;co¾ je (5.3). 12



5.3. Lebesgueova vìta pro øady. Nech» D 2 S a gj, j = 1; 2; : : : , jsou mìøitelné funkce na D. Nech»øada Pj gj konverguje skoro v¹ude. Nech» existuje integrovatelná funkce g (takzvaná majoranta) tak, ¾e��� kXj=1 gj(x)��� � g(x); k = 1; 2; : : : ; x 2 D:(5.4)Potom ZDXj gj d� =Xj ZD gj d�:(5.5)Dùkaz. Staèí pou¾ít additivitu integrálu a Lebesgueovu vìtu na èásteèné souèty.Pøedpoklad (5.4) se tì¾ko ovìøuje, proto¾e málokdy umíme spoèítat èásteèné souèty øady. Výjimkutvoøí geometrické øady, ale i tam jsou jednodu¹¹í cesty k cíli. Následující vìta obsahuje praktická kritériapro zámìnu øady a integrálu.5.4. Zámìna øady a integrálu. Nech» D 2 S a gj , j = 1; 2; : : : jsou mìøitelné funkce na D. Pøedpok-ládejme, ¾e je splnìna aspoò jedna z následujících podmínek:(a) gj � 0 (Leviho vìta pro øady),(b) Pj RD jgj j d� <1,(c) RDPj jgj j d� <1,(d) gj = (�1)jhj , h1 � h2 � h3 � � � � � 0, hj ! 0, h1 je integrovatelná (alternující øada).Potom øada Pj gj konverguje skoro v¹ude a platí vzorecZDXj gj d� =Xj ZD gj d�;Dùkaz. (a) získáme pou¾itím Leviho vìty na èásteèné souèty. Pou¾ijeme-li (a) na jgj j, zjistíme, ¾e pod-mínky (b) a (c) jsou ekvivalentní. Pøedpokládejme tedy (b) nebo (c). Funkce g := Pj jgj j je inte-grovatelná, a tudí¾ podle vìty 3.4 koneèná skoro v¹ude. V bodech x, kde je g(x) koneèná, konvergujeøadaPj gj(x), nebo» konverguje absolutnì. Mù¾eme tedy pou¾ít Lebesgueovu vìtu 5.3 s majorantou g.V pøípadì (d) øada Pj gj konverguje podle Leibnitzova kritéria a èásteèné souèty mají majorantu h1,tudí¾ mù¾eme provést zámìnu podle Lebesgueovy vìty 5.3.5.5. Varování. V¹imnìte si dobøe poøadí operátorù P; R ; j : : : j v podmínkách 5.4 (b), (c) ! Jen velmislabý student se mù¾e radovat, kdy¾ ovìøí tøebaZD���Xj gj d���� <1:6. Integrál závislý na parametruV této kapitole uva¾ujeme prostor s mírou (X;S; �) a D 2 S. Cílem je studovat chování funkceF (t) := ZD f(t; x) d�(x);kde t je dal¹í promìnná (\parametr"). Je-li f funkce dvou promìnných t a x, zavedeme funkce f(�; x)promìnné t a f(t; �) promìnné x pøedpisemf(t; �) : x 7! f(t; x);f(�; x) : t 7! f(t; x):6.1. Spojitost integrálu závislého na parametru. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, D 2 S a Pje metrický prostor. Buï a 2 P a U okolí bodu a v P . Nech» funkce f : U � D ! R má následujícívlastnosti:(Sp-1) Pro v¹echna x 2 D je funkce f(:; x) spojitá v a,(Sp-2) pro v¹echna t 2 U je funkce f(t; :) mìøitelná,(Sp-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, ¾e pro v¹echna t 2 U a x 2 D je jf(t; x)j � g(x).13



Potom pro v¹echna t 2 U je f(t; :) integrovatelná a funkceF : t 7! ZD f(t; x) d�(x)je spojitá v bodì a.Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e v metrických prostorech lze pou¾ít ekvivalentní tzv. Heineovu de�nici limity:K dùkazu tvrzení limt!a ZD f(t; :) d� = ZD f(a; :) d�staèí ovìøit, ¾e pro ka¾dou posloupnost tj ! a bodù mno¾iny U platílimj ZD f(tj ; :) d� = ZD f(a; :) d� :To je v¹ak zøejmé z Lebesgueovy vìty 5.2.6.2. Limita integrálu závislého na parametru I. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, D 2 S a(a; b) � R je interval. Nech» funkce f : (a; b)�D ! R má následující vlastnosti:(Li-1) Pro skoro v¹echna x 2 D existuje limt!a+ f(t; x):(Li-2) Pro v¹echna t 2 (a; b) je funkce f(t; :) mìøitelná,(Li-3) Existuje integrovatelná funkce g na D tak, ¾e pro v¹echna t 2 U a x 2 D je jf(t; x)j � g(x).Potom ZD limt!a+ f(x; t) dt = limt!a+ ZD f(x; t) dt;(6.1)speciálnì výrazy vyskytující se v (6.1) mají smysl.Dùkaz. Dùkaz je prakticky stejný jako u vìty 6.1.6.3. Limita integrálu závislého na parametru II. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, D 2 S a(a; b) � R je interval. Nech» funkce f : (a; b)�D ! R má následující vlastnosti:(Li-1) Pro skoro v¹echna x 2 D existuje limt!a+ f(t; x)(vlastní èi nevlastní).(Li-2) Pro v¹echna t 2 (a; b) je funkce f(t; :) mìøitelná,(Li-4) Funkce f je nezáporná a ZD limt!a+ f(x; t) dt =1:Potom limt!a+ ZD f(x; t) dt =1:Dùkaz. Dùkaz probíhá jako u vìty 6.2, pouze místo Lebesgueovy vìty pou¾ijeme Fatouovo lemma.6.4. Derivace integrálu závislého na parametru. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou a I � R jeotevøený interval. Nech» funkce f : I �D ! R má následující vlastnosti:(De-1) Pro v¹echna x 2 D je funkce f(:; x) diferencovatelná na I,(De-2) pro v¹echna t 2 I je funkce f(t; :) mìøitelná,(De-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, ¾e pro v¹echna t 2 I a x 2 D je��@f@t (t; x)�� � g(x);(De-4) existuje t0 2 I tak, ¾e f(t0; :) je integrovatelná na D.14



Potom pro v¹echna t 2 I je f(t; :) integrovatelná na D, funkceF : t 7! ZD f(t; x) d�(x)je diferencovatelná na I a platí vzorec F 0(t) = ZD @f@t (t; x) d�(x) :Dùkaz. Nech» a; b 2 I , b 6= a. Podle vìty o støední hodnotì pro ka¾dé x 2 D existuje � mezi a a b tak, ¾e���f(b; x)� f(a; x)b� a ��� = ���@f@t (�; x)��� � g(x):Odtud pro a = t0 plyne, ¾e funkce x 7! f(b; x)� f(a; x)b� aje integrovatelná, tudí¾ i funkce f(b; :) je integrovatelná. Zvolme znovu a 2 I . Uva¾ujme funkcih(t; x) =8<:f(t; x)� f(a; x)t� a ; t 6= a;@f@t (a; x); t = a:Z pøedpokladù a vý¹e dokázaného je jasné, ¾e funkce h(t; x) splòuje pøedpoklady vìty 6.1 pro spojitostv bodì a (s majorantou g), tedyF 0(a) = limt!a RD f(t; x) d�(x) � RD f(a; x) d�(x)t� a= limt!a ZD f(t; x)� f(a; x)t� a d�(x) = ZD @f@t (a; x) d�(x) :Tím je vìta dokázána.6.5. Pøíklad. Uva¾ujme funkci F (t) = Z 10 1� cosxx2 e�tx dx:Potom F je spojitá na [0;1) (majoranta x�2(1� cosx)) a pro t 2 (0;1) jeF 0(t) = � Z 10 1� cosxx e�tx dx;F 00(t) = Z 10 (1� cosx) e�tx dx:Zde ji¾ nemù¾eme najít majorantu najednou pro t 2 (0;1), poslou¾íx 7! 1� cosxx e�ax;x 7! (1� cosx) e�axpro t 2 (a;1). Jeliko¾ pro p > 0, q 2 R jeZ 10 e�px cos qx dx = Re Z 10 e�px�iqx dx = �Rehe�px�iqxp+ iq i1x=0 = Re 1p+ iq= pp2 + q2 ;máme F 00(t) = tt2 � tt2 + 1 = 1t(t2 + 1) :Jeliko¾ limt!1F (t) = limt!1F 0(t) = 0;snadno ovìøíme F 0(t) = ln�1 + 1t2�; t 2 (0;1);F (t) = �2 � arctg t� 12 t ln�1 + 1t2�; t 2 [0;1):15



Speciálnì dostáváme Z 10 1� cosxx2 dx = F (0) = �2 :(6.2)Buï G(a) = Z a0 sinxx dx:Potom integrováním per partes dostanemeG(a) = 1� cosaa + Z a0 1� cosxx2 dx:Limitní pøechod s vyu¾itím (6.2) dáválima!1 Z a0 sinxx dx = lima!1G(a) = �2 :7. Prostory Lp7.1. Lp-normy. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou. De�nujeme �(X) jako mno¾inu v¹ech S-mìøitelnýchfunkcí u s de�nièním oborem Du 2 S, skoro v¹ude de�novaných (tj. �(X n Du) = 0)) a skoro v¹udekoneèných.Jsou-li u; v 2 �(X), pak souèet u(x) + v(x) má smysl skoro v¹ude na X , tedy u+ v 2 �(X).Na �(X) zavedeme ekvivalenci u � v jestli¾e u = v skoro v¹ude.Je-li u 2 �(X) a 1 � p <1, de�nujemekukp := �ZX jujp d��1=p:Dále de�nujeme kuk1 := infnC � 0 : juj � C skoro v¹udeo:7.2. Youngova nerovnost. Jsou-li a; b � 0, p; q 2 (1;1), pq = p+ q, pakab � app + bqq :Dùkaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je dùkaz triviální. Jinak z konkavity logaritmu dostáváme, ¾eln(app + bqq ) � 1p ln(ap) + 1q ln(bq) = ln(ab):7.3. Hölderova nerovnost. Jsou-li u; v 2 �(X), p; q 2 (1;1), pq = p+ q, pakkuvk1 � kukpkvkq:Rovnost nastává, právì kdy¾ existují a; b 2 [0;1) (aspoò jedno z nich nenulové) tak, ¾e ajujp = bjvjqskoro v¹ude.Dùkaz. Oznaème s = kukp; t = kvkq:Mù¾eme pøedpokládat, ¾e funkce u; v jsou nezáporné a ¾e 0 < s <1, 0 < t <1. Potom pro skoro ka¾déx 2 X máme z Youngovy nerovnosti u(x)s v(x)t � u(x)ppsp + v(x)qqtq :Zintegrováním podle x dostaneme 1st ZX uv d� � 1p + 1q = 1:Tvrzení o rovnosti dostaneme analýzou dùkazu.7.4. Minkowského nerovnost. Jsou-li u; v 2 �(X), p 2 (1;1), pakku+ vkp � kukp + kvkp:16



Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e 0 < kukp <1, 0 < kvkp <1. Pro skoro ka¾dé x 2 X mámeju(x)j � �ju(x)jp + jv(x)jp�1=p;jv(x)j � �ju(x)jp + jv(x)jp�1=p;tedy po seètení a umocnìní na pju(x) + v(x)jp � �ju(x)j+ jv(x)j�p � 2p(ju(x)jp + jv(x)jp);tak¾e ku+ vkp <1. S pomocí Hölderovy nerovnosti, kde de�nujeme q = pp�1 , dostanemeZX ju+ vjp d� � ZX ju+ vjp�1juj d�+ ZX ju+ vjp�1jvj d�� �ZX ju+ vjp d��1=q�ZX jujp d��1=q+ �ZX ju+ vjp d��1=q�ZX jvjp d��1=q :(7.1)Jeliko¾ 0 < �ZX ju+ vjp d��1=q <1;mù¾eme tímto výrazem vydìlit obì strany nerovnosti (7.1) a dostaneme po¾adovaný výsledek.7.5. Zavedení Lebesgueových prostorù. Nech» 1 � p � 1. Prostor Lp(X;S; �), krátce Lp(X) neboLp(�), de�nujeme jako mno¾inu v¹ech u 2 �(X), pro nì¾kukp <1:Na prostoru Lp(X) budeme uva¾ovat dvì rovnosti. Jedna bude \obyèejná" rovnost funkcí, druhá rovnostskoro v¹ude, neboli ekvivalence �. V druhém pøípadì prvky prostoru formálnì vzato nejsou funkce,ale tøídy sobì ekvivalentních funkcí. Lineární operace a norma nezávisí na volbì reprezentanta tøídyekvivalence.Prostor Lp(X) vybavený rovností �, lineární strukturou a normou je normovaný lineární prostor.Vskutku: jediné co není zøejmé nebo aspoò velmi snadné, je trojúhelníková nerovnost pro 1 < p < 1,ale to je Minkowského nerovnost. Zdùraznìme, ¾e mezi po¾adované vlastnosti v de�nici normy patøíkuk = 0 =) u je nulový prvek prostoru;co¾ je umo¾nìno tím, ¾e namísto rovnosti = uva¾ujeme rovnost �.7.6. Úplnost prostorù Lp. Nech» ffjg je posloupnost prvkù Lp(X), cauchyovská v normì k : : : kp. Pakexistuje f 2 Lp(X) tak, ¾e kfj � fkp ! 0. Dále existuje posloupnost fgjg vybraná z ffjg tak, ¾e gj ! f�-skoro v¹ude.Dùkaz. Dùkaz provedeme pro p < 1; pøípad p = 1 je odli¹ný a snadnìj¹í. Jeliko¾ ffjg je cauchyovskáposloupnost, lze z ní vybrat posloupnost gj tak, ¾e pro v¹echna j = 1; 2; : : : platíkgj+1 � gjk < 2�j :(7.2)Polo¾me hk = jg1j+ jg2 � g1j+ � � �+ jgk � gk�1j;h = limk!1 hkZ trojúhelníkové nerovnosti pro Lp-normu a (7.2) dostanemekhkkp � kg1kp + kXj=1 kgj+1 � gjkp � kg1kp + 1:Podle Leviho vìty 3.8 a pøedchozího odhadu jeZX hp d� = limk ZX hpk d� = limk khkkpp � (kg1kp + 1)p17



Funkce hp je tedy integrovatelná a tím spí¹ skoro v¹ude koneèná (viz. 3.4 (c)). Uva¾ujme bod x, v nìm¾h(x) <1. Potom øada g1 + 1Xj=1�gj+1(x)� gj(x)�konverguje, nebo» konverguje øada absolutních hodnot. Tím jsme dokázali existenci limityf(x) := limj!1 gj(x)v ka¾dém takovém bodì x. Lebesguova vìta 5.2 s majorantou hp dáválimj!1 ZX jf � gj jp d� = ZX limj!1 jf � gj jp d� = 0:Znovu pou¾ijeme, ¾e ffjg je cauchyovská posloupnost, a dostávámekf � fjkp � kf � gjkp + kgj � fjkp ! 0:Tvrzení o konvergenci skoro v¹ude jsme dokázali v prùbìhu.7.7. Hustota jednoduchých funkcí I. Jednoduché Lp-funkce jsou husté v Lp(X), 1 � p <1.Dùkaz. Nech» f 2 Lp(X). Chceme najít posloupnost ffjg jednoduchých funkcí tak, aby kfj � fkp ! 0.Mù¾eme pøedpokládat, ¾e f � 0. Podle vìty 2.10 existují jednoduché funkce fj � 0 tak, ¾e fj % f .Z Lebesgueovy vìty 5.2 (majoranta jf jp) dostanemeZX jfj � f jp dx! 0:8. Konstrukce mìrV této kapitole uvedeme obecné schéma pou¾ívané ke konstrukci mìr. Motivem jsou aplikace nakonstrukce mìr v analýze, zvlá¹tì Lebesgueovy míry, a aplikace v teorii pravdìpodobnosti.8.1. Vnìj¹í míra. Vnìj¹í mírou na mno¾inì X rozumíme mno¾inovou funkci 
 : 2X ! [0;1] (tedyde�novanou na v¹ech podmno¾inách X) splòující následující po¾adavky:(VM-1) 
(;) = 0,(VM-2) A � B =) 
(A) � 
(B),(VM-3) 
(SAj) �P 
(Aj) (�-subadditivita).S vnìj¹ími mìrami se budeme setkávat pøedev¹ím jako s mezistupnìm pøi konstrukci míry.8.2. Z výchozí mno¾inové funkce k vnìj¹í míøe. Nech» G � 2X a � : G ! [0;1] je mno¾inováfunkce na X splòující ; 2 G; �(;) = 0:(8.1)Podmínce (8.1) budeme øíkat poèáteèní podmínka. Pro A � X polo¾me��(A) = inff 1Xj=1 �(Gj ) : Gj 2 G; 1[j=1Gj � Ag(uvìdomte si, ¾e inf ; = +1). Ka¾dý souèet 1Xj=1 �(Gj);kde Gj 2 G; 1[j=1Gj � A;nazveme horním souètem k ��(A). U¾iteènost konstrukce dokládá následující vìta.8.3. Vìta o ��. Nech» G, � a �� jsou jako v 8.2. Potom �� je vnìj¹í míra.18



Dùkaz. (VM-1) a (VM-2) jsou zøejmé. (VM-3): Chceme-li dokázat��( 1[j=1Aj) � 1Xj=1 ��(Aj);zøejmì se staèí omezit na pøípad, kdy na pravé stranì máme koneèné èíslo. Volme " > 0 a naleznìmeGij 2 G, i; j = 1; 2; : : : , tak, aby1[i=1Gij � Aj a 1Xi=1 �(Gij ) < ��(Aj) + 2�j" :Potom 1[j;i=1Gij � 1[j=1Aj a 1Xj;i=1 �(Gij) � 1Xj=1 ��(Aj) + ":Tedy ��( 1[j=1Aj) � 1Xj=1 ��(Aj) + ":8.4. 
-mìøitelné mno¾iny. Nech» 
 je abstraktní vnìj¹í míra na X . Mno¾inu M � X nazveme 
-mìøitelnou (podle Carathéodoryho), jestli¾e pro ka¾dou \testovací" mno¾inu T � X platí
(T ) = 
(T \M) + 
(T nM)Systém v¹ech (carathéodoryovsky) mìøitelných mno¾in znaèíme M(
) a mno¾inovou funkci 
bM(
)znaèíme 
�.K dùkazu 
-mìøitelnosti mno¾iny M staèí ovìøit pouze nerovnost
(T ) � 
(T \M) + 
(T nM) ;a to je¹tì samozøejmì jen v pøípadech, kdy 
(T ) < +1.8.5. Carathéodoryova vìta. Nech» 
 je abstraktní vnìj¹í míra na X. Pak systémM(
) tvoøí �-algebrua 
� je úplná míra.Dùkaz. Ihned je vidìt, ¾e ; ; X 2 M(
), a jestli¾e M 2 M(
), potom i X n M 2 M(
). Buïte A,B 2M(
), chceme ukázat, ¾e i A[B 2M(
). Volme tedy testovací mno¾inu T � X . Pou¾ijeme postupnìT pro testování mìøitelnosti A a T \ A, T n A pro testování mìøitelnosti B. Dostaneme (symbolem M cbudeme znaèit X nM) 
(T ) = 
(T \ A) + 
(T \ Ac);
(T \ A) = 
(T \ A \ B) + 
(T \ A \ Bc);
(T \ Ac) = 
(T \ Ac \B) + 
(T \Ac \ Bc);tak¾e (pou¾ijeme také subadditivitu 
)
(T ) = 
(T \ A \B) + 
(T \ A \ Bc) + 
(T \ Ac \ B) + 
(T \Ac \ Bc)� 
(T \ (A [ B)) + 
(T \ (A [ B)c):Mìjme nyní posloupnost fEjg po dvou disjunktních 
-mìøitelných mno¾in. Indukcí dostaneme z pøed-chozího, ¾e pro ka¾dé m = 1; 2; : : : a pro ka¾dou testovací mno¾inu T � X je
(T ) = mXj=1 
(T \ Ej) + 
(T n m[j=1Ej)(8.2)Podrobnìji: prom = 1 je to mìøitelnost E1. Platí-li (8.2) prom, pou¾ijeme testovací mno¾inu T nSmj=1 Ejna mìøitelnost Em+1 a dostaneme
(T n m[j=1Ej) = 
(T \ Em+1) + 
(T n m+1[j=1 Ej):(8.3)Seètením (8.2) a (8.3) dostaneme (8.2) pro m+ 1. Z (8.2) máme hned
(T ) � mXj=1 
(T \ Ej) + 
(T n 1[j=1Ej)19



a odtud limitním pøechodem pro m!1
(T ) � 1Xj=1 
(T \ Ej) + 
(T n 1[j=1Ej):(8.4)Nyní doká¾eme, ¾e pro Aj 2M(
) je Sj Aj 2M(
). Vyrobíme po dvou disjunktní Ej z Aj podle 1.13.Pou¾ijeme �-subadditivitu 
 na (8.4) a dostaneme
(T ) = 1Xj=1 
(T \ Ej) + 
(T n 1[j=1Ej)� 
(T \ 1[j=1Ej) + 
(T n 1[j=1Ej);co¾ dává 
-mìøitelnost mno¾iny 1[j=1Ej = 1[j=1Aj :Zbývá dokázat, ¾e 
� je míra. Víme, ¾e 
(;) = 0. Buï fEjg posloupnost po dvou disjunktních 
-mìøitelných mno¾in. Potom pou¾ijeme (8.4) naT = 1[j=1Ej(pro �) a �-subadditivitu 
 (pro �) a dostaneme
( 1[j=1Ej) = 1Xj=1 
(Ej):Úplnost míry 
� je snadná.8.6. Základní konstrukce. Základní schéma konstrukce míry probíhá ve dvou krocích. Vyjdeme znezáporné mno¾inové funkce (G; �), od které nechceme témìø nic { pøedpokládáme jen poèáteèní pod-mínku (8.1). V prvním kroku vytvoøíme podle 8.2 a 8.3 vnìj¹í míru ��, v druhém kroku pak podle 8.4 a8.5 (úplnou) míru (M(��); ���). Pro výslednou míru zavedeme zkrácené znaèení(G0; � 0) := (M(��); ���):(8.5)Konstrukci obvykle pova¾ujeme za úspì¹nou, jestli¾e (G0; � 0) je roz¹íøením (G; �). Tento pøípad nastanepøi konstrukci Lebesgueovy míry, co¾ uvidíme v následujících kapitolách.8.7. Test mìøitelnosti. Nech» (G; �) je nezáporná mno¾inová funkce na X splòující poèáteèní pod-mínku (8.1) a H � X je libovolná mno¾ina. Nech» H splòuje podmínku8G 2 G : G \H 2 G; G nH 2 G; �(G) = �(G \H) + �(G nH):Potom H 2 G0.Dùkaz. Nech» T � X je libovolná \testovací" mno¾ina. Nech» Pj �(Gj ) je horní souèet k ��(T ). PotomPj �(Gj \H) je horní souèet k ��(T \H) a Pj �(Gj nH) je horní souèet k ��(T nH). Tedy��(T \H) + ��(T nH) �Xj �(Gj \H) +Xj �(Gj nH) =Xj �(Gj):Pøechodem k in�mu pøes v¹echny horní souèty dostaneme��(T \H) + ��(T nH) � ��(T ):Tedy H je ��-mìøitelná mno¾ina.8.8. Vìta o jednoznaènosti I. Nech» (G; �) je nezáporná mno¾inová funkce splòující poèáteèní pod-mínku (8.1) a (S; �) je míra, která roz¹iøuje (G; �). Potom �(E) � � 0(E) pro v¹echna E � S\G0. Jestli¾e� 0 je �-koneèná, pak �(E) = � 0(E) pro v¹echna E 2 S \ G0.20



Dùkaz. Zvolme E 2 S \G0. Nech»P1j=1 �(Ej ) je horní souèet k ��(E). Potom ze spoèetné subadditivity� dostaneme �(E) � 1Xj=1 �(Ej) = 1Xj=1 �(Ej )a pøechodem k in�mu �(E) � ��(E) = � 0(E):Nyní pøedpokládejme, ¾e � 0 je � koneèná. Potom existují mno¾iny Yk 2 G0 tak, ¾e X = SYk a � 0(Yk) <1. Ke ka¾dé z mno¾in Yk mù¾eme najít koneèný horní souèet Pi �(Gk;i). Uspoøádáme-li fGk;ig doposloupnosti Xj , máme Xj 2 G, SXj = X a �(Xj) = �(Xj) < 1. Pou¾íjeme-li trik zdisjunktnìní 1.13na fXj \Eg, dostaneme po dvou disjunktní rozklad E = Sj Ej , kde Ej 2 S \G0 a Ej � Xj . Podle prvníèásti vìty máme � 0(Ej) = � 0(Xj)� � 0(Xj nEj) � �(Xj)� �(Xj nEj) = �(Ej)a seètením � 0(E) � �(E):8.9. Vìta o jednoznaènosti II. Nech» (G; �) je nezáporná mno¾inová funkce splòující poèáteèní pod-mínku (8.1) a (G0; � 0) je míra získaná základní konstrukcí 8.6. Pøedpokládejme, ¾e � 0 je roz¹íøení � a ¾eje �-koneèná. Potom � 0 je neju¾¹í roz¹íøení � na úplnou míru.Dùkaz. Víme, ¾e � 0 je roz¹íøení � na úplnou míru, doká¾eme, ¾e neju¾¹í. Nech» (S; �) je roz¹íøení (G; �)na úplnou míru. Podle vìty 8.8 je � 0 = � na G0 \ S, zbývá dokázat, ¾e G0 � S. Zvolme E 2 G0 tak, ¾e� 0(E) <1. Potom ke ka¾dému k = 1; 2; : : : existuje horní souèet Pj �(GEk;j) k ��(E) tak, ¾eXj �(GEk;j ) < ��(E) + 1k :Polo¾me GE =\k [j GEk;j :Potom GE 2 S \ G0; GE � E a �(GE) = � 0(GE) = � 0(E):Buï N = GE nE. Potom analogicky utvoøíme GN tak, ¾eGN 2 S \ G0; GN � N a �(GN ) = � 0(GN ) = � 0(N) = 0:Jeliko¾ � je úplná, je N 2 S a �(N) = 0. Tedy E = GE nN 2 S. Uva¾ujme nyní obecnou E 2 G0. jeliko¾� 0 je �-koneèná, mù¾eme napsat E jako E = Sj Ej , kde Ej 2 G0 a � 0(Ej) < 1. Podle pøedchozí èástidùkazu jsou Ej 2 S a tudí¾ E 2 S.8.10. Hustota jednoduchých funkcí II. Nech» (G; �) je nezáporná mno¾inová funkce splòující poèá-teèní podmínku (8.1) a (G0; � 0) je míra získaná základní konstrukcí 8.6. Pøedpokládejme, ¾e (G0; � 0) jeroz¹íøení (G; �). Potom G-jednoduché funkce z L1(X;G0; � 0) jsou husté v L1(X;G0; � 0).Dùkaz. Nech» Y je mno¾ina v¹ech � 0-integrovatelných G-jednoduchých funkcí a Y je její uzávìrv L1(X;G0; � 0). Chceme dokázat, ¾e Y = L1(X;G0; � 0). Podle vìty 7.7 staèí ukázat, ¾e �E 2 Y proka¾dou mno¾inu E 2 G0 koneèné � 0-míry, nebo» pøechod k lineárním kombinacím je snadný. Zvolme kpøirozené a najdìme Gk;j 2 G tak, ¾e E � 1[j=1Gk;ja 1Xj=1 � 0(Gk;j) = 1Xj=1 �(Gk;j) � ��(E) + 1k = � 0(E) + 1k :Potom fk = 1Xj=1 �Gk;j 2 Y21



nebo» øada de�nující fk zøejmì konverguje v L1(X;G0; � 0). Dále0 � �E � fka ZX jfk � �E j d� 0 = ZX fk d� 0 � ZX �E d� 0 =Xj � 0(Gk;j)� � 0(E) � 1k :Tedy �E 2 Y a tím je dùkaz zavr¹en.8.11. Okruh. Nech» X je abstraktní mno¾ina. Systém mno¾in O � 2X se nazývá okruh, je-li splnìno(O-1) ; 2 O,(O-2) A; B 2 O =) A [ B 2 O; A nB 2 O.Zøejmì A, B 2 O má té¾ za následek A\B 2 O. Ka¾dá �-algebra je okruh, ale pojem okruhu je mnohemobecnìj¹í.8.12. Pramíra. Nech» X je abstraktní mno¾ina a O � 2X je okruh. Mno¾inová funkce � : O ! [0;1]se nazývá pramíra, jestli¾e splòuje(Pr-1) �(;) = 0,(Pr-2) jestli¾e A 2 O, Aj 2 O, j = 1; 2; : : : , Aj jsou po dvou disjunktní a A = Sj Aj , potom�(A) =Xj �(Aj):Po¾adavek, ¾e hodnoty jsou nezáporné a de�nièní obor je okruh, je souèástí de�nice pramíry. V pøípadìpramíry se mù¾e stát, ¾e sjednocení po dvou disjunktních mno¾in z O nele¾í v O, co¾ není v rozporus (Pr-2).Øekneme, ¾e pramíra � na O je �-koneèná, jestli¾e existují Xj 2 O tak, ¾e�(Xj) <1; j = 1; 2; : : : ; a X = 1[j=1Xj :8.13. Hopfova vìta. Nech» O je okruh podmno¾in X a � je pramíra na O. Nech» S0 je nejmen¹í �-algebra obsahující O. Potom existuje míra �0 na S0, která roz¹iøuje �. Jestli¾e � je �-koneèná, pak jetaková míra �0 na S0 urèena jednoznaènì.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e �0 je roz¹íøení �. ZvolmeA 2 O. Potom podle tvrzení 8.7 je A 2M(��) = O0.Potøebujeme ukázat, ¾e �(A) = ��(A) (= �0(A)):Jeliko¾ �(A) je horní souèet k ��(A), máme ��(A) � �(A):Nech» Aj 2 O, j = 1; 2; : : : , Sj Aj � A. Vytvoøme z fAjg po dvou disjunktní systém fEjg podle 1.13.Pak podle (Pr-2) �(A) =Xj �(A \ Ej) �Xj �(Ej) �Xj �(Aj):Pøejdeme-li na pravé stranì k in�mu pøes v¹echny horní souèty, dostaneme�(A) � ��(A):Tím jsme dokázali, ¾e �0 je roz¹íøení �. Míra �0bS0 je hledané roz¹íøení � na S0. Je-li navíc � �-koneèná,pak z vìty 8.8 plyne jednoznaènost takového roz¹íøení.9. Lebesgueova míraV této kapitole splatíme dluh z prvé kapitoly a uká¾eme, ¾e existuje Lebesgueova míra.9.1. Lebesgueova míra v Rn. V 1.16 jsme zade�novali Lebesgueovu míru (M; �) = (Mn; �n) jakoneju¾¹í úplnou míru vRn, která ka¾dému n-rozmìrnému intervaluQ pøiøadíme jeho objem, tedy roz¹iøujemno¾inovou funkci (I; `) = (In; `n).Problém této de�nice tkví v tom, ¾e existence Lebesgueovy míry není zøejmá. Abychom ji dokázali,pomocí základní konstrukce sestrojíme míru (I 0; `0) = (I 0n; `0n) (znaèení jako v 8.6) a ovìøíme, ¾e tatomíra má po¾adované vlastnosti. 22



Pøedpokládejme, ¾e víme, ¾e (I 0; `0) je roz¹íøení (I; `). Potom podle vìty 8.9 je (I 0; `0) neju¾¹í roz¹íøení(I; `) na úplnou míru, nebo» po¾adavek �-koneènosti je zøejmì splnìn. Na¹im úkolem je tedy dokázat`�-mìøitelnost n-rozmìrných intervalù a rovnost `�(Q) = `(Q) pro tyto intervaly.9.2. Mìøitelnost borelovských mno¾in. Ka¾dá borelovská podmno¾ina Rn je `�-mìøitelná.Dùkaz. Nech» H je poloprostor tvaru fx 2 Rn : xi < ag, kde a 2 R. Potom pro ka¾dý interval Q 2 Inje Q \H 2 In; Q nH 2 In a `(Q \H) + `(Q nH) = `(Q):TedyH 2Mn podle tvrzení 8.7. Jeliko¾ borelovská �-algebra je zøejmì generovaná takovými poloprostorya M(`�) je �-algebra, je B(Rn) �M(`�).9.3. Vnìj¹í míra intervalu. Je-li Q 2 I, pak `�(Q) = `(Q).Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¾e interval Q je kompaktní, tj. uzavøený a omezený. Zvolme " > 0.Najdeme posloupnost fGkg intervalù tak, ¾eQ � 1[k=1Gk a 1Xk=1 `(Gk) < `�(I) + ":Mù¾eme pøedpokládat, ¾e Gk jsou otevøené a jejich meze jsou racionální, nebo» ka¾dý interval G jeobsa¾en v otevøeném intervalu G0 s racionálními mezemi, jeho¾ objem se od objemu G libovolnì máloli¹í. Potom ov¹em z kompaktnosti I plyne, ¾e existuje m pøirozené tak, ¾eI � m[k=1Gk:Máme vyjádøení I = [a1; b1]� � � � � [an; bn];Gk = (a1k; b1k)� � � � � (ank ; bnk ); k = 1; 2; : : : ;m;kde v¹echna èísla ai; bi; aij ; bij jsou racionální. Buï q jejich nejmen¹í spoleèný jmenovatel. Uva¾ujmemno¾inu krychlí Q = n� z1q ; z1+1q �� � � � � � znq ; zn+1q � : z 2 Zno:a pro Q 2 Q oznaème �Qk = (1; kdy¾ Q � Gk;0 jinak:Máme `(Q) � XQ2Q `(Q) � XQ2Q nXk=1 �Qk `(Q�) = nXk=1 XQ2Q�Qk `(Q�) = nXk=1 `(Gk):Tím je dùkaz hotov pro kompaktní interval. V obecném pøípadì dokonèíme dùkaz tak, ¾e Q budemeaproximovat posloupností kompaktních intervalù zevnitø.9.4. Vìta o existenci Lebesgueovy míry. Lebesgueova míra v Rn existuje. Ka¾dá borelovská mno-¾ina je �-mìøitelná.Dùkaz. Dùkaz plyne z vìt 9.2, 9.3 a diskuse v 9.1.9.5. Vnìj¹í Lebesgueova míra. Nech» U je systém v¹ech otevøených podmno¾in Rn. Vytvoøme-li zmno¾inových funkcí � a �bU funkce �� a (�bU)� podle 8.2, Mno¾inová funkce �� se nazývá Lebesgueovavnìj¹í míra. Buï E � Rn libovolná mno¾ina. Zøejmì platí��(E) � `�(E); ��(E) � (�bU)�:Uva¾ujme posloupnost Ej mìøitelných mno¾in. Potom��[j Ej�) �Xj �(Ej)23



a tudí¾ ��(E) = infn�(A) : A mìøitelná; A � Eo;(�bU)�(E) = infn�(G) : G otevøená; G � Eo;`�(E) � infn�(G) : G otevøená; G � Eo:V poslední nerovnosti jsme vyu¾ili, ¾e v de�nici `� staèí uva¾ovat horní souèty z otevøených intervalù asjednocení otevøených intervalù je otevøená mno¾ina. Nech» A � E je mìøitelná. Potom`�(E) � `�(A) = �(A)a pøechodem k in�mu pøes v¹echny mìøitelné nadmno¾iny E dostaneme`�(E) � ��(E):Tedy v¹echny mno¾inové funkce sledované v tomto odstavci jsou stejné, máme`�(E) = ��(E) = (�bU)�(E) = infn�(G) : G otevøená; G � Eo:(9.1)9.6. Lebesgueova míra a topologie. Nech» E � Rn je �-mìøitelná mno¾ina. Potom(a) existuje posloupnost fGjg otevøených mno¾in tak, ¾eGj � E a �(Gj nE)! 0;(b) existuje posloupnost fFjg uzavøených mno¾in tak, ¾eFj � E a �(E n Fj)! 0;(c) existuje posloupnost fKjg kompaktních mno¾in tak, ¾eKj � E a ��E n[j Kj� = 0:Dùkaz. (a) dostaneme pøímo z (9.1), pokud �(E) <1, jinak rozlo¾íme E na po dvou disjunktní sjedno-cení mìøitelných mno¾in Ek, najdeme otevøené nadmno¾iny Gk;j k Ek tak, aby�(Gk;j nEi) < 2�k�ja pou¾ijeme Gj =[k Gk;j(b) dostaneme z (a) pøechodem k doplòkùm.(c) Podle (b) existuje posloupnost fFkg uzavøených mno¾in tak, ¾eFk � E a ��E n[k Kk� = 0:Mno¾iny Fk \ [�m;m]n, k;m = 1; 2; : : : , jsou kompaktní a lze je uspoøádat do posloupnosti.10. Souèin mìr a Fubiniova vìta10.1. Souèin mìr. Nech» (X;S; �), a (Y; T ; �) jsou prostory s mírou. Nech» míry �, � jsou �-koneèné.Uva¾ujme systém S � T v¹ech podmno¾in X � Y tvaru A�B, kde A 2 S, B 2 T . Takovým mno¾inámbudeme øíkat mìøitelné obdélníky. Na S � T de�nujeme mno¾inovou funkci �� � pøedpisem��� (A �B) = �(A) �(B):De�nujeme souèin mìr �
� jako neju¾¹í míru naX�Y , která ka¾dému mìøitelnému obdélníku Q 2 A�Bpøiøadí ��� (Q). Dále de�nujeme úplný souèin mìr �
 � jako neju¾¹í roz¹íøení � � � na úplnou míru.Podobnì jako u Lebesgueovy míry je tøeba ukázat existenci neju¾¹ího prvku ve tøídì mo¾ných roz¹íøení.10.2. Mìøitelnost mìøitelných obdélníkù. Nech» (X;S; �), a (Y; T ; �) jsou prostory s mírou. Potomka¾dý mìøitelný obdélník je (���)�-mìøitelný. 24



Dùkaz. Uva¾ujme mno¾inu E 2 S. Chceme dokázat (�� �)�-mìøitelnost mno¾iny E � Y . Buï A�B 2S � T mìøitelný obdélník. Potom(A�B) \ (E � Y ) = (A \ E)�B 2 S � T ; (A�B) n (E � Y ) = (A nE)�B 2 S � Ta (�� �)((A �B) \ (E � Y )) + (�� �)((A �B) n (E � Y )) = (�� �)(A �B):Tedy E � Y je (� � �)�-mìøitelná podle tvrzení 8.7. Podobnì bychom dostali mìøitelnost X � F proka¾dou F 2 T . Tedy E � F = (E � Y ) \ (X � F ) 2M((�� �)�):10.3. Vnìj¹í míra mìøitelného obdélníku. Je-li A 2 S a B 2 T , pak(���)�(A�B) = ��� (A�B):Dùkaz. Nech» 1Xj=1 ��� (Aj �Bj)je horní souèet k (�� �)�(A�B). Potom pro ka¾dý bod x 2 X je�(B)�A(x) � 1Xj=1 �(Bj)�Aj (x):Podle vìty 5.4 (a) je(���)(A�B) = ZX �(B)�A d� � ZX 1Xj=1 �(Bj)�Aj d� = 1Xj=1 ZX �(Bj)�Aj d�= 1Xj=1(�� �)(Aj �Bj):10.4. Existence souèinu mìr. Nech» (X;S; �), a (Y; T ; �) jsou prostory s mírou. Nech» míry �, � jsou�-koneèné. Nech» U je nejmen¹í �-algebra obsahující S � T . Potom (���)0 je úplný souèin mìr � a � a(���)0bU je souèin mìr � a �.Dùkaz. Dùkaz plyne z vìt 10.2, 10.3 a 8.9.10.5. Poznámka. Z vìt 10.2, 10.3 vidíme, ¾e roz¹íøení ��� na (úplnou) míru mù¾eme provést bezomezujících pøedpokladù, av¹ak pokud míry � a � nejsou �-koneèné, mohli bychom ztratit jednoznaènost,kterou potøebujeme k nalezení neju¾¹ího roz¹íøení.10.6. Øezy a projekce. Nech» M � X � Y . ZnaèímeMxfy 2 Y : (x; y) 2Mg; x 2 X (øez);�X(M) = fx 2 X :Mx 6= ;g (projekce):10.7. Fubiniova vìta. Nech» (X;S; �) a (Y; T ; �) jsou prostory s mírou. Nech» míry � a � jsou úplnéa �-koneèné. Buï (R; �) úplný souèin mìr � a �. Nech» f je �-mìøitelná funkce na �-mìøitelné mno¾inìM � X � Y . Nech» P je mìøitelná mno¾ina obsahující �X (M). Pøedpokládejme, ¾e integrálZM f(x; y) d�(x; y)má smysl. Potom pro �-skoro v¹echna x má smysl integrálg(x) := ZMx f(x; y) d�(y);funkce g má integrál ZP g d�a ZM f(x; y) d�(x; y) = ZX g d� = ZP�ZMx f(x; y) d�(y)� d�(x):(10.1) 25



Dùkaz. Pøedev¹ím mù¾eme pøedpokládat, ¾eM = X�Y , nebo» �-mìøitelnou funkci f naM mù¾eme do-de�novat nulou na doplòkuM a tím získat mìøitelnou funkci naX�Y . K tomu, ¾e integrace probíhá pøesmno¾iny Mx, je zapotøebí mít mìøitelnost mno¾in Mx, ale tu dostaneme z Fubiniovy vìty pro charak-teristickou funkci mno¾inyM na X�Y . Dùkaz Fubiniovy vìty postupuje v nìkolika krocích. Pøedev¹ím,10.1 urèitì platí, je-li f charakteristická funkce mìøitelného obdélníku, a odtud hned dostáváme 10.1 proS�T -jednoduché funkce. Nech» f je �-integrovatelná funkce. Podle vìty 8.10 existují S�T -jednoduchéfunkce fj tak, ¾e ZX�Y jf � fj j d� < 2�j ; j = 1; 2; : : :Potom 1Xj=1 ZX�Y jfj+1 � fj j d� <1:Polo¾me gj(x) = ZY fj(x; y) d�(y):Podle pøedchozího kroku je ka¾dá funkce gj �-mìøitelná aZX gj d� = ZX�Y fj d�:Jeliko¾ Xj ZX jgj+1 � gj j d� =Xj ZX�Y jfj+1 � fj j d� <1;je podle vìty 5.4 ZX g d� = ZX g1 d�+Xj ZX(gj+1 � gj) d�= ZX�Y f1 d�+Xj ZX�Y (fj+1 � fj) d� = ZX�Y f d�:Tím je dùkaz proveden pro �-integrovatelné funkce. V dal¹ím kroku vyu¾ijeme �-koneènosti a najdememno¾iny Xk 2 S a Yk 2 T tak, ¾e�(Xk) <1; �(Yk) <1; X1 � X2; : : : ; Y1 � Y2; : : : :Je-li f nezáporná �-mìøitelnou funkce, pak funkcefk = minff; kg�Xk�Ykjsou �-integrovatelné, pou¾ijeme na nì pøedchozí krok a na limitní pøechod fk ! f Leviho vìtu 5.2.Koneènì je-li f libovolná mìøitelná funkce taková, ¾e RX�Y f1 d� má smysl, dokonèíme dùkaz rozklademna kladnou a zápornou èást.10.8. Varování. Je-li M 2 R, nemusí být �X (M) 2 S.10.9. Souèiny koneènì mnoha mìr. Zcela stejnì bychom \vynásobili" koneènì mnoho prostorù smìrami (Xi;Si; �i), i = 1; 2; : : : ; n, pouze výklad by byl mìnì pøehledný pro velké mno¾ství indexù.Také mù¾eme pøevést úlohu na pøedchozí rekurentním násobením, napø.�1 
 � � � 
 �n = ��1 
 � � � 
 �n�1�
 �n:10.10. Lebesgueova míra a souèin mìr. n+m-rozmìrná Lebesgueova míra je úplným souèinem n-rozmìrné a m-rozmìrné Lebesgueovy míry.Dùkaz. Nech» A � Rn je mìøitelná. Podle vìty 9.6 (a) existují otevøené mno¾iny Gj � Rn a nulovámno¾ina N � Rn tak, ¾e A = � 1\j=1Gj� nNPotom A�Rm = � 1\j=1Gj �Rm� n (N �Rm);26



tedy A�Rm je �n+m-mìøitelná. Podobnì Rn�B je �n+m-mìøitelná pro ka¾dou �m mìøitelnou B. Tedy\mìøitelné obdélníky" jsou �m+n-mìøitelné. Odtud plyne, ¾e jak �n+m je neju¾¹í úplná míra, v ní¾ jsouv¹echny mìøitelné obdélníky mìøitelné a je to tedy úplný souèin mìr �n a �m.10.11. Pøíklad. Nech» N � R je nemìøitelná mno¾ina. Potom N � R je �2-nulová v R2, tudí¾ �2-mìøitelná, ale není �1 
 �1-mìøitelná. Pøedchozí vìta tedy ztratí platnost, nahradíme-li úplný souèinobyèejným souèinem.10.12. Pøíklad. Poèítejme �24 = [arctg2 x]1x=0 = Z 10 2 arctgx1 + x2 dx= Z 10 21 + x2 [arctg(yx)]1y=0 dx= Z 10 �Z 10 2x(1 + x2)(1 + y2x2) dy� dx= Z 10 �Z 10 2x(1 + x2)(1 + y2x2) dx� dy= Z 10 11� y2 hln 1 + x21 + x2y2 i1x=0 dy= �2 Z 10 ln y1� y2 dy = �2 1Xn=0Z 10 y2n ln y dy= 2 1Xn=0 1(2n+ 1)2 :(odùvodnìte samostatnì pou¾ití Fubiniovy vìty a zámìnu øady a integrálu). OznaèmeS = 122 + 142 + 162 + 182 + : : : ;L = 112 + 132 + 152 + 172 + : : : ;V = 112 + 122 + 132 + 142 + : : : :Potom máme V = L+ S; V = 22S; L = �28 ;a odtud 1Xk=1 1k2 = V = 43L = �26 :11. Vìta o substituci11.1. Jacobiho matice, jakobián. Nech» G � Rm je otevøená mno¾ina a f = (f1; : : : ; fn) : G! Rnje zobrazení diferencovatelné v bodì x 2 G. Matice lineárního zobrazení f 0(x) se nazývá Jacobiho maticezobrazení f v bodì x. Je to tedy matice �@f i@xj (x)� i=1;:::;nj=1;:::;m :Pokud m = n, determinant Jacobiho matice se nazývá jakobián zobrazení f v bodì x a znaèí se Jf (x).11.2. Difeomor�smus. Nech» G � Rn je otevøená mno¾ina a m � n. Zobrazení f : G! Rm nazvemedifeomor�smem, jestli¾e je homeomorfní, má spojitou derivaci a jeho Jacobiho matice má v¹ude v Ghodnost n.11.3. Vìta o substituci. Nech» G � Rn je otevøená mno¾ina a f : G! Rn je difeomor�smus. Nech»u je mìøitelná funkce na f(G). PotomZf(G) u(y) dy = ZG u(f(x))jJf (x)j dx;27



pokud alespoò jedna strana má smysl.Dùkaz. Dùkaz odlo¾íme na pozdìji (12.17), kde ho provedeme souèasnì se slo¾itìj¹ím pøípadem.11.4. Polární souøadnice. Nech»G = n�r�� 2 R2 : r > 0; �� < � < �o:Zobrazení f : G! R2 dané pøedpisem f(r; �) := �x(r; �)y(r; �)�;x(r; �) := r cos�;y(r; �) := r sin�se nazývá zobrazení polárních souøadnic.11.5. Vìta o polárních souøadnicích. Nech» f : G! R2 je zobrazení polárních souøadnic. Potom fje difeomor�smus a Jf (r; �) = r. Je-li M � R2 mìøitelná mno¾ina a u mìøitelná funkce na M , potomZM u(x; y) dx dy = ZG\f�1(M) r u(r cos�; r sin�) dr d�;(11.1)pokud alespoò jedna strana má smysl.Dùkaz. Soustava rovnic r cos� = x;r sin� = ys podmínkou �r�� 2 G má právì jedno øe¹enír =px2 + y2;� = sign y arccos xpx2 + y2pokud �xy� =2 N := (�1; 0] � f0g. Ovìøení hladkosti a výpoèet jakobiánu je rutinní zále¾itost. Vzorec(11.1) dostaneme z vìty o substituci 11.3, uvá¾íme-li, ¾e �(N) = 0.11.6. Sférické souøadnice. Nech» tentokrátG = (0@r��1A 2 R3 : r > 0; ��2 < � < �2 ; �� < � < �):Zobrazení f : G! R3 dané pøedpisem f(r; �; �) := 0@x(r; �; �)y(r; �; �)z(r; �; �)1A ;x(r; �; �) := r cos� cos �;y(r; �; �) := r cos� sin �;z(r; �; �) := r sin�se nazývá zobrazení sférických souøadnic.11.7. Vìta o sférických souøadnicích. Nech» f : G ! R3 je zobrazení sférických souøadnic. Potomf je difeomor�smus a Jf (r; �; �) = �r2 cos�. Je-li M � R3 mìøitelná mno¾ina a u mìøitelná funkce naM , potom ZM u(x; y; z) dx dy dz= ZG\f�1(M)r2 cos� u(r cos� cos �; r cos� sin �; r sin�) dr d� d�;(11.2)pokud alespoò jedna strana má smysl. 28



Dùkaz. Soustava rovnic r cos� cos � = x;r cos� sin � = y;r sin� = zs podmínkou 0@r��1A 2 G má právì jedno øe¹enír =px2 + y2 + z2;� = arcsin zpx2 + y2 + z2 ;� = sign y arccos xpx2 + y2pokud 0@xyz1A =2 N := (�1; 0] � f0g � R. Ovìøení hladkosti a výpoèet jakobiánu je rutinní zále¾itost.Vzorec (11.2) dostaneme z vìty o substituci 11.3, uvá¾íme-li, ¾e �(N) = 0.12. k-rozmìrná míra v Rn12.1. Lipschitzovská zobrazení. Nech» E � Rm a f : E ! Rn je zobrazení. Øekneme, ¾e f jelipschitzovské, existuje-li konstanta � � 0 tak, ¾ejf(x0)� f(x)j � � jx0 � xj; x; x0 2 E:Nejmen¹í takovou konstantu � znaèíme lip f . Pokud zobrazení f není lipschitzovské, pí¹eme lip f =1.Nech»G � Rm je otevøená. Zobrazení f : G! Rn se nazývá lokálnì lipschitzovské, jestli¾e ke ka¾démubodu x 2 G existuje okolí U � G bodu x tak, ¾e f je lipschitzovské na U .V dal¹ím se budeme zabývat mírou lipschitzovského obrazu mno¾iny.12.2. Vitaliova vìta o pokrytí. Nech» G0 � Rm je otevøená mno¾ina koneèné míry a E � G0. Nech»U je systém otevøených koulí v G0. Nech»(Vi) pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G � G0 jeE \G �[fB 2 U : B � Gg:Potom existuje koneèná nebo spoèetná posloupnost fB(xj ; rj)g po dvou disjunktních koulí z U tak, ¾epro ka¾dé k pøirozené je E n [j�kB(xj ; rj) � [j>kB(xj ; 5rj)(12.1)Dùkaz. De�nujme rekurentnì posloupnost fBjg otevøených koulí Bj = B(xj ; rj) v G0. V j-tém kroku,j � 1, známe v¹echny koule B1; : : : ; Bj�1. OznaèmeGj�1 = G0 n (B1 [ � � � [ Bj�1);Potom Gj�1 je otevøená mno¾ina a pro j = 1 je Gj�1 = G0. Pokud E \Gj�1 = ;, konstrukci ukonèíme.Jinak oznaèíme �j = supfr > 0 : existuje B(x; r) 2 U ; B(x; r) � Gj�1g:(Kdyby tøeba U by byl systém v¹ech koulí, byl by to \polomìr vepsané koule" k Gj�1). Najdeme kouliBj = B(xj ; rj) 2 U tak, ¾e Bj � Gj�1 a rj � 12�j :(12.2)Tím je j-tý krok ukonèen. Zøejmì jsme vytvoøili po dvou disjunktní systém koulí. Pokud je posloupnostfBjg je koneèná, je tvrzení vìty zøejmé, nech» tedy jde o nekoneènou posloupnost. Disjunktnost Bjvyu¾ijeme k odhadu 1Xj=1 �(Bj) � �(G0) <1:(12.3) 29



Odtud s pomocí (12.2) dostáváme, ¾e �j � 2rj ! 0:(12.4)Zvolme bod z 2 E \Gk. Potom podle (Vi) existuje B(x; r) 2 U tak, ¾ez 2 B(x; r) � Gk:Kdyby bylo B(x; r) � Gj pro v¹echna j, bylo by �j+1 � r a to by byl spor s (12.4). Najdeme nejmen¹íindex q tak, ¾e Bq \ B(x; r) 6= ;, a bod y 2 Bq \ B(x; r). Urèitì q > k. Jeliko¾ q je nejmen¹í, jeB(x; r) � Gq�1 a tudí¾ �q � r. Tedy podle (12.2)r � �q � 2rqa z trojúhelníkové nerovnosti dostávámejz � xq j � jz � yj+ jy � xq j � 2r + rq � 5rq;tedy z 2 B(xq ; 5rq). Dostali jsme E \Gk � 1[q=k+1B(xq ; 5rq);co¾ je (12.1)12.3. Lemma o míøe lipschitzovského obrazu I. Nech» E � Rm je �-mìøitelná mno¾ina a f : E !Rm je lokálnì lipschitzovské zobrazení. Potom f(E) je �m-mìøitelná mno¾ina a�m(f(E)) � �lip f�m�m(E):(12.5)Dùkaz. Oznaème � = lip f:Pro dùkaz nerovnosti (12.5) mù¾eme pøedpokládat, ¾e � < 1 a �(E) <1. Zvolme otevøenou mno¾inuG � E koneèné míry. Vytvoøíme posloupnost fBkg koulí Bk = fB(xk ; rk)g podle Vitaliovy vìty 12.2aplikované na systém v¹ech koulí v G. Zvolme � > 1. Podle (12.3) najdeme k pøirozené tak, ¾e1Xj=k �(Bj) < � � 1:Podle (12.1) E � [j�kB(xj ; �rj) [ 1[j>kB(xj ; 5rj);Máme f(E \ B(x; r)) � B(f(x); �r)pro ka¾dou kouli B, tedy f(E) � [j�kB(f(xj); ��rj ) [ [j>kB(f(xj); 5�rj)Odtud ��(f(E)) � ��mXj�k �B(xj ; rj) + 5m�mXj>k �B(xj ; rj) � �m�m�(G) + 5m�m(� � 1):Limitním pøechodem � ! 1 dostáváme ��(f(E)) � �m�(G):a pøechodem k in�mu pøes v¹echny otevøené mno¾iny G � E dostáváme��(f(E)) � �m�(E):Zbývá dokázat, ¾e f(E) je mìøitelná mno¾ina. Podle vìty 9.6 (c) existuje posloupnost fKjg kompaktníchmno¾in a �-nulová mno¾ina N tak, ¾e E = 1[j=1Kj [N:Potom f(E) = 1[j=1 f(Kj) [ f(N):30



Mno¾iny f(Kj) jsou kompaktní a tudí¾ mìøitelné. Mno¾inuN mù¾eme pokrýt posloupností Uj otevøenýchpodmno¾in G tak, ¾e na ka¾dé Uj je f �j-lipschitzovské, �j <1. Jeliko¾��(f(N \ Uj)) � �mj �(N) = 0; j = 1; 2; : : : ;je mno¾ina ��(f(N)) = 0 a tudí¾ je f(N) také mìøitelná. Tedy f(E) je mìøitelná mno¾ina.12.4. Dùsledek o invarianci � vùèi izometrii. Nech» E � Rm je �-mìøitelná mno¾ina a f : E !Rm je izometrické zobrazení. Potom f(E) je �-mìøitelná mno¾ina a�(f(E)) = �(E):12.5. Znaèení z lineární algebry. Kanonickou bázi prostoru Rm znaèíme (~e1; : : : ; ~em) bez ohledu nadimenzi m.Mno¾inu v¹ech uspoøádaných k-tic indexù z f1; : : : ; ng znaèíme f1; : : : ; ngk a její prvky nazývámemultiindexy . Multiindex � = (�1; : : : ; �k) 2 f1; : : : ; kg nazveme rostoucím, jestli¾e �1 < � � � < �k.Mno¾inu v¹ech rostoucích multiindexù � 2 f1; : : : ; ngk znaèíme I(n; k). S prostorem RI(n;k) zacházímepodobnì jako s prostorem Rm; jsou-li ~u = (u�)�2I(n;k), ~v = (v�)�2I(n;k) jeho dva prvky, zavádímeskalární souèin ~u � ~v = X�2I(n;k)u�v�a normu j~uj = p~u � ~u:Jsou-liV;W lineární prostory, znaèíme L(V;W) mno¾inu v¹ech lineárních zobrazení (homomor�smù)prostoru V do W. Matici reprezentující lineární zobrazení A 2 L(Rm;Rd) znaèíme [A]. Je-li T 2L(Rm;Rd), znaèíme kTk = supfjTxj : x 2 Rm; jxj � 1g:normu zobrazení T . Norma lineárního zobrazení je speciální pøípad lipschitzovské konstanty:kTk = lipT:12.6. Jakobián. Pro diferencovatelnou funkci u na otevøené mno¾inì G � Rm pou¾íváme znaèeníru = mXi=1 @u@xi~ei:Potom Jacobiho matice zobrazení ' = ('1; : : : ; 'n) : G! Rn se dá napsat jako� @'@t1 ; : : : ; @'@tm�;ale také �r'1; : : : ;r'n�T :Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina a ' : G ! Rn je zobrazení diferencovatelné v t 2 G. Nech»� 2 I(n; k), nebo obecnìji � 2 f1; : : : ; ngk. Potom de�nujemeJ�' (t) = det�@'�i@tj (t)�ki;j=1 = det�r'�1(t); : : : ;r'�k (t)�:Èísla J�' (t), � 2 I(n; k), jsou souøadnice jakobiánu funkce ' v bodì t. Jakobián je tedyJ'(t) = (J�' (t))�2I(n;k) 2 RI(n;k):Jestli¾e multiindex � 2 f1; : : : ; ngk není rostoucí, funkci J�' sice zavádíme, ale nepoèítáme ji mezi souøad-nice jakobiánu. Oproti souøadnicím nedává ¾ádnou novou informaci. Pokud je � sudá permutace nìjakéhomultiindexu �0 2 I(n; k), pak J�' = J�0' , v pøípadì liché permutace je to J�' = �J�0' a pokud � nelzevyjádøit permutací, vyskytuje se v nìm opakování a je J�' = 0.Je-li A = (A1; : : : ; An) 2 L(Rk;Rn) lineární zobrazení, pak ve shodì s pøedchozím znaèímeJ�A = det�A�i(~ej)�ki;j=1:a JA = (J�A)�2I(n;k) 2 RI(n;k):Je-li k = n, pak I(n; k) je jednoprvková mno¾ina, tedy RI(n;k) = R a nová de�nice jakobiánu dává toté¾co pùvodní. 31



12.7. Cauchyova-Binetova formule. Jestli¾e A;B 2 L(Rk;Rn), pakJA � JB = det([B]T [A]);(12.6)speciálnì ��JA��2 = det([A]T [A])(12.7)(Jde vlastnì o zobecnìní Pythagorovy vìty).Dùkaz. Uva¾ujme 2k-lineární formy�(~v1; : : : ; ~vk; ~w1; : : : ; ~wk) = X�2I(n;k) det(vi�q )ki;q=1 det(wj�q )kj;q=1 ;(12.8) 	(~v1; : : : ; ~vk; ~w1; : : : ; ~wk) = det�~vi � ~wj�ki;j=1 ;(12.9)kde pí¹eme ~vi = nXj=1 vij~ej ; ~wi = nXj=1wij~ej :Za malou chvíli ovìøíme, ¾e � a 	 dávají stejný výsledek, kdy¾ ~vi a ~wi vybíráme z bázových vektorù,tudí¾ z multilinearity plyne, ¾e se musí shodovat. Výsledek aplikujeme na vektory ~vi = A(~ei), ~wi = B(~ei),i = 1; : : : ; k.Nech» tedy ~vi a ~wi jsou nìkteré z bázových vektorù. Pokud ~vi1 = ~vi2 , kde i1; i2 2 f1; : : : ; ng jsourùzné, potom v¹echny determinanty det(vi�j )ki;j=1 jsou nulové, a jeliko¾~vi1 � ~wj = ~vi2 � ~wj ; j = 1; : : : ; n;je i determinant v (12.9) nulový. Mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e ~vi jsou navzájem rùzné, tedy existuje� 2 I(n; k) tak, ¾e a¾ na poøadí jsou ~vi právì ~e�1 ; : : : ; ~e�k . Nyní uva¾ujme pøípad, ¾e mezi vektory ~wjnení zastoupen vektor ~vi0 , i0 2 f1; : : : ; ng. Potom � dává nulu, nebo»det(wi�j )ki;j=1 = 0a pro � 6= � je det(vi�j )ki;j=1 = 0:	 dává také nulu, nebo» v matici �~vi � ~wj�ki;j=1je i0-tý øádek nulový. Zbývá pøípad, ¾e a¾ na poøadí jsou ~vi právì ~e�1 ; : : : ; ~e�k . Potom na pravé stranì(12.8) je nenulový jediný sèítanec, odpovídající multiindexu indexu �. Podle vìty o souèinu determinantùmáme �(~v1; : : : ; ~vk; ~w1; : : : ; ~wk) = det� kXq=1 vi�qwj�q�;ale vzhledem k tomu, ¾e jak ~vi, tak ~wj vybíráme z f~e�1 ; : : : ; ~e�kg, jekXq=1 vi�qwj�q = ~vi � ~wj ; i; j = 1; : : : ; k:Tím jsme ovìøili, ¾e �(~v1; : : : ; ~vk; ~w1; : : : ; ~wk) = 	(~v1; : : : ; ~vk; ~w1; : : : ; ~wk) a dùkaz je dokonán.12.8. k-rozmìrné plochy. 
 � Rn se nazývá parametrizovatelná k-rozmìrná plocha, jestli¾e existujeotevøená mno¾ina G � Rk a difeomor�smus ' : G! Rn tak, ¾e'(G) = 
:Takový difeomor�smus ' se nazývá parametrizace plochy 
.Mno¾ina 
 � Rn se nazývá k-rozmìrná plocha, jestli¾e je lokálnì parametrizovatelná. Pøesnìji: keka¾dému bodu x 2 
 existuje jeho okolí U v Rn tak, ¾e U \
 je parametrizovatelná k-rozmìrná plocha.Podplochou plochy 
 se rozumí plocha stejné dimenze, která je podmno¾inou. Je-li 
 � Rn k-rozmìrnáplocha a x 2 
, relativním okolím bodu x rozumíme jeho okolí vzhledem k 
, neboli prùnik 
 s okolímbodu x vzhledem k Rn. Podobnì de�nujeme relativnì otevøenou mno¾inu apod.Øekneme-li, ¾e ' : G ! 
 je parametrizace, myslíme tím automaticky, ¾e G � Rk je otevøená, ' jedifeomor�smus, ale '(G) nemusí být celá plocha 
 !32



Ka¾dou k-rozmìrnou plochu lze pokrýt spoèetným systémem k-rozmìrných parametrizovatelnýchploch: Víme toti¾, ¾e z libovolného systému otevøených podmno¾in Rn lze vybrat spoèetný podsystém,který má stejné sjednocení jako systém pùvodní. Tento poznatek aplikujeme na systém v¹ech otevøenýchmno¾in U � Rn, jejich¾ prùnik s 
 je parametrizovatelná plocha.12.9. k-rozmìrná míra. Na¹im dal¹ím cílem bude sestrojit míru v Rn, která by se hodila k mìøenímno¾in na k-rozmìrných plochách.Mno¾inu M � Rn nazveme Sk-mìøitelnou, jestli¾e '�1(E) je �k mìøitelná pro ka¾dou otevøenoumno¾inu G � Rk a ka¾dý difeomor�smus ' : G ! Rn. Systém v¹ech Sk-mìøitelných mno¾in znaèímeMk(Rn). Je to zøejmì �-algebra obsahující v¹echny borelovské mno¾iny (jeliko¾ B(Rn) je generovánapoloprostory, staèí ovìøit mìøitelnost poloprostoru, ale ta je triviální).Mno¾inu N � Rn nazveme Sk-nulovou, jestli¾e �k(g(N 0)) = 0 pro ka¾dou mno¾inu N 0 � N a ka¾délipschitzovské zobrazení g : N 0 ! Rk. Zøejmì ka¾dá Sk-nulová mno¾ina je Sk-mìøitelná.Nech» M 2 Mk(Rn) nazveme Sk-kontrolovanou, jestli¾e ji lze pokrýt spoèetnì mnoha parametrizo-vatelnými k-rozmìrnými plochami a¾ na Sk-nulovou mno¾inu.Vtip Sk-kontrolovatelných mno¾in spoèívá v mìøitelnosti jejich lipschitzovských obrazù. Nech» M 2Mk(Rn) je Sk-kontrolovaná mno¾ina a g : M ! Rk je lipschitzovské zobrazení. Jestli¾e M je Sk-nulová mno¾ina, pak �k(g(M)) = 0. Jestli¾e M je podmno¾inou parametrizované plochy '(G), pakg(M) = g�' ('�1(M)) je mìøitelná podle lemmatu 12.3. V obecném pøípadì je g(M) spoèetné sjednocenímno¾in mìøitelných z jednoho èi druhého dùvodu, tedy opìt mìøitelná mno¾ina.Na �-algebøeMk(Rn) de�nujeme k-rozmìrnou míru Sk následujícím zpùsobem: PokudM 2Mk(Rn)není Sk-kontrolovaná, polo¾íme Sk(M) =1. Pokud M 2Mk(Rn) je Sk-kontrolovaná, buïSk(M) = supnXi �k(gi(Mi)) : Mi jsou po dvou disjunktní Sk-mìøitelné podmno¾iny M;gi :Mi ! Rk; lip(gi) � 1o:My¹lenka k-rozmìrné míry je jednoduchá: na malém okolí bodu plochy mù¾eme pøibli¾nì nahradit jehoplo¹nou míru mírou projekce na teèný prostor (pøedstavme si ho intuitivnì, pøesná de�nice pøijde v pøí¹tíkapitole). Zobrazení gi si pøedstavíme jako slo¾ení této projekce s izometrií zobrazující teèný prostor naRk. Kdy¾ místo takového zobrazení pou¾ijeme nìco pøíli¹ odli¹ného, dostaneme ménì pøesný dolní souèet,který se v supremu neuplatní. Èím jemnìj¹í dìlení, tím pøesnìji souèet aproximuje plo¹nou míru.12.10. k-rozmìrná míra je míra. Sk je míra na (Rn;Mk(Rn)).Dùkaz. Uva¾ujme posloupnost fMjg po dvou disjunktníchMk(Rn)-mìøitelných podmno¾in Rn a jejichsjednocení M . Chceme dokázat Sk(M) = 1Xj=1 Sk(Mj):Mù¾eme pøedpokládat, ¾e M , Mj jsou Sk-kontrolované, jinak dostaneme na obou stranách nekoneèno.Jsou-li Pi �(gi(M ij)) dolní souèty k Sk(Mj), j = 1; 2; : : : , pakXi;j �(gi(M ij ))je dolní souèet k Sk(M). Odtud Sk(M) � 1Xj=1 Sk(Mj):(12.10)Naopak, buï Pmi=1 �(gi(Ai)) dolní souèet k Sk(M). Potom�(gi(Ai)) �Xj �(gi(Ai \Mj)) �Xj Sk(Ai \Mj); i = 1; 2; : : : ;ma z (12.10) plyne Xi Sk(Ai \Mj) � Sk(Mj); j = 1; 2; : : : :33



Tedy Xi �(gi(Ai)) �Xi �Xj Sk(Ai \Mj)� =Xj �Xi Sk(Ai \Mj)��Xj Sk(Mj):Pøechodem k supremu pøes v¹echny dolní souèty k Sk(E) dostávámeSk(E) �Xj Sk(Mj):(12.11)Z (12.10) a (12.11) plyne, ¾e Sk je míra.12.11. Rozklad lineárního zobrazení. Nech» A 2 L(Rk;Rn). PotomA = Q �D � P;kde Q 2 L(Rk;Rn) je izometrické zobrazení, matice zobrazení D 2 L(Rk;Rk) je diagonální s kladnýmidiagonálními prvky a P 2 L(Rk;Rk) je izometrické zobrazení (tedy s ortogonální maticí).Dùkaz. Matice [A]T [A] je symetrická pozitivnì de�nitní, tedy existuje ortonormální báze (~u1; : : : ; ~uk)prostoru Rk slo¾ená z vlastních vektorù matice [A]T [A]. Tedy[A]T [A]~ui = �2i ~ui; �i 2 (0;1); i = 1; : : : ; k:Potom Q, D a P budeme konstruovat jako lineární zobrazení, která zobrazují báze na báze: P (~ui) = ~ei,D(~ei) = �i~ei, Q(�i~ei) = A(~ui). Je tøeba ovìøit, ¾e Q je izometrie, tøeba tak, ¾e (Q(~e1); : : : ; Q(~ek)) jeortonormální báze prostoru Q(Rk). To je vidìt z následujícího výpoètuQ(~ei) �Q(~ej) = A(~ui)�i � A(~uj)�j = [A]T [A]ui�i�j � uj= (ui � uj = 1; i = j;�2i�i�j ui � uj = 0; i 6= j:12.12. Lemma o míøe lineárního obrazu. Nech» D : Rk ! Rk je lineární zobrazení, jeho¾ maticeje diagonální s kladnými diagonálními prvky. Potom�(D(E)) = JD �(E)pro ka¾dou mìøitelnou E � Rk.Dùkaz. Máme D(x) = (d1x1; : : : ; dkxk); x 2 Rk;kde d1; : : : ; dk jsou kladná reálná èísla. Pro ka¾dý k-rozmìrný intervalQ je D(Q) také k-rozmìrný intervala elementární geometrie dává `(D(Q)) = d1 : : : dk `(Q) = JD `(Q):Ve stejném pomìru dopadají také horní souèty k libovolné mno¾inì, tedy pro mìøitelné mno¾iny máme�(D(E)) = jJD j �(E):12.13. Lemma o míøe lipschitzovského obrazu II. Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina a ' : G!Rn je difeomor�smus. Potom pro ka¾dou mìøitelnou mno¾inu E � G platí(lip'�1)�k �k(E) � Sk('(E)) � (lip')k �k(E):(Výraz nalevo pokládáme za nulu, pokud '�1 není lipschitzovská).34



Dùkaz. Buï 
 = (lip'�1)�1 a g0(x) = 
'�1(x); x 2 '(E):Potom lip g0 � 1 a tudí¾ g0('(E))�(E) je dolní souèet k Sk(f(E)) (o jednom sèítanci). Odtud
 �k(E) � Sk('(E)):Nech» nyní Pi �(gi(Mi)) je dolní souèet k Sk('(E)). Potom podle lemmatu 12.3 jeXi �(gi(Mi)) �Xi lip(gi � ')k�('�1(Mi)) �Xi (lip')k�('�1(Mi)) � (lip')k�(E):Pøechodem k supremu pøes v¹echny dolní souèty dostanemeSk('(E)) � (lip')k�(E):12.14. Lemma o perturbaci izometrie. Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina, ' : G! Rn je spojitìdiferencovatelné zobrazení a t0 2 G. Jestli¾e '0(t0) je izometrické zobrazení, pak ke ka¾dému " > 0existuje okolí U bodu t0 tak, ¾e pro v¹echna t; t0 2 U je(1� ")jt0 � tj � j'(t0)� '(t)j � (1 + ")jt0 � tj:(12.12)Dùkaz. Najdìme kouli U se støedem v t0 a obsa¾enou vG tak, ¾e pro v¹echna t 2 U je k'0(t)�'0(t0)k < ".Pak pro t, t0 2 U mámej'(t0)� '(t)� ['0(t0)] (t0 � t)j = ���Z 10 dd� �'(t+ �(t0 � t))� ['0(t0)] (t+ �(t0 � t))� d����= ���Z 10 ['0(t+ �(t0 � t))� '0(t0)] (t0 � t) d����� "jt0 � tj = " ['0(t0)] (t0 � t)j:Odtud snadno plyne (12.12).12.15. Míra obrazu mno¾iny I. Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina a ' : G! Rn je difeomor�smus.Potom ke ka¾dému bodu t0 2 G a " > 0 existuje okolí U � G bodu t0 tak, ¾e pro ka¾dou mìøitelnoumno¾inu E � U je (1� ")k+1 ZE jJ'(t)j dx � Sk('(E)) � (1 + ")k+1 ZE jJ'(t)j dt:(12.13)Dùkaz. Podle lemmatu 12.11 existuje rozklad'0(t0) = Q �D � P;kde Q 2 L(Rk;Rn) je izometrické zobrazení, matice zobrazení D 2 L(Rk;Rk) je diagonální s kladnýmidiagonálními prvky a P 2 L(Rk;Rk) je izometrické zobrazení. Potom ' mù¾eme napsat ve tvaru' =  �D � P; kde  = ' � ('0(t0))�1 �Q:Podle vìty o souèinu determinantù máme pro ka¾dé � 2 I(n; k)J�' (t0) = J�QJDJP :Dále, [Q]T [Q] je jednotková matice a proto z Cauchy-Binetovy formule dostáváme jJQj = 1, podobnìjJP j = 1. Tedy jJ'(t0)j = jJQj jJDj jJP j = JD :(12.14)Buï s0 = D(P (t0)). Potom  0(s0) = Q, tj. izometrie, tak¾e podle lemmatu 12.14 existuje okolí V bodus0 tak, ¾e pro v¹echna s; s0 2 V je(1� ")js0 � sj � j'(s0)� '(s)j � (1 + ")js0 � sj:Podle lemmatu 12.13 je potom (1� ")k�(F ) � Sk( (F )) � (1 + ")k�(F )(12.15)pro ka¾dou mìøitelnou mno¾inu F � V . S vyu¾itím spojitosti jakobiánu najdeme okolí U bodu t0 tak,¾e D � P (U) � V a (1 + ")�1jJf (t0)j � Jf (t) � (1� ")�1Jf (t0); 8t 2 U:(12.16) 35



Pro ka¾dou mìøitelnou mno¾inu E � U a F = D � P (E) máme podle lemmatu 12.12 a odhadù (12.15),(12.14) a (12.16) �('(E)) = �( (F ) � (1 + ")k�(F ) = (1 + ")kjJDj�(P (E))= (1 + ")kJ'(t0)�(E) = ZE Jf (t0) dt� (1 + ")k+1 ZE Jf (t) dt:Obdobnì ovìøíme druhou z dokazovaných nerovností.12.16. Míra obrazu mno¾iny II. Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina a ' : G ! Rn je difeomor�s-mus. Potom ka¾dou mìøitelnou mno¾inu H � G jeSk('(H)) = ZH jJ't)j dt:Dùkaz. Zvolme " 2 (0; 1). Mno¾inu G pokryjeme posloupností Bj takových koulí, ¾e pro ka¾dé j =1; 2; : : : a ka¾dou mìøitelnou E � Bj platí (12.13). Pou¾ijeme trik zdisjunktnìní 1.13 a dostanemez mno¾in H \Bj posloupnost fEjg po dvou disjunktních mìøitelných mno¾in tak, ¾eH = 1[j=1Eja (1� ")k+1 ZEj jJ'(t)j dt � �('(Ej)) � (1 + ")k+1 ZEj jJ'(t)j dt:Seètením pøes j dostaneme(1� ")k+1 ZH jJ'(t)j dt � �('(H)) � (1 + ")k+1 ZH jJ'(t)j dt:Limitní pøechod pro "! 0 dává tvrzení.12.17. Vìta o substituci. Nech» G � Rk je otevøená mno¾ina a ' : G ! Rn je difeomor�smus.Nech» u je mìøitelná funkce na '(G). PotomZf(G) u(x) dx = ZG u('(t))jJ'(t)j dt;pokud alespoò jedna strana má smysl.Dùkaz. Uva¾ujme na �-algebøe v¹ech mìøitelných podmno¾in G míry� : E 7! ZE jJ'(t)j dt; � : E 7! Sk('(E)):Podle lemmatu 12.16 se tyto míry rovnají, tedy se rovnají i integrály podle tìchto mìr, co¾ je v podstatìtvrzení vìty.12.18. Dùkaz \obyèejné" vìty o substituci. Vìta o substituci 11.3 je speciálním pøípadem vìty12.17 pro k = n, uvá¾íme-li, ¾e (v dùsledku lemmatu 12.3) triviálnì platí Sn = �n.12.19. Poznámka o Hausdor�ovì míøe. Zpùsob, kterým de�nujeme k-rozmìrnou míru není jedinýani nejbì¾nìj¹í. Obecnì se za k-rozmìrné míry pova¾ují (velmi zhruba øeèeno) míry, které na podm-no¾inách k-rozmìrných ploch dávají to, co od nich èekáme. Na mno¾inách, které se nevejdou do k-rozmìrných ploch, mohou rùzné k-rozmìrné míry vést k rùzným výsledkùm.Nejznámìj¹í k-rozmìrnou mírou je tzv. Hausdor�ova míra, viz. napø. [LM], [DIPP]. Hausdor�ovamíra má smysl i pro necelé hodnoty k, co¾ má význam pro urèování dimenze fraktálù apod. NevýhodouHausdor�ovy míry je, ¾e pøi jejím poctivém zavádìní je nutno provést nìkolik výraznì netriviálníchkrokù.Kdybychom chtìli pou¾ívat Hausdor�ovu míru Hk namísto Sk, a dokázat pro ni napø. analogii vìtyo substituci 12.17, staèilo by ovìøit, ¾e ka¾dá borelovská mno¾ina je Hk-mìøitelná a ¾e platí analogielemmatu 12.13 pro Hk. 36



13. Køivkový a plo¹ný integrál pøes orientované plochy13.1. Teèný prostor k plo¹e. Nech» 
 je k-rozmìrná plocha a x 2 
. Teèný prostor k 
 v bodì x jeprostor '0(t)(Rk), kde ' : G! 
 je parametrizace relativního okolí bodu x na 
 s t = '�1(x) (snadnonahlédneme, ¾e na volbì ' teèný prostor nezávisí). Znaèíme jej Tx(
). Bázi teèného prostoru k 
 v bodìx tedy tvoøí vektory @'@t1 (t); : : : ; @'@tk (t):13.2. Orientace lineárního prostoru. Jsou-li V;W lineární prostory, znaèíme L(V;W) mno¾inuv¹ech lineárních zobrazení (homomor�smù) prostoru V do W a GL(V;W) mno¾inu v¹ech izomor�smùz L(V;W).Nech» V je lineární prostor dimenze k. Je-li k > 0, øekneme, ¾e A;B 2 GL(Rk;V) jsou souhlasnìorientované, jestli¾e JB�1A > 0; jinak øekneme, ¾e jsou opaènì orientované. Pokud k = 0, pak GL(Rk;V)obsahuje pouze jeden izomor�smus 0, a to nulovému prvku prostoruRk pøiøazující nulový prvek prostoruV. De�nujeme, ¾e izomor�smus 0 je souhlasnì orientován sám se sebou. RozkladGL(Rk;V) = GL+(Rk;V) [GL�(Rk;V)mno¾iny GL(Rk;V) na dvì disjunktní tøídy nazveme orientací prostoru V, jestli¾e platí, ¾e A; B 2GL+(Rk;V) jsou v¾dy souhlasnì orientované, a stejnì tak A; B 2 GL�(Rk;V).Orientace není urèená prostoremV, nýbr¾ je to dodateèná struktura na V. Orientovat lineární prostorznamená v¾dy volbu ze dvou mo¾ností: Zvolíme B 2 GL(Rk;V) a rozhodneme se, zda bude patøitdo GL+(Rk;V) nebo do GL�(Rk;V). Vybranou tøídu doplníme o v¹echny izomor�smy z GL(Rk;V)orientované souhlasnì s B a druhá tøída bude doplnìk do GL(Rk;V). Dal¹í orientaci získáme tak, ¾ezamìníme role GL+(Rk;V) a GL�(Rk;V). ®ádná jiná orientace u¾ není. I v pøípadì k = 0 mámedvì mo¾nosti pro orientaci, a sice GL+(R0;V) = f0g, GL�(R0;V) = ; (tzv. kladná orientace) neboobrácenì (tzv. záporná orientace).Ekvivalentní zpùsob orientace prostoru je rozli¹ování kladných a záporných bází. Je-li A 2 GL(Rk;V),pak (A(~e1); : : : ; A(~ek)) je báze prostoru V a toto pøiøazení je vzájemnì jednoznaèné. Báze (~x1; : : : ; ~xk)orientovaného vektorového prostoru se tedy nazve kladnou, kdy¾ existuje A 2 GL+(Rk;V) tak, ¾e~xi = A(~ei), i = 1; : : : ; k.13.3. Orientace k-rozmìrné plochy. Nech» 
 � Rn je k-rozmìrná plocha. Øekneme, ¾e 
 je ori-entovaná, jestli¾e v ka¾dém bodì x 2 
 je orientován teèný prostor Tx(
), a to tak, ¾e pro ka¾douparametrizaci ' : G! 
 je mno¾inaft 2 G : '0(t) 2 GL+(Rk; T'(t)(
))g(13.1)otevøená. Pokud pro parametrizaci ' je mno¾ina z (13.1) celé G, øekneme, ¾e ' je kladná. Analogickyde�nujeme zápornou parametrizaci.13.4. Orientovaný integrál. Nech» 
 � Rn je orientovaná k-rozmìrná plocha a � 2 f1; : : : ; ngk jemultiindex. Potom existuje právì jedna spojitá funkce dS�k =dSk tak, ¾edS�kdSk ('(t)) = J�' (t)jJ'(t)j ; t 2 G(13.2)pro ka¾dou kladnou parametrizaci ' : G ! 
. Dùkaz nezávislosti na parametrizaci je snadné (a nudné)cvièení. Pou¾íváme také znaèení dx�1 : : : dx�kdSk = dS�kdSkOrientovaný integrál je integrál tvaruZ
 f dx� : : : dx�k := Z
) f(x) dS�kdSk (x) dSk(x);kde f je taková funkce, aby výraz na pravé stranì mìl smysl.Orientovaný integrál zmìní znaménko pøi zmìnì orientace plochy, a nejen to: zamìníme-li tranzpozicípoøadí \diferenciálù" dx�1 ; : : : ; dx�k , také zmìníme znaménko integrálu.Je-li 
 nulrozmìrná orientovaná plocha a � prázdný multiindex, de�nujemeZ
 f = Xx2
+ f(x)� Xx2
� f(x);37



kde 
+, resp. 
� je mno¾ina bodù x 2 
, kde teèný prostor je orientován kladnì, resp. zápornì.13.5. Vìta o substituci pro orientovaný integrál. Nech» 
 � Rn je orientovaná k-rozmìrná plo-cha, � 2 f1; : : : ; ngk a f : 
 ! Rn je Sk-mìøitelná funkce. Nech» ' : G ! 
 je kladná parametrizace.Potom Z'(G) f dx� : : : dx�k = ZG f('(t)) det(r'�k (t); : : : ;r'�k (t)) dt = ZG f('(t)) J�' (t) dt;pokud nìkterý z integrálù konverguje.Dùkaz. Dùkaz je zøejmý z (13.2).13.6. Lemma o derivování jakobiánù. Nech» U � Rk je otevøená mno¾ina a g = (g1; : : : ; gk�1) :U ! Rk�1 je dvakrát spojitì diferencovatelné zobrazení. PotomkXi=1 @@xi det�~ei;rg2(x); : : : ;rgk(x)� = 0:(13.3)Dùkaz. S vyu¾itím zámìny parciálních derivací mámekXi=1 @@xi det�~ei;rg1(x); : : : ;rgk�1(x)� = kXi=1 kXj=1 @@xi�@g1@xj det�~ei; ~ej ;rg2; : : : ;rgk�1(x)��= kXi=1 kXj=1 @2g1@xi@xj det�~ei; ~ej ;rg2; : : : ;rgk�1(x)��+ kXj=1 @g1@xj � kXi=1 @@xi det�~ei; ~ej ;rg2; : : : ;rgk�1(x)��:(13.4)
Výraz na pøedposledním øádku výpoètu (13.4) vymizí, nebo»det(~ei; ~ej ; : : : ) = � det(~ej ; ~ei; : : : ); det(~ei; ~ei; : : : ) = 0:Na posledním øádku (13.4) zjistíme, ¾e k dokonèení dùkazu potøebujeme opìt (13.3), ale staèí nám vespeciálním pøípadì, kdy g1(x) = xj , tak¾e rg1(x) = ~ej . Rekurentním opakováním postupu se dopracu-jeme k postaèitelnosti ovìøení (13.3) v pøípadì, ¾e v¹echny gj jsou lineární polynomy. V tom pøípadìv¹echny rgj jsou konstantní vektory, determinant, který derivujeme je také konstantní a derivace kon-stanty je nulová.13.7. Plocha s krajem. Pojem k-rozmìrná orientovaná plocha s krajem budeme pou¾ívat pro dvojici(
;�), kde 
 � Rn je k-rozmìrná orientovaná plocha, � � Rn je (k�1)-rozmìrná orientovaná plochaa 
 a � jsou navzájem svázány následujícím zpùsobem: Ke ka¾dému bodu x 2 
 [ � existuje okolí Ubodu x v Rn, otevøená mno¾ina G � Rk a difeomor�smus ' : G! U tak, ¾e oznaèíme-li'
(t) := '(t); t 2 G
 := ft 2 G; t1 < 0g;'�(s) := '(0; s1; : : : ; sk�1); s 2 G� := fs 2 Rk�1 : (0; s1; : : : ; sk�1) 2 Gg;pak '
 je parametrizace 
 \ U , '� je parametrizace � \ U a buï jsou '
 i '� kladné, nebo jsou obìzáporné. Po¾adujeme '
(G
) = 
 \ U; '�(G�) = � \ U:Pøi parametrizaci bodu x 2 
 se ov¹em mù¾e stát, ¾e G� = ;.Poznamenejme, ¾e pou¾ívá-li se v literatuøe pojem \plocha s krajem" pro jednu mno¾inu, myslí se tímobvykle 
 [ �.13.8. Obecná Stokesova vìta. Nech» (
;�) je k-rozmìrná orientovaná plocha s krajem. Nech» 
 n(
 [ �) má Sk�1-míru nula (
 je uzávìr vzhledem k Rn). Nech» 
 je omezená. Nech» W � Rn jeotevøená mno¾ina obsahující 
. Potom pro ka¾dý multiindex � 2 I(n; k�1) a ka¾dou spojitou funkcif :W ! R spojitì diferencovatelnou uvnitø W platíZ� f dx�1 ; : : : dx�k�1 = nXi=1 Z
 @f(x)@xi dxi dx�1 ; : : : dx�k�1 ;(13.5)pokud integrály na obou stranách konvergují. 38



Dùkaz. 1. krok: Ke ka¾dému bodu �x 2 
 [ � chceme najít okolí U�x bodu �x v Rn tak, ¾e (13.5) platípro f s nosièem v U�x. Uva¾ujme difeomor�smus ', urèující okolí U�x a parametrizace '
 : G
 ! 
 \U�xa '� : G� ! � \ U�x jako v de�nici plochy s krajem. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e mno¾iny U�x, G jsouomezené. Najdeme a > 0 tak, ¾e G � (�a; a)� � � � � (�a; a)(13.6)Pro ka¾dé b 2 R budeme znaèit Lb = ft 2 Rk : t1 < �bg:Nech» funkce f má nosiè v U�x. Najdìme otevøenou mno¾inu V � U�x tak, ¾espt f � V a V � U�x;a otevøenou mno¾inu H � G tak, ¾e '�1(V ) � H a H � G:Zaveïme H
 a H� analogicky jako G
 a G�. Podle vìty 19.5 existují '� : H ! Rn, kde 0 < � < �0 jehorní index, tak, ¾e pro � ! 0 máme'� � '; r'� � r' na H:(13.7)Zvolme b > c > 0 tak, ¾e [�b; 0] � H� � G. Z kompaktnosti nosièe funkce f a mno¾iny '(H \ Lc)odvodíme, ¾e existuje " > 0 tak, ¾e pro v¹echna x 2 spt f je B(x; ") � V a pro v¹echna x 2 '(H \ Lc)je B(x; ") �W . Ze stejnomìrné konvergence '� ! 'plyne, ¾e existuje �1 > 0 tak, ¾e pro 0 < � < �1 a t 2 H jej'�(t)� '(t)j < ":(13.8)Pro 0 < � < �1 de�nujme funkce h�j : Lc ! R pøedpisemh�j(t) = (f('�(t)) det(~ej ;r'��1(t); : : : ;r'��k�1(t); t 2 H;0; t =2 H:Nech» 0 < � < �1. Z (13.8) a de�nice " odvodíme, ¾e pro t 2 H \ Lc je '�(t) 2 W . Podobnì prot 2 Lc\H n'�1(V ) je '�(t) =2 spt f a tudí¾ h�j(t) = 0. Dostáváme, ¾e h�j jsou spojitì diferencovatelné jakna Lc\H , tak na Lc n'�1(V ), tudí¾ i na sjednocení tìchto dvou otevøených mno¾in, co¾ je Lc. S pomocíFubiniovy vìty a (13.6) mámeZLb @h�1@t1 (t) dt = Z(�a;a)k�1�Z �b�a @h�1@t1 (t1; t2; : : : ; tk) dt1� dt2 : : : dtk= Z(�a;a)k�1�h�1(�b; t2; : : : ; tk)� h�1(�a; t2; : : : ; tk)� dt2 : : : dtk= ZRk�1 h�1(�b; s1; : : : ; sk�1) ds:Podobnì, integrujeme-li nejprve podle j-té promìnné a pak podle ostatních, dostanemeZLb @h�j@tj (t) dt = 0; j = 2; : : : ; k;tedy ZLb kXj=1 @h�j@tj (t) dt = ZRk�1 h�1(�b; s1; : : : ; sk�1) ds:(13.9) 39



Z lemmatu 13.6 snadno odvodíme, ¾ekXj=1 @h�j@tj (t) = kXj=1 nXi=1 @f@xi ('�(t)) det(@'�i@tj ~ej ;r'��1(t); : : : ;r'��k�1(t))+ f('�(t)) kXj=1 @@tj det(~ej ;r'��1(t); : : : ;r'��k�1(t))= nXi=1 @f@xi ('�(t)) det(r'�i ;r'��1(t); : : : ;r'�k�1(t)):S pomocí (13.9) dostávámeZH\Lb nXi=1 @f@xi ('�(t)) det(r'�i ;r'��1(t); : : : ;r'�k�1(t))= ZLb kXj=1 @h�j@tj (t) dt= ZRk�1 h�1(�b; s1; : : : ; sk�1) ds= ZH��f � '� det(~e1;r'��1 ; : : : ;r'��k�1)�(0; s1; : : : ; sk�1) ds:(13.10)
Stejnomìrná konvergence 13.7 staèí pro zámìnu limity a integrálu v (13.10). DostávámeZH\Lb nXi=1 @f@xi ('(t)) det(r'i;r'�1(t); : : : ;r'�k�1(t))= ZH��f � ' det(~e1;r'�1 ; : : : ;r'�k�1)�(�b; s1; : : : ; sk�1) ds:Rutinní limitní pøechod pro b! 0 (zde vyu¾íváme konvergenci integrálu na pravé stranì (13.5), která sepromítá do konvergence integrálu pøes H
 v následující formuli, detaily proveïte samostatnì) dáváZH
 nXi=1 @f@xi ('(t)) det(r'i;r'�1(t); : : : ;r'�k�1(t))= ZH��f � ' det(~e1;r'�1 ; : : : ;r'�k�1)�(0; s1; : : : ; sk�1) ds= ZH� f('�(s)) det(r'��1(s); : : : ;r'��k�1(s)) ds:Odtud podle vìty o substituci dostáváme rovnou (13.5).2. krok: Nyní budeme dokazovat (13.5) za dodateèného pøedpokladuspt f \N = ;; kde N = 
 n (
 [ �)(13.11)Podle prvého kroku ke ka¾dému bodu �x nosièe funkce f najdeme okolí U�x tak, ¾e (13.5) platí profunkce s nosièem v U�x. Nyní pou¾ijeme vìtu o rozkladu jednotky 19.8 k nalezení nezáporných spojitìdiferencovatelných funkcí !q, q = 1; : : : ;m, tak, ¾e Pq !q = 1 na spt f a ka¾dá z funkcí !q má nosièv nìkteré U�x. Jeliko¾ (13.5) platí pro ka¾dou z funkcí f!q, q = 1; : : : ;m, platí i pro jejich souèet, co¾ jefunkce f . Tím jsme dokázali (13.5) za pøedpokladu (13.11).3. krok Nyní odstraníme pøedpoklad (13.11) a doká¾eme Stokesovu vìtu ji¾ v plné obecnosti. Uva¾u-jme lineární zobrazení �� : Rn ! Rk�1,��(x1; : : : ; xn) = (x�1 ; : : : ; x�k�1):40



Oznaème Z = ��1� (��(N);A = Rk�1 n��(N);E = nx 2 � : dS�kdSk = 0o;Ei = nx 2 
 : dxi dx�1 : : : dx�k�1dSk = 0o; i = 1; : : : ; n:Jeliko¾ � je relativnì otevøená v 
 n
, je mno¾ina N uzavøená tamté¾ a z omezenosti 
 plyne, ¾e N jekompaktní. Odtud dostáváme, ¾e ��(N) je kompaktní podmno¾ina Rk�1, a jeliko¾ N je Sk�1-nulová, je�k�1(��(N)) = 0:Najdìme posloupnost fKjg kompaktních podmno¾in Rn�1 tak, ¾eK1 � K2 � : : : ; 1[j=1Kj = A \ ��(
)(napø. Kj = ft 2 ��(
) : dist(t; @A) � 1=jg. Podle dùsledku 19.9 existuje ke ka¾dému j = 1; 2; : : :spojitì diferencovatelná funkce �j : Rn�1 ! [0; 1] tak, ¾e spt �j � A a �j = 1 na Kj . Funkce (�j � ��)fsplòují (13.11). Podle pøedchozí èásti dùkazu jeZ�(�j ���)f dx�1 : : : dx�k�1 = Z
(�j ���) nXi=1 @f@xi (x) dxi dx�1 : : : dx�k�1 ;(13.12)nebo» pro ka¾dé i = 1; : : : ; n je@@xi (�j ���) = 0 nebo dxi dx�1 : : : dx�k�1dSk = 0:Máme (�j ���)f dS�kdSk ! f dS�kdSk na � n (Z nE);(13.13)a (�j ���) @f@xi dxi dx�1 : : : dx�k�1dSk ! @f@xi dxi dx�1 : : : dx�k�1dSk na 
 n �Z n n\i=1Ei�(13.14)Pøedpokládejme, ¾e je nám známo Sk�1(� \ (Z nE)) = 0;(13.15)a Sk�
 \ (Z n n\i=1Ei)� = 0:(13.16)Potom konvergence (13.13) nastává Sk�1-skoro v¹ude na � a konvergence (13.14) nastává Sk-skoro v¹udena 
. Jeliko¾ integrály na obou stranách (13.5) konvergují, absolutní hodnoty integrandù se dají pou¾ítjako majoranty, mù¾eme v (13.12) udìlat limitní pøechod podle Lebesgueovy vìty, a tím dostaneme(13.5). Tím by byl dùkaz dokonèen, zbývá nám dokázat (13.15) a (13.16).4. krok: Doká¾eme (13.15). Nech» x 2 � n E. Buï H � Rk�1 otevøená mno¾ina a  : H ! �parametrizace, x =  (s) 2  (H). Pomocí vìty o lokálním difeomor�smu najdeme okolí H 0 bodu s tak,¾e �� �  bH 0 je invertibilní, tedy existuje k ní inverzní h : H 00 ! H 0. Polo¾me ~ =  � h. Potom  jeparametrizace a existuje okolí V bodu x tak, ¾e V \ � � ~ (H 00). Jeliko¾ �k�1(��(N)) = 0, podle vìty12.13 je Sk�1(V \ � \ Z) = Sk�1( ~ (H 00 \ ��(N))) = 0:Ke ka¾dému bodu x 2 � n E tedy existuje okolí V tak, ¾e Sk�1(V \ � \ Z) = 0. Jeliko¾ z tìchto okolímù¾eme vybrat spoèetné podpokrytí mno¾iny � nE, jeSk�1((� nE) \ Z) = 0:41



5. krok: Doká¾eme (13.16). Dùkaz se li¹í od pøedchozího kroku jen v detailech. Zvolme i 2 f1; : : : ; ngpevné. Nech» x 2 
 nEi. Buï ' : G! 
 parametrizace, x = '(t) 2 '(G). Uva¾ujme zobrazení�i;� : x 7! (xi; x�1 ; : : : ; x�k�1) : Rn ! Rk:Pomocí vìty o lokálním difeomor�smu najdeme okolí G0 bodu t tak, ¾e �i;� � 'bG0 je invertibilní, tedyexistuje k ní inverzní g : G00 ! G0. Polo¾me ~' = '�g. Potom ' je parametrizace a existuje okolí U bodux tak, ¾e U \ 
 � ~'(G00). Jeliko¾ �k�1(��(N)) = 0, je�k(R��i;�(N)) = 0:Tedy podle vìty 12.13 je Sk(U \ 
 \ Z) = Sk( ~'(G00 \ (R��i;�(N)))) = 0:Ke ka¾dému bodu x 2 
 n Ei tedy existuje okolí U tak, ¾e Sk(U \ 
 \ Z) = 0. Jeliko¾ z tìchto okolímù¾eme vybrat spoèetné podpokrytí mno¾iny 
 nEi, jeSk((
 nEi) \ Z) = 0:Tím je dùkaz ukonèen.13.9. Køivkový integrál druhého druhu. Nech» 
 je jednorozmìrná orientovaná plocha. Potom jed-notkové teèné pole ~� = (�1; : : : ; �n) na 
 (nìkdy znaèíme té¾ ~�
) je dáno vzorcem�i = dxids ;kde ds := dS1.Pro ka¾dou kladnou parametrizaci ' : (a; b)! 
 platí~� ('(t)) = '0(t)j'0(t)j ; t 2 (a; b):Je-li ~f = (f1; : : : ; fn) : 
 ! Rn vektorové pole na 
, de�nujeme jeho køivkový integrál druhého druhujako Z
 ~f � ~� ds = Z
 f1 dx1 + � � �+ fn dxn:Pro úplnost dodejme, ¾e køivkový integrál prvého druhu je název pou¾ívaný pro integrál skalárního polepodle jednorozmìrné míry (napø. podle S1).13.10. Vektorový souèin. Nech» ~u1; : : : ; ~un�1 2 Rn,~ui = nXj=1 uij~ej :De�nujme vektorový souèin vektorù ~u1; : : : ; ~un�1 pøedpisem~u1�� � ��~un�1 := (�1)n�1 det(~w2; : : : ; ~wn)~e1+(�1)n�2 det(~w1; w3; : : : ; ~wn) e2+� � �+det(~w1; : : : ; ~wn�1) en;kde ~wj = n�1Xi=1 uij~ei:Vektorový souèin lze charakterizovat vzorcem(~u1 � � � � � ~un�1) � ~y = det(~y; ~u1; : : : ; ~un�1) 8~y 2 Rn:(13.17)Odtud je zøejmé, ¾e vektorový souèin je kolmý na v¹echny své èinitele.13.11. Plo¹ný integrál druhého druhu. Nech» 
 je (n�1)-rozmìrná orientovaná plocha. Potom jed-notkové normálové pole ~� = (�1; : : : ; �n) na 
 (nìkdy znaèíme té¾ ~�
) je dáno vzorcem�1 = (�1)n�1 dx2 : : : dxndS ; �2 = (�1)n�2 dx1 dx3 : : : dxndS ; : : : ; �n = dx1 : : : dxn�1dS ;kde dS := dSn�1. Pro ka¾dou kladnou parametrizaci ' : G! 
 platí~�('(t)) = �J'(t)jJ'(t)j ; t 2 G;42



kde �J'(t) = @'@t1 � � � � � @'@tk(ovìøte samostatnì). Odtud je zøejmé, ¾e ~�(x) je jednotkový vektor kolmý na Tx(
).Je-li ~f = (f1; : : : ; fn) : 
 ! Rn vektorové pole na 
, de�nujeme jeho plo¹ný integrál druhého druhujako Z
 ~f � ~� dS;kde dS = dSn�1. Pro n = 3 mámeZ
 ~f � ~� dS = Z
 f1 dx2 dx3 + f2 dx3 dx1 + f3 dx1 dx2;pro n = 2 je Z
 ~f � ~� dS = Z
 f2 dx1 � f1 dx2:Pro úplnost dodejme, ¾e plo¹ný integrál prvého druhu je název pou¾ívaný pro integrál skalárního polepodle (n�1)-rozmìrné nebo obecnìji k-rozmìrné míry (napø. podle Sk).13.12. Poznámky k orientaci. Nech» (
;�) je k-rozmìrná orientovaná plocha s krajem. Následujícípoznámky jsou psány místy intuitivním jazykem. Postøehy zalo¾ené na formulacích v uvozovkách mohouslou¾it pouze k vytvoøení hypotézy, kterou je pak tøeba ovìøit rigorózním zpùsobem.Je-li k = n, pak O je otevøená podmno¾ina Rn. Nech» orientace O je pøirozená, èím¾ rozumíme,¾e identické zobrazení je kladná parametrizace. Potom normála ~�� ke � \smìøuje ven z 
", toti¾ prodostateènì malá t > 0 máme x+ t ~��(x) =2 
; x� t ~��(x) 2 
:Je-li k = 1, uva¾ujme pøípad, ¾e køivka O je difeomorfvní obraz intervalu a 
 je podinterval. Pak\probíháme-li køivku 
 ve smìru teèného vektoru ~�
, poèáteèní bod a je zápornì orientovaný a koncovýbod b kladnì."Pro n = 3 a k = 2 platí pravidlo pravé ruky: \trèí-li palec ve smìru normály ~�
, pak zakøivené prstyukazují kam smìøuje ~��." V bodì x 2 � máme kromì normály ~�
 je¹tì normálu ~�� vnìj¹í vzhledemk 
, tj. jednotkový vektor, který le¾í v Tx(O), je kolmý na Tx(�) a \smìøuje ven z 
", toti¾ existuje
 : (�1; 1)! O tak, ¾e 
((�1; 0)) � 
, 
((0; 1)) \ 
 = ; a 
0(0) = ~��(x). Potom~�O(x) = ~��(x) � ~��(x):Pro n = k = 2 \teèný vektor obíhá 
 proti smìru hodinových ruèièek". Z obecného pøípadu n = kznáme orientaci ~��(x). Odtud urèíme ~��(x) = �1~e2 � �2~e1, kde ~� = ~��(x).13.13. Divergence, gradient, rotace. Nech» U � Rn je otevøená mno¾ina, u : U ! R je spojitìdiferencovatelná funkce a ~f = (f1; : : : ; fn) : U ! Rn je spojitì diferencovatelné vektorové pole. De�nu-jeme ru =�!! grad u :=Xi @u@xi~ei ; (gradient u);div ~f :=Xi @fi@xi ; (divergence ~f)curl ~f = @f2@x1 � @f1@x2 (rotace ~f; n = 2);�!! curl ~f := � @f3@x2 � @f2@x3 �~e1 + � @f1@x3 � @f3@x1�~e2 + � @f2@x1 � @f1@x2�~e3 (rotace ~f; n = 3):13.14. Dùsledky Stokesovy vìty. Nech» U � Rn je otevøená mno¾ina, u : U ! R je spojitì diferen-covatelná funkce a ~f = (f1; : : : ; fn) : U ! Rn je spojitì diferencovatelné vektorové pole. Pøedpokláde-jme, ¾e U , 
 a � splòují pøedpoklady vìty 13.8. V druhém øádku pøedpokládáme, ¾e � sestává z kladnì43



orientovaného bodu b a zápornì orientovaného bodu a.Z� ~f � ~� dS = Z
 div ~f dx (k = n, Gauss, vìta o divergenci),u(b)� u(a) = Z
 �!! grad u � ~� ds (k = 1, vìta o potenciálu),Z� ~f � ~� ds = Z
 �!! curl ~f � ~� dS (n = 3, k = 2, Stokes),Z� ~f � ~� ds = Z
 curl ~f dx (n = k = 2, Green).14. Vìty o konvergenciBuï (X;S; �) prostor s mírou.14.1. Èeby¹evova nerovnost. Nech» f � 0 je mìøitelná funkce na D 2 S a a > 0. Potom�(D \ ff � ag) � RD f d�a :Dùkaz. Zøejmì �(D \ ff � ag) � ZD\ff�ag fa d� � RD f d�a :14.2. Konvergence v míøe. Nech» f , fj , j = 1; 2; : : : , jsou mìøitelné funkce na D 2 S. Øekneme, ¾efj ! f v míøe, jestli¾e pro ka¾dé " > 0 platílimj!1 ��fjfj � f j � "g� = 0:14.3. "-� spojitost integrálu. Nech» f je integrovatelná funkce na X. Potom ke ka¾dému " > 0 existuje� > 0 tak, ¾e pro v¹echna E 2 S platí�(E) < � =) ZE jf j d� < ":Dùkaz. Nech» Ej = fjf j � jg:Podle Lebesgueovy vìty 3.8 (majoranta jf j) jelimj!1 ZEj jf j d� = limj!1 ZX jf j�Ej d� = 0;tak¾e existuje k 2 N tak, ¾e ZEk jf j d� < ":Nech» E 2 S, �(E) < � := �(Ek). PotomZE jf j d� = ZE\Ek jf j d�+ ZEnEk jf j d�� ZE\Ek jf j d�+ k �(E nEk) � ZE\Ek jf j d�+ k �(Ek nE)� ZE\Ek jf j d�+ ZEknE jf j d� = ZEk jf j d�< ":14.4. Jegorovova vìta. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, která je koneèná. Nech» ffjg je posloupnostS-mìøitelných funkcí na X. Pøedpokládejme, ¾e fj ! f skoro v¹ude. Potom pro ka¾dé " > 0 existujemno¾ina G 2 S tak, ¾e �(G) < " a fj ! f stejnomìrnì na X nG.44



Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e f = 0. Zvolme " > 0. OznaèmeEjk = [i�jfjfij � 1=kg:Potom limj �(Ejk) = ��\j Ejk� = 0(zde jsme vyu¾ili, ¾e �(X) <1, viz. 1.14(c)), a proto existuje Gk 2 fEjk : j 2 Ng tak, ¾e�(Gk) < 2�k":Polo¾me G =[k Gk:Potom �(G) < ". Je-li dáno pøirozené k, potom existuje pøirozené j tak, ¾e Gk = Ejk . Je-li i � j a x =2 G,potom jfi(x)j < 1=k. Tedy fj ! 0 stejnomìrnì na X nG.14.5. Cantelliho vìta. Nech» fEjg je posloupnost mìøitelných podmno¾in X. Jestli¾e1Xj=1 �(Ej) <1;potom �� 1\k=1 1[j=kEj� = 0:Dùkaz. Máme �� 1\k=1 1[j=kEj� � infk2N �� 1[j=kEj�� infk2N 1Xj=k �(Ej) = 0:14.6. Vztah konvergence v míøe, konvergence skoro v¹ude a konverence v Lp. Nech» f , fjjsou mìøitelné funkce na X . Pøipomeòme, ¾e konvergence fj ! f v Lp znamená podle de�nicekfj � fkp ! 0.(a) Nech» fj ! f v Lp(X). Potom fj ! f v míøe.To je snadný dùsledek Èeby¹evovy nerovnosti 14.1.(b) Nech» fj ! f v míøe. Nech» existuje \integrovatelná majoranta" g 2 Lp(X), p < 1, tak, ¾ejfj j � g skoro v¹ude, j = 1; 2; : : : . Potom fj ! f v Lp(X).Bez újmy na obecnosti f = 0. Pro ka¾dé " > 0 mámeZX jfj jp d� � Zfjfj j�"jgjg jfj jp d�+ Zfg<"g jfj jp d�+ Zfjfj j�"2g jfj jp d�� " ZX jgjp d�+ Zfg<"g jgjp d�+ Zfjfj j�"2g jgjp d�:První integrál jde k nule pro "! 0. Druhý také, to plyne z Lebesgueovy vìty 3.8 s majorantou g. Tøetíintegrál jde k nule pro j !1 z vìty 14.3 a de�nice konvergence v míøe.(c) Nech» �(X) <1. Jestli¾e fj ! f skoro v¹ude, pak fj ! f v míøe.To je snadný dùsledek Jegorovovy vìty 14.4.(d) Jestli¾e fj ! f v míøe, pak existuje vybraná posloupnost, která konverguje skoro v¹ude.Bez újmy na obecnosti f = 0. Polo¾me f (0)j = fj a pro m = 1; 2; : : : najdeme ff (m)j gj vybranouz ff (m�1)j gj tak, ¾e Xj ��fjf (m)j j � 1=mg� <1:45



Podle Cantelliho vìty 14.5 je pak i�(Em) = 0; kde Em = 1\k=1 1[j=kfjf (m)j j � 1=mg:Zøejmì x =2 Em =) lim supj jf (m)j (x)j � 1=m:Polo¾me gj = f (j)j . Potom pro ka¾dé m je fgjgj a¾ na koneènì mnoho èlenù vybraná posloupnostz ff (m)j gj , tedy gj ! 0 skoro v¹ude. 15. Vektorové míry15.1. Ideál. Nech» S je �-algebra. Systém mno¾in I � S se nazývá ideál �-algebry S, je-li splnìno(I-1) A 2 I, B 2 S, B � A =) B 2 I,(I-2) A 2 I, B 2 I =) A [ B 2 I.15.2. Vektorová míra. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor a I � S. Nech» V je vektorový prostorkoneèné dimenze. Mno¾inová funkce � : I ! V se nazývá obecná vektorová míra na S, jestli¾e splòuje(VeM-1) I je ideál �-algebry S,(VeM-1) �(;) = 0,(VeM-2) jestli¾e Aj 2 I, j = 1; 2; : : : , jsou po dvou disjunktní, A = 1Sj=1Aj , potomA 2 I =) �(A) = 1Xj=1 �(Aj):Poznamenejme výslovnì, ¾e øíkáme obecná vektorová míra na S, aèkoli de�nièní obor je pouze I.Jestli¾e I = S, pak se � nazývá se koneèná vektorová míra. Mno¾iny, které nele¾í v I jsou \podezøelé"z toho, ¾e na nì nemù¾eme � roz¹íøit pøi zachování podmínky koneènosti.Jestli¾e X = SXj , kde Xj 2 I, øekneme, ¾e � je �-koneèná.Jestli¾e V = R, pou¾íváme místo \vektorová míra" název \znaménková míra" nebo \náboj".15.3. Variace vektorové míry. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor, I � S je ideál a � : I ! V jeobecná vektorová míra na S. Pro E 2 S de�nujmej�j(E) = supnXj j�(Ej)j : Ej 2 I jsou po dvou disjunktní; [j Ej � Eo:Mno¾inová funkce j�j se nazývá variace vektorové míry �. V de�nici variace není podstatné, zda uva¾u-jeme koneèné èi nekoneèné souèty. Také mù¾eme uva¾ovat jen takové souèty, ¾e sjednocení mno¾in Ej jecelé E.15.4. Variace míry je míra. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor, I � S je ideál a � : I ! V je obecnávektorová míra na S. Potom j�j je míra na S.Dùkaz. Uva¾ujme posloupnost fEjg po dvou disjunktních mìøitelných mno¾in a jejich sjednocení E.Jsou-li Xi j�(Eij)jdolní souèty k j�j(Ej), j = 1; 2; : : : , pak Xi;j j�(Eij)jje dolní souèet k j�j(E). Odtud j�j(E) � 1Xj=1 j�j(Ej):(15.1)Naopak, buï Xk j�(Ak)j46



dolní souèet k j�j(E). Potom z (VeM-3) dostanemej�(Ak)j = jXj �(Ak \ Ej))j �Xj j�j(Ak \ Ej); k = 1; 2; : : :a z (15.1) plyne Xk j�j(Ak \ Ej) � j�j(Ej); j = 1; 2; : : : :Tedy Xk j�(Ak)j �Xk �Xj j�j(Ak \ Ej)� =Xj �Xk j�j(Ak \Ej)��Xj j�j(Ej):Pøechodem k supremu pøes v¹echny dolní souèty k j�j(E) dostávámej�j(E) �Xj j�j(Ej):(15.2)Z (15.1) a (15.2) plyne, ¾e j�j je míra.15.5. Lemma o variaci. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor, I � S je ideál a � : I ! V je obecnávektorová míra. Nech» A 2 I. Jestli¾e j�j(A) =1, potom existuje ~A 2 I tak, ¾e~A � A; j�j( ~A) � 1; j�j(A n ~A) =1:Dùkaz. Pøedev¹ím si uvìdomme, ¾e staèí najít A0 2 S tak, ¾eA0 � A; j�j(A0) � 1; j�j(A nA0) � 1:Toti¾, jeliko¾ j�j(A) = 1, aspoò jedna z mno¾in A0, A n A0 musí mít nekoneènou variaci. Uva¾ujmeposloupnost fAjg po dvou disjunktních mno¾in z S takovou, ¾e Aj � A aXj j�(Aj)j > j�(A)j + 3:(15.3)Nyní rozli¹íme dva pøípady. Jestli¾e existuje i tak, ¾e j�(Ai)j � 1, potom polo¾meA0 = Ai:Máme �(Ai) = �(A)� �(A nAi);tedy j�(Ai)j � j�(A)j + j�(A nAi)j � j�(A)j +Xj 6=i j�(Aj)j:(15.4)Seètením (15.3) a (15.4) dostanemej�(Ai)j+ j�(A)j + 3 � j�(A)j + j�(Ai)j+ 2Xj 6=i j�(Aj)j:Tedy j�j(A nA0)j �Xj 6=i j�(Aj)j � 3=2 > 1:Druhý pøípad je, ¾e pro j�(Ai)j < 1 pro v¹echna i. Najdeme nejmen¹í k tak, ¾eXj�k j�(Aj)j � 1;a polo¾íme A0 := k[j=1Aj :Potom j�j(A0) �Xj�k j�(Aj)j � 1:47



Z minimality k dostaneme Xj�k j�(Aj)j �Xj<k j�(Aj)j+ j�(Ak)j � 1 + 1 = 2;tedy (15.3) dává Xj>k j�(Aj)j � j�(A)j+ 3� 2 � 1:Odtud dostaneme j�j(A nA0)j �Xj>k j�(Aj)j � 1:15.6. Vìta o variaci. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor, I � S je ideál a � : I ! V je obecná vektorovámíra. Potom pro ka¾dou E 2 I je j�j(E) <1.Dùkaz. Budeme dokazovat sporem. Pøedpokládejme, ¾e E 2 I a j�j(E) = 1. S pomocí lemmatu 15.5najdeme E1 2 I, tak, ¾e E1 � E; j�j(E1) � 1; j�j(E nE1) =1:Nyní pou¾ijeme lemma 15.5 na E nE1 a dostaneme E2 2 I tak, ¾eE2 � E nE1; j�j(E2) � 1; j�j((E nE1) nE2) =1:Takto postupnì rekurentnì zkonstruujeme posloupnost fEkg po dvou disjunktních mìøitelných podm-no¾in E tak, ¾e j�j(Ek) � 1. Ke ka¾dé z nich najdeme dolní souèetXj j�(Eik)j � 1=2; Eik 2 S, Eik � Ek po dvou disjunktní.Buï je¹tì E0 = E nXk;i Eik:Potom podle (VeM-3) �(E) = �(E0) +Xk;i �(Eik):(15.5)Øada na pravé stranì nemù¾e konvergovat absolutnì, proto ji lze pøerovnat tak, aby rovnost (15.5)neplatila a tím dostáváme spor.15.7. Jordanùv rozklad znaménkové míry na kladnou a zápornou èást. Nech» (X;S) je mìøi-telný prostor, I � S je ideál a � : I ! R je obecná znaménková míra. Potom existuje (právì jedna)dvojice (�+; ��) (nezáporných) mìr na (X;S) tak, ¾e�(E) = �+(E)� ��(E); E 2 I;j�(E)j = �+(E) + ��(E); E 2 S:Míra �+ se nazývá kladná èást �, míra �� se nazývá záporná èást � a rozklad � = �+ � �� se nazýváJordanùv rozklad. Pro E 2 I dostaneme �+(E) a ��(E) ze vzorce�+(E) = j�j(E) + �(E)2 ; ��(E) = j�j(E) � �(E)2 :Roz¹íøení z I na S se nejsnáze provede operátorem variace, detaily ponecháme ètenáøi.15.8. Integrování podle obecné znaménkové èi vektorové míry. Nech» � je obecná znaménkovámíra na (X;S). a f je S-mìøitelná funkce na D 2 S. De�nujemeZD f d� = ZD f d�+ � ZD f d��pokud rozdíl vpravo má smysl.Je-li nyní � : I ! V obecná vektorová míra, najdeme vyjádøená vzhledem k nìjaké bázi (~e1; : : : ; ~em)prostoru V: � = mXi=1 �i~ei;48



a de�nujeme ZD f d� = mXi=1�ZD f d�i�~ei:16. Vìty o reprezentaci funkcionálù na Lp16.1. Dualita v normovaných lineárních prostorech. Funkcionál je termín oznaèující funkci nanormovaném lineárním prostoru nebo jeho podmno¾inì s èíselnými hodnotami. Zde uva¾ujeme pouzereálnou teorii, tedy funkcionály mají hodnoty v R. Nech» X je normovaný lineární prostor. Mno¾inav¹ech spojitých lineárních funkcionálù na X se nazývá duál k X . Pøipomeòme, ¾e lineární funkcionál fna X je spojitý, právì kdy¾ existuje C 2 R tak, ¾ejf(x)j � CkxkX ; x 2 X :16.2. Norma funkcionálu. Nech» � je spojitý lineární funkcionál na Lp(X). Pak znaèímek�k := supn j�(u)j : u 2 Lp(X); kukp � 1o:Pro ka¾dé u 2 Lp(X) pak máme j�(u)j � k�k kukp16.3. Dualita mezi Lp a Lq. Nech» X = (X;S; �). Nech» 1 � p � 1. Buï q =1 kdy¾ p = 1, q = pp�1kdy¾ 1 < p <1 a q = 1 kdy¾ p =1. Nech» v 2 Lq(X). Potomu 7! ZX uv d�je spojitý lineární funkcionál na Lp(X).Dùkaz. Pro 1 < p <1 dostáváme dùkaz z Hölderovy nerovnosti, jinak je snadný.16.4. Charakterizace spojitých lineárních funkcionálù na L2. Nech» X = (X;S; �). Nech» � jespojitý lineární funkcionál na L2(X). Potom existuje v 2 L2(X) tak, ¾e�(u) = ZX uv d�pro v¹echna u 2 L2(X).Dùkaz. Jeliko¾ L2(X) vybavený skalárním souèinem(u; v) := ZX uv d�je Hilbertùv prostor, dostáváme tvrzení z obecné Rieszovy vìty o reprezentaci spojitých lineárníchfunkcionálù na Hilbertových prostorech.16.5. Spojité lineární funkcionály na Lp, 1 < p <1. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, která je�-koneèná. Nech» 1 < p < 1 a q = p=(p� 1). Nech» � je spojitý lineární funkcionál na Lp(X). Potomexistuje právì jeden prvek v 2 Lq(X) tak, ¾e�(u) = ZX uv d�pro v¹echna u 2 Lp(X). Pøitom k�k = kvkq:(16.1)Dùkaz. My¹lenka je pou¾ít tzv. Radon{Nikodýmovu vìtu na míru�(E) = �(�E);av¹ak kdy¾ �(X) =1, mù¾e se stát, ¾e �E =2 Lp(X). Proto najdìme Xk 2 S, k = 1; 2; : : : tak, ¾eX1 � X2 � : : : ; X = 1[k=1Xk:Pro E 2 S polo¾me �k(E) = �(�E\Xk):49



Potom �k je znaménková míra na S absolutnì spojitá vzhledem k �, co¾ znamená, ¾e platí implikace�(E) = 0 =) �k(E) = 0:Podle Radon{Nikodýmovy vìty 17.3, kterou doká¾eme pozdìji, existuje v takovém pøípadì �-skoro v¹udekoneèná S-mìøitelná funkce vk tak, ¾e �k(E) = ZE vk d�(16.2)pro ka¾dou E 2 S. Snadno nahlédneme, ¾e pro j, k pøirozená platívk = vj skoro v¹ude na Xj \Xk:Tedy existuje v = limk vkve smyslu konvergence skoro v¹ude a v = vk skoro v¹ude na Xk:Jestli¾e E 2 S a E � Xk pro nìkteré pøirozené k, pak z (16.2) odvodíme�(�E) = ZE vk d� = ZE v d�:Rutinním postupem (aproximace, pøes jednoduché funkce) odtud dostaneme�(u) = ZX uv d�(16.3)pokud u 2 Lp(X) a integrál na pravé stranì konverguje. OznaèmeEk = Xk \ fjvj � kg;uk = jvjq�2 v �Ek :Potom uk 2 Lp(X) a ZEk jvjq d� = �(uk) � k�k kukkp� k�k�ZX upk d��1=p = k�k�ZEk jvjq d��1=p;tak¾e po krácení �ZEk jvjq d��1=q � k�k:Leviho vìta 3.9 dává kvkq = limk �ZEk jvjq d��1=q � k�k:(16.4)Je-li u 2 Lp, pak z Hölderovy nerovnosti plyneZX juvj d� � kukp kvkq:Tedy (16.3) je splnìno. Zbývá dokázat (16.1). Je-li u 2 Lp(X), kukp � 1, potomj�(u)j = j ZX uv d�j � kukpkvkq � kvkq;tedy k�k � kvkq. Opaèná nerovnost je v (16.4).16.6. Spojité lineární funkcionály na L1. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, která je �-koneèná.Nech» � je spojitý lineární funkcionál na L1(X). Potom existuje právì jeden prvek v 2 L1(X) tak, ¾e�(u) = ZX uv d�pro v¹echna u 2 L1(X). Pøitom k�k = kvk1:50



Dùkaz. Dùkaz je analogický jako u vìty 16.5. Najdeme �-skoro v¹ude koneènou S-mìøitelnou funkci vtak, ¾e �(u) = ZX uv d�kdykoli u 2 L1(X) a integrál na pravé stranì konverguje. Klíèový krok, v nìm¾ se dùkaz li¹í od dùkazupøedchozí vìty, je odhad kvk1 � k�k:(16.5)Mù¾eme pøedpokládat, ¾e kvk1 > 0, jinak je (16.5) triviální. Nech» Xk jsou jako v dùkazu vìty 16.5.Potom kvk1 = limk!1 kv�Xkk1:Nejdeme tedy posloupnost fakg kladných reálných èísel tak, ¾e�(Xk \ fjvj > akg) > 0 a limk ak = kvk1:(16.6)Polo¾me Ek = fjvj > akg;uk = vjvj�Xk\Ek :Potom uk 2 L1(X) a mámeak �(Ek \Xk) � ZEk\Xk jvj d� = ZX ukv d� = �(uk) � k�k kukk1� k�k �(Ek \Xk):Podle (16.6) mù¾eme krátit a dostáváme ak � k�k:Limitní pøechod j !1 dává kvk1 � k�k:Dále zase postupujeme analogicky jako v dùkazu vìty 16.5..16.7. Spojité lineární funkcionály na L1. Spojité lineární funkcionály na L1(X) obecnì nejde cha-rakterizovat tak jednodu¹e jako kdy¾ p <1. Kdybychom chtìli kopírovat dùkaz, pøi¹li bychom (zhrubaøeèeno!) na to, ¾e jsou-li Ek 2 S po dvou disjunktní, øadaXk �Eknemusí konvergovat v L1 a tudí¾ E 7! �(�Ek)nemusí být �-additivní. 17. Derivování a rozklad mìr17.1. Absolutní spojitost a singulárnost. Nech» (X;S) je mìøitelný prostor. Nech» � a � jsou míryna S. Øekneme, ¾e � je absolutnì spojitá vzhledem k �, znaèení � << �, jestli¾e pro ka¾dou E 2 S platí�(E) = 0 =) �(E) = 0:(17.1)Øekneme, ¾e � a � jsou navzájem singulární, znaèení �?�, jestli¾e existují X�, X� 2 S tak, ¾eX = X� [X� ; �(X�) = �(X�) = 0:(17.2)Budeme uva¾ovat i pøípad, ¾e � je obecná znaménková míra. Potom de�nice absolutní spojitosti zùstávábeze zmìny a v de�nici singularity po¾adujeme j�j(X�) = 0.51



17.2. Míra s hustotou. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou a f : X ! R je �-mìøitelná funkce. Polo¾meI = fE : ZE f d� konvergujeg:Pro E 2 I buï �(E) = ZE f d�:Potom � je obecná znaménková míra, která se nazývá míra s hustotou f . Naopak f se v této situacinazývá hustota nebo Radon-Nikodýmova derivace míry � (vzhledem k �) a znaèí d�d� .17.3. Lebesgue{Radon{Nikodýmova vìta. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou, I � S je ideál a� I ! R je obecná znaménková míra na S. Nech» míry � a � jsou �-koneèné. Potom(a) (Lebesgueova vìta) existuje právì jedna obecná znaménková míra míra �a : I ! R na S tak, ¾e�a << � a (� � �a)?�,(b) (Radon{Nikodýmova vìta) existuje právì jedna (a¾ na modi�kace na mno¾inách �-míry nula)�-skoro v¹ude koneèná S-mìøitelná funkce f tak, ¾e�a(E) = ZE f d�pro ka¾dou E 2 I, neboli f = d�ad� .Dùkaz. Tvrzení o jednoznaènosti je velmi snadné. Napø. v èásti (a) si uvìdomíme, ¾e pokud by existovalyrùzné míry �1 a �2 s vlastnostmi, které vy¾adujeme od �a, pak �1��2 by byla absolutnì spojitá vzhledemk �. Souèasnì �1 � �2 = (� � �2)� (� � �1);tak¾e míry �1 � �2 a � by byly navzájem singulární. Uva¾ujme rozklad X = Xa [Xs, kdej�1 � �2j(Xa) = �(Xs) = 0:Potom z absolutní spojitosti bychom dostali, ¾e té¾ j�1 � �2j(Xs) = 0, tak¾e j�1 � �2j = 0, spor.Dùkaz existence rozdìlíme do nìkolika krokù1. krok: Nejprve pøedpokládejme, ¾e � a � jsou koneèné (nezáporné) míry na S. Oznaème � = �+�.Potom � : u 7! ZX u d�je spojitý lineární funkcionál na L2(�). Tudí¾ podle vìty 16.4 existuje v 2 L2(�) tak, ¾e�(u) = ZX uv d�;neboli ZX u d� = ZX uv d�+ ZX uv d�(17.3)pro ka¾dou u 2 L2(�). Polo¾meXa = fv < 1g; Xs = fv � 1g; X0 = fv < 0g:Potom volba u = �Xs dává�(Xs) = ZXs v d� � �(Xs) = �(Xs) + �(Xs) � �(Xs):Odtud vidíme, ¾e v = 1 skoro v¹ude na Xs a �(Xs) = 0. Testujeme-li (17.3) funkcí u = �X0 , dostaneme�(X0) = 0. De�nujme míry �a a �s pøedpisem�a(E) = �(E \Xa); �s(E) = �(E \Xs); E 2 S:Potom z toho, co jsme doposud dokázali plyne, ¾e � a �s jsou navzájem singulární. Vzorec (17.3) mù¾emepøepsat v podobì ZE gv d� = ZE g (1� v) d�;(17.4) 52



kde g je nezáporná S-mìøitelná funkce, E 2 S a za u jsme dosadili g�E. Vzorec (17.4) urèitì platí proka¾dou nezápornou S-mìøitelnou funkci g : i kdyby nebyla integrovatelná, mù¾eme ji zdola aproximovatjednoduchými funkcemi, které integrovatelné jsou, a pak pou¾ít Leviho vìtu 3.8. Nech» E 2 S. Polo¾meg = �E\Xa1� v ; f = vg:Potom (17.4) dává ZE f d� = �(E \Xa) = �a(E):Odtud plyne tvrzení (b) vìty i absolutní spojitost �a vzhledem k �.2. krok. Pøedpokládejme nyní, ¾e � je znaménková míra, poøád je¹tì koneèná. Potom aplikujemepøedchozí èást na kladnou a zápornou èást míry � (Jordanùv rozklad, viz. 15.7) a vyu¾ijeme toho, ¾e� = �+ � ��:3. krok. Jsou-li míry �, � �-koneèné, rozdìlíme X na spoèetnì mnoho S-mìøitelných èástí, na nich¾jsou obì míry koneèné, pou¾ijeme pøedchozí kroky a nalezené objekty \poslepujeme". Podrobnosti jsounezajímavé.17.4. Absolutnì spojitá a singulární èast. Míøe �a z vìty 17.3 se øíká absolutnì spojitá èást míry� a míøe �s := � � �a se øíká singulární èást míry �. Rozkladu � = �a + �s se øíká Lebesgueùv rozkladmíry �.17.5. Integrování podle míry s hustotou. Nech» (X;S; �) je prostor se �-koneènou mírou, � je ko-neèná míra na (X;S) a g je S-mìøitelná funkce na D 2 S. PotomZD g d� = ZD g d�d� d�;pokud má aspoò jedna strana smysl.Dùkaz. Podle de�nice tvrzení platí, kdy¾ g je charakteristická funkce mìøitelné mno¾iny. Zbytek je rutinnízále¾itost (jednoduché funkce, limitní pøechod).17.6. Hahnùv rozklad znaménkové míry. Nech» � je �-koneèná znaménková míra na (X;S). Dvojici(P;N) mno¾in z S nazveme Hahnùv rozklad míry �, jestli¾e P [N = X , P \N = ; a pro ka¾dou E 2 Sje �(E \ P ) � 0; �(E \N) < 0:Potom také pro ka¾dou E � S zøejmì platí�+(E) = �(E \ P ); ��(E) = ��(E \N):Existence Hahnova rozkladu plyne snadno z Radon-Nikodýmovy vìty: je-li f = d�dj�j , pak (ff > 0g,ff � 0g) je Hahnùv rozklad. Jiná mo¾nost je tøeba (ff � 0g, ff < 0g). Jednoznaènost je splnìna v tépodobì, ¾e jsou-li (Pi; Ni) Hahnovy rozklady, i = 1; 2, pak j�j(P1 n P2) = j�j(N1 nN2) = 0.17.7. Spojité a diskrétní míry. Nech» (X;S; �) je prostor s mírou. Pøedpokládejme, ¾e S obsahujev¹echny jednobodové mno¾iny. Øekneme, ¾e míra � na S je� spojitá, jestli¾e �(fxg) = 0 pro v¹echna x 2 X ,� diskrétní , jestli¾e existuje spoèetná mno¾ina S � X tak, ¾e �(X n S) = 0.17.8. Charakterizace diskrétních mìr. Míra � je diskrétní, právì kdy¾ existuje spoèetná mno¾inaS � X a funkce f : S ! [0;+1] tak, ¾e�(E) = Xx2S\E f(x); E 2 S:Dùkaz. Dùkaz je zøejmý. Je-li � diskrétní, pak f(x) = �(fxg).17.9. Rozklad míry na spojitou a diskrétní èást. Nech» (X;S; �) je prostor se �-koneènou mírou.Pøedpokládejme, ¾e S obsahuje v¹echny jednobodové mno¾iny. Potom existuje rozklad� = �c + �d;kde �c je spojitá a �d je diskrétní. 53



Dùkaz. Polo¾me S = fx : �(fxg) > 0g:Jeliko¾ � je �-koneèná a jednobodové mno¾iny jsou mìøitelné, mno¾ina S je spoèetná a mìøitelná. De�n-ujme míry �c a �d pøedpisem�c(E) = �(E n S); �d(E) = �(E \ S); E 2 S:Zøejmì �c je spojitá a �d je diskrétní. 18. Radonovy míry18.1. Prostory spojitých funkcí na lokálnì kompaktních metrických prostorech. Radonùvintegrál. Nech» X je metrický prostor. Øekneme, ¾e X je lokálnì kompaktní, jestli¾e ka¾dý bod x 2 Xmá okolí, jeho¾ uzávìr je kompaktní. Øekneme, ¾e X je �-kompaktní, jestli¾e existuje posloupnost fXkgkompaktních podmno¾in X tak, ¾e X = SkXk.Jako pøíklady lokálnì kompaktních �-kompaktních metrických prostorù mohou slou¾it otevøené nebouzavøené podprostory Rn.Nech» X je lokálnì kompaktní �-kompaktní metrický prostor. Oznaème C(X) lineární prostor v¹echspojitých funkcí na X . Je-li f 2 C(X), oznaèmespt f = ff 6= 0g:Mno¾ina spt f se nazývá nosiè funkce f . Je-li K � X kompaktní, de�nujmeCK(X) = ff 2 C(X) : spt f � KgKoneènì de�nujme Cc(X) =[fCK(X) : K � X; K kompaktníg:Pro f 2 Cc(X) zavádíme kfk1 = supfjf(x)j : x 2 Xg:Funkcionál k:::k1 je norma na Cc(X), která v¹ak není pova¾ována za pøirozenou normu tohoto prostoru.Nech» A je lineární funkcionál na Cc(X). Øekneme, ¾e A je� nezáporný, jestli¾e pro ka¾dou f 2 CK(X) platíf � 0 =) Af � 0;� spojitý , jestli¾e pro ka¾dou kompaktní K � X existuje cK 2 R tak, ¾e pro ka¾dou f 2 CK(X) jejAf j � cKkfk1:Poznamenejme, ¾e spojitost je tøeba zvlá¹» de�novat, proto¾e na prostoru Cc(X) neuva¾ujemenormu.Nezáporné lineární funkcionály na Cc(X) se nazývají Radonovy integrály na X .18.2. Vlastnosti lokálnì kompaktních prostorù. Ne¾ pøejdeme k hlavní vìtì, pøipomeneme si páru¾iteèných topologických vlastností lokálnì kompaktních prostorù. Buï v dal¹ím X je lokálnì kompaktnímetrický prostor. Je-li U � X otevøená mno¾ina, budeme znaèit�U (x) = dist(x;X n U); x 2 X:(a) Nech» U � X je otevøená mno¾ina a K � U je kompaktní mno¾ina. Potom existuje otevøenámno¾ina G � X tak, ¾e K � G � G � Ua G je kompaktní.Toti¾, ke ka¾dému bodu mno¾iny K najdeme otevøené okolí, jeho¾ uzávìr je kompaktní a le¾í v U .Tato okolí tvoøí otevøené pokrytí K, z nìho¾ mù¾eme vybrat koneèné podpokrytí. Nyní vyu¾ijeme toho,¾e uzávìr sjednocení koneènì mnoha mno¾in je sjednocení uzávìrù.(b) Je-li G � X otevøená mno¾ina, potom funkce �G je nezáporná spojitá funkce. Pøitom �G(x) > 0,právì kdy¾ x 2 G. Jestli¾e G je kompaktní, potom �G 2 Cc(X).(c) Nech» U � X je otevøená mno¾ina a K � U je kompaktní mno¾ina. Potom existuje f 2 Cc(X)tak, ¾e 0 � f � 1, f = 1 na K a spt f � U .Ke konstrukci pou¾ijeme èást (a). Najdeme otevøenou mno¾inu G � X tak, ¾eK � G � G � U54



a G je kompaktní. Funkce �G nabývá na K minima, nebo» K je kompaktní. Buïm = minK �G:Potom m > 0. Polo¾me f = minf�Gm ; 1g;pak f má po¾adované vlastnosti.(d) Nech» Ki � X, i = 1; 2, jsou kompaktní mno¾iny. Potom existují disjunktní otevøené mno¾inyGi � X tak, ¾e Ki � Gi.Mù¾eme vzít Gi = fx : dist(x;Ki) < �g;kde � je tak malé, ¾e dist(K1;K2) � 2�:(e) Pøedpokládejme navíc, ¾e X je �-kompaktní. Nech» U � X je otevøená. Potom existuje posloupnostKj kompaktních podmno¾in U tak, ¾e U =[j Kj :Víme, ¾e existuje posloupnost Xj kompaktních podmno¾in X tak, ¾eX =[j Xj :Hledaná posloupnost je Kj = Xj \ fx : �U (x) � 2�jg:(f) Opìt pøedpokládejme, ¾e X je �-kompaktní. Nech» U � X je otevøená. Potom existuje posloupnostfj funkcí z Cc(X) tak, ¾e 0 � fj � 1, spt fj � U afj % �G:Podle (e) existuje posloupnost Kj kompaktních podmno¾in U tak, ¾eU =[j Kja podle (c) existují funkce gj 2 Cc(X) tak, ¾e 0 � gj � 1, gj = 1 na Kj a spt gj � G. Po¾adovanévlastnosti mají fj = maxfg1; : : : ; gjg.18.3. Vlastnosti Radonových integrálù. Nech» X je lokálnì kompaktní metrický prostor a A jeRadonùv integrál A na X .(a) Zøejmì A je monotonní, tj. platí pro nìjf; g 2 Cc(X); f � g =) Af � Ag:(b) A je spojitý ve smyslu de�nice 18.1.Vskutku, je-li K � X kompaktní, pak najdeme podle 18.2(c) funkci f 2 Cc(X) tak, ¾e 0 � f � 1 af = 1 na K. Nech» g 2 CK(X) a a = kgk1, cK = Af . Potom �g � af a díky monotonii A mámejAgj � aAf = cKkgk1:(c) Jestli¾e K � X je kompaktní, ffjg je posloupnost funkcí z CK(X) a fj ! f stejnomìrnì, potomAfj ! Af:Tvrzení je zøejmým dùsledkem spojitosti.(d) Daniellova vlastnost. Jestli¾e ffjg je posloupnost funkcí z Cc(X) a fj & 0, potom Afj ! 0.Tvrzení plyne z (c), nebo» platí Diniho vìta, podle ní¾ za této situace fj ! 0 stejnomìrnì.18.4. Vnìj¹í míra pøiøazená Radonovu integrálu. Nech»X je lokálnì kompaktní �-kompaktní met-rický prostor a A je Radonùv integrál na X . Zavedeme mno¾inovou funkci � = �A na systému G v¹echotevøených podmno¾in X pøedpisem�(G) = supfAf : f 2 Cc(X); 0 � f � 1; spt f � Gg:(18.1)Dále v duchu základní konstrukce 8.6 vytvoøme vnìj¹í míru �� = ��A a míru (G0; � 0A). Nyní je tøebadokázat celou øadu tvrzení. 55



(a) Jestli¾e f 2 Cc(X), platí 0 � f � �G =) Af � �(G):(18.2)Dùkaz (18.2) dostaneme následovnì: Nech»fj = (f � 1=j)+Potom spt fj � spt f \Ga fj ! f stejnomìrnì. Tudí¾ podle 18.3(c)Af = limAfj � 
(G):(b) Nech» G1, G2 jsou otevøené mno¾iny a G = G1 [G2. Potom�(G) � �(G1) + �(G2)(18.3)Nech» f 2 Cc(X), 0 � f � 1 a spt f � G. De�nujmegi(x) = dist(x;X nGi);fi = ( fgig1+g2 ; x 2 G1 [G2;0 jinak.Potom fi 2 Cc(X), 0 � fi � �Gi a f = f1 + f2. Tedy s pomocí (a)A(f) = A(f1) +A(f2) � �(G1) + �(G2):Pøechodem k supremu pøes f dostaneme�(G) � �(G1) + �(G2):(c) Je-li fGjg posloupnost otevøených mno¾in, potom�� 1[j=1Gj� � 1Xj=1 �(Gj):(18.4)Nech» f 2 Cc(X), 0 � f � 1 a spt f � 1[j=1Gj ;potom k pokrytí kompaktní mno¾iny spt f staèí koneènì mnoho z mno¾in Gj . Tedy podobnì jako v (b)A(f) � 1Xj=1 �(Gj)a pøechodem k supremu pøes f dostaneme (18.4).(d) Pro ka¾dou mno¾inu E � X je��(E) = infn�(G) : G otevøená, G � Eo:To je zøejmým dùsledkem (c).(e) Jestli¾e K � X je kompaktní, f 2 CK(X) a 0 � f � 1, potom Af � ��(K).Staèí si uvìdomit, ¾e pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G � K je Af � �(G).(f) Pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G platí�(G) = supf��(K) : K kompaktní, K � Gg:(18.5)Jestli¾e f 2 Cc(X), 0 � f � 1 a spt f � G, potom podle (e)Af � ��(spt f) � supf��(K) : K kompaktní, K � Gg:Nyní staèí pøejít k supremu pøes f .(g) Jsou-li Gi � X, i = 1; 2, disjunktní otevøené mno¾iny, potom�(G1) + �(G2) � �(G1 [G2):To je zøejmé z de�nice.(h) Je-li U � X otevøená a jsou-li Ki � U , i = 1; 2, disjunktní kompaktní mno¾iny, potom��(K1) + ��(K2) � �(U):56



K tomuto úèelu staèí najít podle 18.2(d) disjunktní otevøené mno¾iny Gi tak, ¾e Gi � Ki a uvìdomitsi s pou¾itím (g), ¾e ��(K1) + ��(K2) � �(G1 \ U) + �(G2 \ U) � �(U)(i) Jsou-li G � U � X otevøené, K � U nG kompaktní, potom��(K) + �(G) � �(U):Pro ka¾dou kompaktní mno¾inu K 0 � G máme toti¾ podle (h)��(K) + ��(K 0) � �(U);a pøejdeme-li k supremu pøes K 0, dostaneme podle (18.5) po¾adované.(j) Jsou-li U , G � X otevøené, potom��(G n U) + �(G \ U) � �(G):(18.6)Vskutku: nech» K � G \ U je kompaktní. Potom podle pøedchozího kroku máme��(K) + ��(G n U) � ��(K) + �(G nK) � �(G):Pøechodem k supremu pøes K podle (18.5) dostaneme po¾adované.(k) Nech» U � X je otevøená mno¾ina a T � X je libovolná. Potom��(T n U) + ��(T \ U) � ��(T ):(18.7)Nech» G � T je otevøená. Z (18.6) dostaneme, ¾e��(T n U) + ��(T \ U) � ��(G n U) + �(G \ U) � �(G)a pøechodem k in�mu pøes G dostaneme (18.7).(l) Nech» G � X je otevøená, g 2 Cc(X je nezáporná, g � 1 na G. Potom �(G) � Ag.Nech» f 2 Cc(X), 0 � f � 1 a spt f � G. Potom z monotonie A plyne Af � Ag. Pøechodem ksupremu pøes f dostáváme �(G) � Ag.(m) Je-li K � X kompaktní, pak ��(K) <1.Podle 18.2(a) existuje G � K otevøená tak, ¾e G je kompaktní, Vyu¾ijeme 18.2(c) k sestrojení g 2Cc(X) s vlastnostmi 0 � g � 1 a g = 1 na G. Podle (l) je��(K) � �(G) � Ag:18.5. Radonovy míry. Nech» X je �-kompaktní lokálnì kompaktní prostor. Nech» S je �-algebrapodmno¾in X . Míra � na (X;S) se nazývá Radonova míra, jestli¾e(Ra-1) B(X) � S,(Ra-2) �(E) = inff�(G) : G otevøená, G � Eg pro ka¾dou E 2 S,(Ra-3) �(K) <1 pro ka¾dou kompaktní K � X .Obecná znaménková míra � : I ! R na S se nazývá Radonova obecná znaménková míra, jestli¾e �+a �� jsou Radonovy míry a I = fE 2 S : j�(E)j < 1g. V dal¹ím nás budou pøedev¹ím zajímatúplné Radonovy míry, co¾ není nic jiného, ne¾ Radonovy míry, které jsou úplné. Ka¾dou Radonovu mírulze pøevést na úplnou Radonovu míru zúplnìním (viz. 1.12). Znaménkovou Radonovu míru nazývámeúplnou, je-li její variace úplná.18.6. Pøíklady. Lebesgueova míra na M(Rn) je úplná Radonova míra. Diracova míra na 2X je úplnáRadonova míra.18.7. Rieszova vìta o reprezentaci. Nech» X je lokálnì kompaktní �-kompaktní metrický prostor.(a) Nech» A je nezáporný lineární funkcionál na Cc(X). Potom existuje právì jedna úplná Radonovamíra � na X tak, ¾e A(f) = ZX f d�(18.8)pro v¹echna f 2 Cc(X).(b) Nech» A je spojitý lineární funkcionál na Cc(X). Potom existuje právì jedna úplná Radonovaobecná znaménková míra � na X tak, ¾e A(f) = ZX f d�(viz. 15.8) pro v¹echna f 2 Cc(X). 57



Dùkaz. (a) Existence. Polo¾me � = � 0A, kde �A, � 0 jsou de�novány jako ve 18.4. Potom � je úplnámíra. Podle 18.4(k) je ka¾dá otevøená mno¾ina U � X ��-mìøitelná. Jeliko¾ borelovská �-algebra jegenerovaná otevøenými mno¾inami, je ka¾dá borelovská mno¾ina vM(��), co¾ je (Ra-1). Vlastnost (Ra-2) je dùsledkem (18.1). Nech» K � X je kompaktní. Potom K je borelovská, tudí¾ ��-mìøitelná, a podle18.4(m) je �(K) = ��(K) <1. Tím máme (Ra-3) a víme, ¾e � je Radonova míra. Nech» f 2 Cc(X) jenezáporná, a k, j jsou celá èísla. Oznaèmefj = minff; j2�kg; gj = 2k(fj � fj�1):(Z estetických dùvodù nevyznaèujeme závislost tìchto funkcí na k.) Potom pro j � 1 je 0 � gj � 1,ff > j2�kg � fgj � 1g; fgj > 0g � ff > (j � 1)2�kga podle 18.4(a) a 18.4(l) �(ff > j2�kg) � Agj � �(ff > (j � 1)2�kg)(18.9)neboli �(ff > j2�kg) � 2k(Afj �Afj�1) � �(ff > (j � 1)2�kg):Vynásobíme-li 2�k a seèteme-li pøes j = 1; 2; : : : , dostaneme2�k 1Xj=1 �(ff > j2�kg) � Af � 2�k 1Xj=1 �(ff > (j � 1)2�kg)Odeèteme levou stranu a získáme0 � 2�k 1Xj=1 �(ff > j2�kg)�Af � 2�k�(ff > 0g):Jeliko¾ f má kompaktní nosiè, podle 18.4(m) je �(ff > 0g) <1 a dostávámeAf = limk!1 2�k 1Xj=1 �(ff > j2�kg):(18.10)Jeliko¾ kromì (18.9) také platí�(ff > j2�kg) � ZX gj d� � �(ff > (j � 1)2�kg);stejným zpùsobem jako jsme upravovali (18.9) odvodímeZX f d� = limk!1 2�k 1Xj=1 �(ff > j2�kg):(18.11)Z (18.10) a (18.11) dostáváme (18.8). Pokud f 2 Cc(X) není nezáporná, mù¾eme ji rozlo¾it na kladnoua zápornou èást.Dùkaz jednoznaènosti. Nech» (X;Si; �i), i = 1; 2 jsou úplné Radonovy míry splòující (18.8). Nech»G � X je otevøená. Potom podle 18.2(f) existuje posloupnost ffjg funkcí z Cc(X) tak, ¾e 0 � fj � 1,spt fj � G a fj % �G. Podle Leviho vìty 3.8limj!1Afj = limj!1 ZX fj d�i = �i(G);tedy �i se shodují na otevøených mno¾inách. Je-li mno¾ina N � X �1-nulová, podle (Ra-2) existujeposloupnost fUjg otevøených mno¾in tak, ¾e N � Uj a �1(Uj) ! 0. Pak V := Tj Uj je borelovskámno¾ina, tudí¾ V 2 S a �2(V ) = 0. Tím pádem z úplnosti také N 2 S a �2(N) = 0. Zjistili jsme, ¾e�1 a �2 mají stejné nulové mno¾iny. Nech» nyní E je �1-mìøitelná, �1(E) < 1. Potom zase existujeposloupnost fGjg otevøených mno¾in tak, ¾e E � Gj a �1(Gj) ! �1(E). Buï D := TGj . PotomE = D n (D nE), kde D je borelovská a D nE je �1 nulová, tudí¾ také �2-nulová. Tedy E je �2-mìøitelná.Je-li E obecná �1-mìøitelná mno¾ina, pak si vzpomeneme, ¾e X = SXj , kde Xj jsou kompaktní, tedyXj \ E jsou �1-mìøitelné, �1(Xj \ E) < �1(Xj) < 1. Tedy podle pøedchozího jsou Xj \ E také �2-mìøitelné, tedy nakonec E je �2-mìøitelná. Máme S1 = S2 a vzorec (18.1) dává rovnost �1 = �2.(b) Dùkaz existence. Je-li f 2 Cc(X) nezáporná, polo¾mejAj(f) := supfAg : g 2 Cc(X); jgj � fg:58



Jinak buï jAj(f) := jAj(f+)� jAj(f�):Chceme ukázat, ¾e jAj je Radonùv integrál. Nech» f1; f2 2 Cc(X) jsou nezáporné a f = f1 + f2. Nech»g 2 Cc(X), jgj � f . Polo¾me gi = (figf na ff 6= 0g;0 jinak.Potom gi 2 Cc(X), i = 1; 2, a jgij � fi. MámeA(g) = A(g1) +A(g2) � jAj(f1) + jAj(f2)a pøechod k supremu pøes g dává jAj(f) � jAj(f1) + jAj(f2):Tím máme additivitu na nezáporných funkcích, dokonèení dùkazu linearity ponecháme na ètenáøi. MámeA = A+ �A�; kde A+ = jAj+A2 ; A� = jAj �A2jsou nezáporné lineární funkcionály. Podle èásti (a) najdeme míry �+ reprezentující A+, �� reprezentujícíA� a de�nujeme � = �+ � ��:Snadno se ovìøí, ¾e � má ¾ádané vlastnosti.Dùkaz jednoznaènosti. Mìjme míry �1 a �2 vyhovující po¾adavkùm. Potom pro ka¾dou f 2 Cc(X)máme ZX f d(�+1 + ��2 ) = ZX f d(��1 + �+2 );tak¾e podle výsledku o jednoznaènosti pro nezáporné míry dostáváme�+1 + ��2 = ��1 + �+2 :Tím je dùkaz hotov. 19. Vìty o aproximaciNech» X je �-kompaktní lokálnì kompaktní prostor a � je Radonova míra na (X;S).19.1. Vìta o hustotì spojitých funkcí v Lp. Nech» 1 � p <1. Potom Cc(X) je hustá v Lp(X).Dùkaz. Nech» nejprve G � X je otevøená mno¾ina koneèné míry. Podle 18.2(f) existuje posloupnost ffjgfunkcí z Cc(X) tak, ¾e 0 � fj � 1, spt fj � G a fj % �G. Podle Lebesgueovy vìty 5.2 jekfj � �Gkp ! 0:Je-li E 2 S koneèné míry, podle (Ra-2) existuje posloupnost fGjg otevøených mno¾in koneèné míry tak,¾e Gj � E a �(Gj)! �(E):Potom zase k�Gj � �Ekp ! 0:Ukázali jsme, ¾e v Lp-uzávìru Cc(X) le¾í charakteristické funkce mìøitelných mno¾in koneèné míry. Odtudsnadno pøejdeme k jednoduchým funkcím a vìta 7.7 ukazuje, ¾e Lp-uzávìr Cc(X) je celé Lp(X).19.2. Poznámka. Vìta 19.1 neplatí pro p =1, jako protipøíklady mohou slou¾it charakteristické funkceomezených intervalù na R.19.3. Luzinova vìta. Nech» f je �-mìøitelná funkce na X a " > 0. Potom existuje spojitá funkce g naX tak, ¾e �(ff 6= gg) < ":59



Dùkaz. Nejprve pøedpokládejme, ¾e X má koneènou míru a f je omezená. Potom f 2 L1(X) a tudí¾podle vìty 19.1 existuje posloupnost ffjg funkcí z Cc(X) tak, ¾ekfj � fk1 ! 0:Mù¾eme pøedpokládat, ¾e kfj � fk1 < 4�j":Polo¾me gj = fj+1 � fj ;gj = 8><>:gj ; na fjgj j � 2�jg;2�j na fgj > 2�jg;�2�j na fgj < �2�jg;g = f1 + 1Xj=1 gj :Potom g je souèet stejnomìrnì konvergentní øady a tudí¾ spojitá funkce. Podle Èeby¹evovy nerovnosti14.1 je �(fgj 6= gjg) = �(fjgj j > 2�jg) � 2j"kgjk1 � 2�j";tedy �(ff 6= gg) < ":Pøípad, ¾e f je neomezená, pøevedeme na pøedchozí. Nech»Ek = fjf j > kg; k 2 N:Potom limk �(Ek) = ��[k Ek� = 0;a tudí¾ najdeme k tak, ¾e �(Ek) < "=2. Nyní staèí aproximovat funkci f�Ek . Pøípad, kdy prostor X mánekoneènou míru, se pøevede na pøedchozí pomocí tzv. rozkladu jednotky. Podrobnosti zde nebudemeuvádìt.Nyní se pøeneseme do eukleidovského prostoru. Je-li 
 � Rn mìøitelná mno¾ina, symbolem Lp(
)budeme znaèit prostor v¹ech Lp-funkcí vzhledem k míøeE 7! �(E); E 2M(Rn); E � 
:19.4. Nosiè funkce. Zhlazovací jádro. Konvoluce. Je-li f spojitá funkce na otevøené podmno¾inìRn, oznaème spt f = ff 6= 0g:Mno¾ina spt f se nazývá nosiè funkce f .Uva¾ujme funkci %(t) = (exp(� 1t ); t > 0;0; t � 0;o ní¾ je známo, ¾e je nekoneènì diferencovatelná. Polo¾me�(x) = � %(1� jxj2);kde � > 0 je voleno tak, aby platilo ZRn �(x) dx = 1:(19.1)Potom � lze napsat jako slo¾ení dvou nekoneènì diferencovatelných funkcí a tudí¾ je nekoneènì diferen-covatelná. Jejím nosièem je jednotková koule B(0; 1). Funkce � se nazývá zhlazovací jádro, proto¾e sepou¾ívá k aproximaci funkcí hladkými funkcemi. Pro � > 0 znaèíme��(x) = ��n�(x� ):Je-li 
 otevøená mno¾ina a � > 0, budeme znaèit
� = fx : B(x:�) � 
g:60



Nech» 0 < � < � a f je lokálnì integrovatelná funkce na 
. Pak zna¾íme �� � f konvoluci funkcí �� a fde�novanou pøedpisem �� � f(x) = ZB(0;�) f(x� �)��(�) d�:(19.2)19.5. Vìta o aproximaci v spojitých a spojitì diferencovatelných funkcích. Nech» 
 � Rn jeotevøená mno¾ina a � > 0. Nech» K � 
� je kompaktní mno¾ina. Nech» u je spojitá funkce na 
 a0 < � < �. Potom �� � u je nekoneènì diferencovatelná funkce na 
� a platí(a) �� � u� u na K,(b) pokud u je spojitì diferencovatelná, pak také r(�� � u)� ru na K.(� je znak pro stejnomìrnou konvergenci, rozumí se konvergence pro � ! 0+).Dùkaz. Dùkaz je zalo¾en na obecné metodì zhlazování konvolucí, srov. [LM], [DIPP]. Dode�nujme unulou vnì 
, potom konvoluce �� � u dává smysl pro x 2 Rn a obor integrace v (19.2) mù¾eme takéroz¹íøit na Rn.Oznaème u� = �� � u:Substituce � = �y dává u�(x) = ZRn u(x� �y)�(y) dy:(19.3)Substitucí � = x� z dostanemeu�(x) = ZRn u(z)��(x� z) dz = ��n ZRn u(z)�(x� z� ) dz:(19.4)Derivováním podle parametru podle vìty 6.4 (konstantní majoranta staèí) dostaneme z (19.3)Diu�(x) = ZRn Diu(x� �y)�(y) dy:(19.5)kde Di je operátor derivování podle i-té promìnné. Analogicky z (19.4)Diu�(x) = ZRn u(z)Di�(x� z� ) dz:(19.6)Pokraèujeme-li rekurentnì v derivování (19.4), (19.6), : : : , dostaneme, ¾e funkce u� je nekoneènì difer-encovatelná. Nech» K 0 = fx 2 
 : dist(x;K) � �g:PotomK 0 je kompaktní podmno¾ina 
. K danému " > 0 najdeme ze stejnomìrné spojitosti na K 0 takové� 2 (0; �), ¾ex; x0 2 K 0; jx0 � xj < �; i 2 f1; : : : ; ng =) ju(x0)� u(x)j < "; pøíp. jDiu(x0)�Diu(x)j < ":Potom pro x 2 K a y 2 Rn je buï jyj � 1, ale pak �(y) = 0, anebo jyj < 1, ale pak x0 := x� �y 2 K 0 ajx0 � xj < �. Potom ��u(x� �y)� u(x)�� �(y) < "�(y)a tudí¾ podle (19.5) a (19.1)ju�(x) � u(x)j = ���ZRn u(x� �y)�(y) dy � u(x) ZRn �(y) dy���= ZRn��u(x� �y)� u(x)�� �(y) dy � " ZRn �(y) dy = ":Podobnì bychom dostali jDiu�(x)�Diu(x)j < " v pøípadì spojitosti Diu.19.6. Vìta o aproximaci v Lp. Nech» 
 � Rn je otevøená mno¾ina a 1 � p < 1. Potom mno¾inav¹ech nekoneènì diferencovatelných funkcí z Cc(
) je hustá v Lp(
).61



Dùkaz. Nech» u 2 Lp(
) a " > 0 Podle vìty 19.1 existuje f 2 Cc(
) tak, ¾e kf � ukp < ". Buï K nosièfunkce f . Najdeme � > 0 tak, ¾e K 0 � 
�, kdeK 0 = fx 2 Rn : dist(x;K) � �g:Podle vìty 19.5 existuje � 2 (0; �) tak, ¾ej�� � f(x)� f(x)j < " 8 x 2 K 0:Zøejmì �� � f(x) = 0 = f(x) 8 x =2 K 0:Máme k�� � f � fkp � �ZK0 "p dx�1=p = " (�(K 0))1=p:Tedy z trojúhelníkové nerovnosti dostanemek�� � f � ukp � k�� � f � fkp + kf � ukp � �1 + (�(K))1=p� ":19.7. Poznámka. Vìta 19.6 neplatí pro p =1, jako protipøíklady mohou slou¾it charakteristické funkceomezených intervalù na R.Kapitolu uzavøeme dvìma vìtami, které jsme (stejnì jako vìtu 19.5) potøebovali pøi dùkazu Stokesovyvìty.19.8. Vìta o rozkladu jednotky. Nech» U je systém otevøených podmno¾in Rn pokrývající kompaktnímno¾inu K � Rn. Potom existují nekoneènì diferencovatelné funkce !q : Rn ! [0; 1], q = 1; : : : ;m, tak,¾e Xq !q = 1 na K(19.7)a ka¾dá !q má nosiè obsa¾ený v nìkteré z mno¾in U 2 U .Dùkaz. Ke ka¾dému bodu x 2 K najdìme kouli Bx se støedem v x tak, ¾e Bx � U pro nìkterou U 2 U .Z koulí Bx vybereme koneèné podpokrytíB(x1; r1); : : : B(xm; rm)kompaktu K. Polo¾me G = m[q=1B(xq ; rq):Potom G je otevøená mno¾ina. Ke ka¾dému bodu hranice x 2 @G pøiøadíme kouli B0x se støedem v x tak,¾e B0x � U nK pro nìkterou U 2 U . Z koulí B0x vybereme koneèné podpokrytíB(xm+1; rm+1); : : : B(xp; rp)kompaktu @G. Nech» � je zhlazovací jádro z 19.4. Polo¾me�q(x) = ��x� xqrq �;�(x) = pXq=1 �q(x)a pro q = 1; : : : ;m !q(x) = (�q(x)�(x) ; kdy¾ �(x) > 0;0; kdy¾ �(x) = 0:Oznaème G0 = p[q=1B(xq ; rq)62



Potom !q je nekoneènì diferencovatelná na G0, proto¾e � > 0 na G0, a také na Rn n G, nebo» tamje identicky nulová. Jeliko¾ sjednocením tìchto dvou otevøených mno¾in je celé Rn, je !q nekoneènìdiferencovatelná na Rn. Pro x 2 K dostanememXq=1 !q(x) = Pmq=1 �q(x)Ppq=1 �q(x) = 1;nebo» v¹echny funkce �m+1; : : : �p jsou na K nulové.19.9. Dùsledek o oddìlování mno¾in. Nech» U � Rn je otevøená mno¾ina a K � U je kompaktní.Potom existuje nekoneènì diferencovatelná funkce ! : Rn ! [0; 1] tak, ¾e spt! � U a ! = 1 na K.Dùkaz. Staèí pou¾ít vìtu 19.8 na G = fUg.20. Mìøitelná zobrazení a obraz míry20.1. Mìøitelné zobrazení. Nech» (X;S), (Y; T ) jsou mìøitelné prostory. Øekneme, ¾e f je mìøitelnézobrazení (X;S) do (Y; T ), jestli¾e pro ka¾dou E 2 T je f�1(E) 2 S.Uvìdomme si, ¾e mìøitelná funkce je mìøitelné zobrazení do (R;B(R)). Bylo by záva¾nou chybou sedomnívat, ¾e koneèná mìøitelná funkce je mìøitelné zobrazení do (R;M).20.2. Skládání mìøitelných zobrazení. Nech» (X;S), (Y; T ), (Z;U) jsou mìøitelné prostory, f jemìøitelné zobrazení (X;S) do (Y; T ) a g je mìøitelné zobrazení (Y; T ) do (Z;U). Potom g�f je mìøitelnézobrazení (X;S) do (Z;U).Dùkaz. Dùkaz je zøejmý.20.3. Obraz míry. Nech» (X;S), (Y; T ) jsou mìøitelné prostory, � je míra na (X;S) a f je mìøitelnézobrazení (X;S) do (Y; T ). Potom mno¾inová funkcef(�) : E 7! �(f�1(E)); E 2 Tse nazývá obraz míry �.Obraz míry je zøejmì míra.20.4. Pøíklad. Nech» G � Rn je otevøená mno¾ina a f : G ! Rn je difeomor�smus. Nech» � jeborelovská míra na G s hustotou jJf j (Jf je jakobián funkce f). Potom pro ka¾dou borelovskou mno¾inuM � f(G) je f(�)(M) = �(M):20.5. Vìta o obrazu míry. Nech» (X;S; �), (Y; T ; �) jsou prostory s mírou, f je mìøitelné zobrazení(X;S) do (Y; T ) a � = f(�). Potom pro ka¾dou T -mìøitelnou funkci u na Y jeZY u(y) d�(y) = ZX u(f(x)) d�(x)pokud aspoò jedna strana má smysl.Dùkaz. Dùkaz je rutinní zále¾itost (pøes charakteristické funkce, jednoduché funkce, . . .).21. Lebesgue-Stieltjesovy míry a distribuèní funkce21.1. Neklesající funkce. Nech» F : R! R je neklesající funkce. Potom F má v ka¾dém bodì x 2 Rjednostranné limity F (x+) := limy!x+F (y); F (x�) := limy!x�F (y)a v nevlastních bodech jednostranné limityF (�1+) := limy!�1+F (y); F (+1�) := limy!1�F (y)Mno¾inu bodù nespojitosti (\skokù") funkce F znaèíme SF . JeSF = fx 2 R : F (x�) < F (x+)g:Mno¾ina SF je (nejvý¹) spoèetná. 63



21.2. Lebesgue-Stieltjesova míra. Radonovy míry na R se nazývají Lebesgue-Stieltjesovy míry.Øekneme, ¾e Lebesgue-Stieltjesova míra � je indukovaná neklesající funkcí F , (znaèíme � = �F ),jestli¾e �1 < a < b <1 =) F (b+)� F (a+) = ��(a; b]�:(21.1)Pokud F je zprava spojitá, mù¾eme v (21.1) nahradit jednostranné limity funkèními hodnotami.21.3. Z funkce udìláme míru. Nech» F : R ! R je neklesající funkce. Potom existuje právì jednaLebesgue-Stieltjesova míra � na R tak, ¾e platí (21.1). Pøitom�(R) = F (+1�)� F (�1+):Dùkaz. Nech» I+ je systém v¹ech koneèných po dvou disjunktních sjednocení intervalù typu (a; b] v R.Potom I+ je okruh a \snadno" nahlédneme, ¾e existuje právì jedna pramíra � na I+ tak, ¾e�1 < a < b <1 =) ��(a; b]� = F (b+)� F (a+):(Intuitivnì je to opravdu zøejmé. Formální dùkaz vy¾aduje nudné ovìøení, ¾e pokud lze mno¾inu napsatdvìma zpùsoby jako disjunktní sjednocení polouzavøených intervalù, pak souèty \pøírùstkù" funkce Fjsou stejné.) Podle Hopfovy vìty 8.13 existuje právì jedna borelovská míra �, která roz¹iøuje �. Tato (ajedinì tato) míra má po¾adované vlastnosti.21.4. K míøe najdeme funkci. Nech» � je Lebesgue-Stieltjesova míra na R. Potom existuje zpravaspojitá neklesající funkce F tak, ¾e platí�1 < a < b <1 =) ��(a; b]� = F (b)� F (a):(21.2)Jsou-li F1, F2 zprava spojité neklesající funkce splòující (21.2), potom F1 a F2 se li¹í o konstantu.Dùkaz. Zvolíme F (0) a dal¹í funkèní hodnoty dopoèítáme z (21.2), kde volíme (a; b] = (0; x] pro x > 0,(a; b] = (x; 0] pro x < 0.21.5. Neklesající funkce absolutnì spojité, singulární spojité a funkce skokù. Podle vìty 21.3ka¾dá omezená neklesající funkce F indukuje Lebesgue-Stieltjesovu míru �F . Øekneme, ¾e F je� absolutnì spojitá, je-li �F << �,� singulární, je-li �F?�,� funkce skokù, je-li �F diskrétní.Omezenost funkce F jsme pøedpokládali jen z terminologických dùvodù. Kdyby F byla neomezená, byloby v prvém pøípadì pøesnìj¹í pou¾ívat termín \lokálnì absolutnì spojitá".21.6. Rozklad omezené neklesající funkce. Mìjme omezenou neklesající funkci F : R ! R a in-dukovanou Lebesgue-Stieltjesovu míru � = �F . Potom � lze podle vìt 17.3 a 17.9 rozdìlit� = �a + �cs + �d;kde �a << �, �cs?�, �d?�, �cs je spojitá a �d je diskrétní. Tomu odpovídají funkceFa(x) := �a((�1; x]);Fcs(x) := �cs((�1; x]);Fd(x) := �d((�1; x])� F (x+) + F (x):(21.3)Funkce Fa je absolutnì spojitá, Fcs je singulární spojitá, Fd je funkce skokù aF (x) = F (�1+) + Fa(x) + Fcs(x) + Fd(x):21.7. Náhodná velièina. Nech» (
;A; P ) je pravdìpodobnostní prostor, neboli prostor s pravdìpodob-nostní mírou. A-mìøitelná funkce X : 
! R se bude nazývat náhodná velièina.21.8. Distribuèní funkce a rozdìlení náhodné velièiny. Nech» (
;A; P ) je pravdìpodobnostníprostor a X je náhodná velièina na 
. FunkceF (x) = P (fX � xg)se nazývá distribuèní funkce náhodné velièiny X a znaèí FX . Míra X(P ) na (R;B(R)) (obraz míry, viz.20.3) se nazývá rozdìlení náhodné velièiny X a znaèí �X ; je to pravdìpodobnostní Lebesgue-Stieltjesovamíra. 64



21.9. Vyu¾ití rozdìlení náhodné velièiny. Nech» (
;A; P ) je pravdìpodobnostní prostor, X je ná-hodná velièina na 
 a � = �X . Potom pro ka¾dou borelovskou mno¾inu E � R jeP (fX 2 Eg) = �(E):Nech» � : R! R je borelovská funkce. PotomZ
 � �X dP = Z 1�1 �(x) d�(x);pokud má aspoò jedna strana smysl.Dùkaz. Plyne z vìty 20.5.21.10. Vlastnosti distribuèních funkcí. Nech» (
;A; P ) je pravdìpodobnostní prostor, X je náhodnávelièina na 
 a F = FX . Potom(DF-1) F je neklesající,(DF-2) F je zprava spojitá a(DF-3) F (�1+) = 0; F (+1�) = 1:Dùkaz. Dùkaz je zøejmý.21.11. Charakterizace distribuèních funkcí. Vìtu 21.10 mù¾eme obrátit. Jestli¾e F : R ! Rsplòuje (DF-1){(DF-3), pak existuje pravdìpodobnostní prostor (
;A; P ) a náhodná velièina X na 
tak, ¾e F je distribuèní funkce X.Dùkaz. Uva¾ujme identickou funkci X : x 7! x na pravdìpodobnostním prostoru (R;B(R); �F ). Podlevìty 21.3 míra �F existuje, a zøejmì má po¾adované vlastnosti.21.12. Terminologická poznámka. Na základì vìt 21.10 a 21.11 mù¾eme termín \distribuèní funkce"pou¾ívat pro funkci F : R ! R splòující (DF-1){(DF-3), ani¾ bychom mìli na mysli nìjakou konkrétnínáhodnou velièinu, které by byla funkce F pøiøazena.21.13. K míøe najdeme distribuèní funkci. Nech» � je pravdìpodobnostní Lebesgue-Stieltjesova mí-ra na R. Potom existuje právì jedna distribuèní funkce F tak, ¾e platí (21.2). (Srov. 21.4)Dùkaz. Hledaná funkce je F (x) = �((�1; x]):21.14. Skoky a derivace distribuèní funkce. Nech» F je distribuèní funkce, � = �F , �a je absolutnìspojitá èást �F a f := d�ad� :Potom pro ka¾dý bod x 2 R je F (x)� F (x�) = �(fxg)(to je snadné), a F 0 = f skoro v¹ude(to je tì¾ké, viz. [DIPP]).21.15. Vyu¾ití distribuèní funkce náhodné velièiny. Nech» (
;A; P ) je pravdìpodobnostní pros-tor, X je náhodná velièina na 
 a F = FX .(a) Nech» F je absolutnì spojitá. Potom pro ka¾dou borelovskou mno¾inu E � R jeP (fX 2 Eg) = ZE F 0(x) dx:Nech» � : R! R je borelovská funkce. PotomZ
 � �X dP = Z 1�1 �(x)F 0(x) dx;pokud má aspoò jedna strana smysl.(b) Nech» F je funkce skokù a SF je mno¾ina skokù funkce F . Potom pro ka¾dou borelovskou mno¾inuE � R je P (fX 2 Eg) = Xx2SF\E(F (x) � F (x�)):65



Nech» � : R! R je borelovská funkce. PotomZ
 � �X dP = Xx2SF\E �(x)(F (x) � F (x�));pokud má aspoò jedna strana smysl.Dùkaz. Dùkaz pomocí vìty 21.9 je snadný, v pøípadì (a) se v¹ak zprostøedkovanì opírá o Radon-Nikodýmovu vìtu a netriviální tvrzení v 21.14.21.16. Pøíklady distribuèních funkcí. Ka¾dá spojitì diferencovatelná distribuèní funkce je pøíkla-dem absolutnì spojité distribuèní funkce, tøebaF (x) = 1=2 + 1� arctanx:Funkce �[0;1) je typická funkce skokù. Singulární spojité funkce se konstruují hùøe, pøíkladem je tzv.Cantorova funkce, viz. [Vyb]. 22. Gamma funkce22.1. Zavedení Gamma a Beta funkce a rekurentní formule. Funkci Gamma de�nujeme na in-tervalu (0;1) pøedpisem �(s) = Z 10 xs�1 e�x dx:(22.1)(Ovìøte samostatnì konvergenci integrálu!) Integrováním per partes zjistíme pro s > 0�(s+ 1) = Z 10 xs e�x dx = Z 10 s xs�1 e�x dx = s�(s):(22.2)Funkci Beta dvou promìnných p > 0, q > 0 de�nujeme pøedpisemB(p; q) = Z 10 xp�1(1� x)q�1 dx:(Ovìøte samostatnì konvergenci integrálu!) Integrováním per partes odvodíme pro p; q > 0pB(p; q + 1) = Z 10 pxp�1(1� x)q dx = Z 10 xp q(1� x)q�1 dx = qB(p+ 1; q):(22.3)22.2. Derivování funkce �. Formálním derivováním za integraèním znamením dostaneme rekurentnì�(k)(s) = Z 10 xs�1(lnx)k e�x dx:Vzorec lze odùvodnit pou¾itím vìty o derivování podle parametru pro s 2 (p; q), kde 0 < p < q < 1,s majorantou g(x) = (xp�1 + xq�1) e�x:Funkce Gamma je tedy nekoneènì diferencovatelná, tím spí¹ spojitá na (0;1).22.3. Prùbìh funkce Gamma. Zøejmì �(s) > 0 pro s > 0. Druhá derivace je zøejmì kladná, tedyGamma je striktnì konvexní na (0;1). MámeZ 10 lims!0+ xs�1 e�x dx = Z 10 dxx =1a tudí¾ podle vìty 6.3 je lims!0+�(s) = lims!0+ Z 10 xs�1 e�x dx = +1:Podobnì se uká¾e lims!1�(s) = Z 10 lims!1+ xs�1 e�x dx = Z +11 1 =1:66



22.4. Vztah funkcí Gamma a Beta. Substitucí x = r2 získáme�(s) = 2 Z 10 r2s�1 e�r2 dr:(22.4)Substituce x = cos2 � (tedy 1� x = sin2 �) dáváB(p; q) := Z 10 xp�1(1� x)q�1 dx = 2 Z �=20 cos2p�1 � sin2q�1 �d�:Tedy pou¾itím polárních souøadnic dostaneme�(p)�(q) = 4 Zfx>0; y>0g x2p�1y2q�1 e�x2�y2 dx dy= 4 Zfr>0; 0<�<�=2g r2p+2q�1e�r2 cos2p�1 � sin2q�1 �d�dr= �(p+ q) B(p; q):22.5. Vyjádøení funkce Gamma limitou. Oznaèmefn(x) = xs�1�1� xn�n �(0;n)(x); x 2 (0;1):Potom limn!1 fn(x) = xs�1e�x; x 2 (0;1):Z nerovnosti e� xn � 1� xn � 0; 0 < x < ndostaneme umocnìním na n-tou 0 � fn(x) � xs�1e�x;co¾ je integrovatelná funkce promìnné x 2 (0;1). Lebesgueova vìta 5.2 dává�(s) = Z 10 xs�1e�x dx = Z 10 limn!1 fn(x) dx = limn!1 Z 10 fn(x) dx = limn!1 Z n0 xs�1�1� xn�n dx:Substitucí x = ny dostaneme�(s) = limn!1 Z 10 nsys�1(1� y)n dy = limn!1nsB(s; n+ 1):S pomocí (22.3) mámensB(s; n+ 1) = ns ns B(s+ 1; n) = ns n(n� 1)s(s+ 1) B(s+ 2; n� 1)= : : : = ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n� 1) B(s+ n; 1) = ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n� 1) Z 10 xs+n�1 dx= ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n) :Tedy �(s) = limn!1 ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n) :(22.5)22.6. Roz¹íøení de�nièního oboru funkce �. Funkci � mù¾eme de�novat vzorcem (22.1) i pro kom-plexní hodnoty promìnné s, pokud Re(s) > 0. Beze zmìn v dùkazu dostaneme formule (22.3) i (22.5).Limita na pravé stranì formule (22.5) v¹ak existuje pro \vìt¹inu" komplexních èísel s bez ohledu naznaménko Re(s). Pøesnìji, existuje pro ka¾dé komplexní èíslo s s výjimkou nuly a záporných celých èísel.Vskutku, doká¾eme indukcí podle k následující tvrzení:Pro ka¾dé komplexní èíslo s 2 fz : Re z > 1� kg n f0;�1;�2; : : :g existujelimn!1 ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n) :67



Pro k = 1 pou¾ijeme odvození pomocí integrálního poètu jako v 22.5. Nech» k > 1, tvrzení platí prok � 1 a s je komplexní èíslo, jeho¾ reálná èást je vìt¹í ne¾ 1 � k. Potom Re(s + 1) > 2 � k a podleindukèního pøedpokladu existuje limn!1 ns+1 n!(s+ 1) : : : (s+ 1 + n) :Tedy existuje takélimn!1 ns n!s(s+ 1) : : : (s+ n) = limn!1 ns+1 n!(s+ 1) : : : (s+ 1 + n) limn!1 s+ 1 + nsn = 1s limn!1 ns+1 n!(s+ 1) : : : (s+ 1 + n) :Závìr je následující: de�nujeme-li funkci � limitou (22.5), její de�nièní obor je celá mno¾ina kom-plexních èísel s výjimkou nuly a záporných celých èísel. Pouze pro kladnou reálnou èást v¹ak dostávámeintegrální reprezentaci (22.1).22.7. Objem koule v Rn. Nech» �nrn je objem n-rozmìrné koule o polomìru r v Rn aI := ZR e�x2 dx:Konstantu �n urèíme z výpoètuIn = �ZR e�x2 dx�n = ZR�ZR�: : :�ZR e�x21e�x22 : : : e�x2n dxn� : : :� dx2�dx1= ZRn e�x21�x22�:::�x2n dx1 dx2 : : : dxn = ZRn e�jxj2 dx= ZRn�Z e�jxj20 dt� dx = Z 10 �Zfx: 0<t<e�jxj2g dx� dt= Z 10 �Zfjxj<rln 1t g dx� dt = Z 10 �n(B(0;qln 1t )) dt= Z 10 �n�ln 1t�n=2 dt = �n Z 10 yn=2e�y dy= �n��1 + n2�:Pou¾ili jsme Fubiniovu vìtu a substituciy = ln 1t ; neboli t = e�y:Jeliko¾ I2 = ZR2 e�x21�x22 dx1 dx2 = Z 10 �Z 2�0 re�r2 d�� dr= 2� Z 10 re�r2 dr = 2�[ 12e�r2 ]1r=0 = �(z polárních souøadnic), máme I = p�, �n = �n=2�(1 + n=2) :Gamma funkci v 1 + n=2 spoèteme rekurentnì. Z (22.4) plyne�(1=2) = 2 Z 10 e�r2 dr = I = p�;tedy podle (22.2) �( 32 ) = 12�( 12 ) = p�2 ;�( 52 ) = 32�( 32 ) = 32 p�2 ;: : : 68



22.8. Stirlingova formule. Doká¾emeL := lims!1 1ps �se�s �(s+ 1) = p2�:Máme L = lims!1 Z 10 1ps exp (s� x+ s lnx� s ln s) dx= lims!1 Z 10 1ps exp ��s(xs � 1� ln xs )� dx= lima!0+ Z 10 a exp��a2x� 1� ln(a2x)a2 � dx:(V posledním øádku jsme zamìnili s = a�2). Substituce t = ln a2xa dáváL = lima!0+ Z 1�1 exp���eat � 1� ata2 � at�� dx:(22.6)Jeliko¾ lima!0+�eat � 1� ata2 � at� = t22 ;je L = Z 1�1 e� t22 dt = p2�;pokud mù¾eme zamìnit limitu a integrál. Zámìnu provedeme podle Lebesgueovy vìty. Nalezení majo-ranty není tak úplnì triviální. Oznaèmef(t) = ( t22 � t; t � 0;et � t� 1; t < 0a pro pevné a 2 (0; 1) buï g(t) = eat � at� 1a2 � at� f(t):Pro t > 0 je g0(t) = eat � 1a � a� t+ 1;g00(t) = eat � 1 � 0:Pro t < 0 máme g0(t) = eat � 1a � a� et + 1;g00(t) = eat � et � 0:Funkce g(t) je tedy spojitá, konvexní na intervalech (�1; 0) a (0;1) a limitním pøechodem v derivacisnadno zjístíme g0(0+) = 1� a > 0; g0(0�) = �a < 0:Odtud je zøejmé, ¾e g(t) > 0 pro t 6= 0, tedyeat � at� 1a2 � at � f(t):Majoranta integrandu v (22.6) vzhledem k a 2 (0; 1) jee�f(t) = (e� t22 +t; t > 0;e1+t�et ; t < 0;co¾ je zøejmì integrovatelná funkce. Tím je dùkaz zavr¹en.22.9. Výpoèet jistého urèitého integrálu. Budeme poèítatI = Z 1�1 x2p1 + x2q dx;69



kde p < q jsou pøirozená èísla. Vytvoøme indexové mno¾inyA+ = f1; 3; : : : ; 2q � 1g; A� = f�1;�3; : : : ;�2q + 1g;A = A+ [ A�:Potom v komplexním oboru máme rozkladz2q + 1 = Yk2A(z � zk);kde zk = eik�; � = �2q :Oznaème Pk(z) = Yj2Anfkg(z � zj)Potom zderivováním rovnosti z2q + 1 = (z � zk)Pk(z)dostaneme 2q z2q�1 = Pk(z) + (z � zk)P 0k(z)Dosazením z = zk odvodíme 2q z2q�1k = Pk(zk):(22.7)Uva¾ujme rozklad racionální funkce na èásteèné zlomkyz2pz2q + 1 =Xj2A ajz � zj ;kde aj jsou komplexní èísla, která zatím neznáme. Obì strany vynásobíme výrazem z � zk a dostanemez2pPk(z) =Xj2A aj(z � zk)z � zjLimitní pøechod pro z ! zk dává z2pkPk(zk) = aka dosazením z (22.7) máme ak = 12q z2p�2q+1k = � 12q z2p+1k ;nebo» zk øe¹í rovnici z2qk = �1. Nyní se budeme zabývat integrálemIk(R) = q Z R�R� akx� zk + a�kx� z�k � dx; k 2 A+:Oznaème � = (2p+ 1)�; tak¾e q ak = � 12 eik� :Máme q� akx� zk + a�kx� z�k� = �12� eik�x� eik� + e�ik�x� e�ik��= cos(k� � k�)� x cos k�x2 � 2x cos k�+ 1 :Substituce x = y + cos� dáváIk(R) = Z R�R cos(k� � k�)� x cos k�x2 � 2x cos k�+ 1 dx = Z R�cos k��R�cos k� sin k� sin k�� y cos k�y2 + sin2 k� dy= Z R�cos k��R�cos k� sin k� sin k�y2 + sin2 k� dy � Z R�cos k��R�cos k� y cos k�y2 + sin2 k� dy:(22.8) 70



V druhém integrálu pravé strany rovnosti (22.8) vyu¾ijeme lichost integrandu. Pokud cos k� > 0,dostaneme����Z R�cos k��R�cos k� y cos k�y2 + sin2 k� dy���� = ����Z �R+cos k��R�cos k� y cos k�y2 + sin2 k� dy + Z R�cos k��R+cos k� y cos k�y2 + sin2 k� dy����= ����Z �R+cos k��R�cos k� y cos k�y2 + sin2 k� dy���� � Z �R+1�R�1 R + 1(R� 1)2 dy= 2R+ 2(R� 1)2 ! 0:Ke stejnému závìru dojdeme analogicky i v pøípadì cos k� < 0. TedylimR!1 Ik(R) = limR!1 Z R�cos k��R�cos k� sin k� sin k�y2 + sin2 k� dy = Z 1�1 sin k� sin k�y2 + sin2 k� dy = � sin k�;nebo» integrál pøes R konverguje. Jeliko¾ integrál I konverguje, mámeq I = q limR!1 Z R�R x2px2q + 1 dx = limR!1 Xk2A+ Ik(R) = Xk2A+ limR!1 Ik(R) = � Xk2A+ sin k�Poèítejmeq I� = Im Xk2A+ eik� = Im q�1Xj=0 ei(2j+1)� = Im ei�(1� e2iq�)1� e2i� = Im 2 ei�1� e2i� = Im 2e�i� � ei�= Im 2i2ei� � e�i� = Im isin� = 1sin� :Zde jsme vyu¾ili, ¾e 2q� je lichý násobek �, tak¾e e2iq� = �1. TedyI = �q sin�� 2p+12q � :22.10. Výpoèet dal¹ích urèitých integrálù. Nyní budeme poèítatJ(s) = Z 10 ts�11 + t dt; s 2 (0; 1):Nejprve uva¾ujme s = 2p+ 12q ;kde p; q jsou jako v 22.9. Substituce t = x2q vede naJ(s) = 2q Z 10 x2p1 + x2q dx = q Z 1�1 x2p1 + x2q dx:Podle pøedchozího výpoètu 22.9 je J(s) = �sin�s :(22.9)Vzorec (22.9) platí pro s z husté podmno¾iny intervalu (0; 1). Ze spojitosti obou stran (ovìøte samostatnìpøedpoklady vìty o spojitosti integrálu závislého na parametru) dostáváme (22.9) pro v¹echna s 2 (0; 1).Nyní budeme poèítat hodnotu Beta funkce B(1�s; s), s 2 (0; 1). MámeB(1�s; s) = Z 10 x�s(1� x)s�1 dx = Z 10 �1� xx �s�1 dxx :Substituce t = (1� x)=x dáváB(1�s; s) = Z 10 ts�11 + t dt = �sin�s ; s 2 (0; 1):Koneènì aplikací na Gamma funkci dostáváme�(s) �(1� s) = �sin�s ; s 2 (0; 1):71



23. Literarura (dal¹í odkazy lze nalézt v [LM])[LM] J. Luke¹, J. Malý: Míra a integrál. Univerzita Karlova, Praha 1993.[DIPP] J. Malý: Derivace a integrál pro pokroèilé.http://www/karlin/mff/cuni/cz/�maly/ipp.dvi[Vyb] J. Malý: Vybrané úlohy z míry a integrálu.http://www/karlin/mff/cuni/cz/�maly/prose.dvi
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