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1. PoJEM MIRY

1.1. Mno#inové funkce. Necht X je abstraktni mnozina a G C 2% . Zna¢ime
R = [—00, +0].
Jakakoli funkce
7:G—>R
se nazyva mmnozinovd funkce. Mnozinové funkce se vét$inou pouzivaji k “méfeni” mnozin. Nékdy budeme
pouzivat pro mnozinovou funkci znaceni (G, 7), abychom soudasné uvedli i znak pro jeji definiéni obor.

1.2. Rozsifeni a ziiZeni mnoZinové funkce. Necht X je abstraktni mnozina, i, V C 2%, u je mnozi-
nové funkce na i a v je mnozinova funkce na V. Rikdme, 7e v je rozsiveni p, jestlize d C V a u(A) = v(A)
pro kazdou A € U. Naopak, mnoZinovou funkci p v tomto pfipadé nazyvame ziZenim mnozinové funkce
vz V nald a znacime ji v|U.

Méjme t¥idu Z mnozinovych funkci. MnoZinovou funkci (G, 7) budeme nazyvat nejuzsim prokem t¥idy
Z, jestlize je zGzenim v8ech ostatnich prvka tfidy Z. Nejuzzi prvek tfidy mnozinovych funkci nemusi
obecné existovat, ale pokud existuje, je uréen jednoznacné (to je okamzité vidét z definice).

1.3. Délka intervalu. Nechf a,b € R, a < b. Mnozinu
Ie {[a,b], [a,b), (a,b], (a,b)}

nazveme (jednorozmérniym) intervalem a prfifadime ji

b—a, a<hb,
1.1 0 () = ’ ’
(11) (1) {07 "

(druhy pfipad uvazujeme zvl4st, abychom se vyhnuli nepfijemnostem s rozdilem oo — o). Index “1”
zde znadi jednorozmérnost a budeme jej zatim vynechévat. Pfedpis (1.1) definuje na systému Z vSech
intervalt I C R mnozinovou funkci, kterd se nazyva délka intervalu. Jednim z prvnich cili teorie miry
je najit vhodné rozsireni této mnozinové funkce.

1.4. o-algebra. Nechtf X je abstraktni mnozina. Systém S podmnozin X se nazyva o-algebra, jestlize
(SA-1) e S,
(SA-2) AeS = X\AE€S,
(SA-3) 4;€8,j=12, = |J;4,€S.

Dvojice (X, S) se nazyva méFitelny prostor. Mnoziny A € S se nazyvaji S-méfitelné mnoziny. Nehrozi-
li nedorozumeéni, budeme mluvit kratce o méritelnych mnoZindch.

1.5. Vlastnosti o-algebry.
(a) X € S,
(b) A, BeS = B\A€S,
(c) A]' €S5,j=12,.--- = ﬂjA.f €S.
1.6. Priklady o-algeber.
() {0, X}
(b) Systém 2% viech podmnozin mnoziny X.
(c) Borelovské mnoziny na topologickém prostoru, viz. 1.8.
(d) Lebesgueovsky méfitelné mnoziny, viz. 1.16, 9.1
(e) Systém vSech uzavienych (resp. otevienych) podmnoZin topologického prostoru netvoii obecné o-
algebru, naptiklad protoZe neni splnén pozadavek (SA-2)

1.7. Generovani o-algeber. Je-li F libovolny systém podmnozin X, potom existuje nejmensi o-algeb-
ra obsahujici F. Tuto o-algebru dostaneme jako prinik vSech o-algeber obsahujicich F.

1.8. Borelovské mnoZiny. Necht X je topologicky prostor a G je systém vSech jeho otevienych podm-
nozin. Potom definujeme B(X) jako nejmensi o-algebru obsahujici G (viz. 1.7).

o-algebra B(X) obsahuje kromé otevienych mnozin téZ vechny uzaviené mnoziny. V R jsou borelovské
vSechny intervaly, mnozina vSech raciondlnich ¢isel, atd. Pfiklady neborelovskych mnozin se konstruuji
velmi tézko.

1.9. Mira. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce p : & — [0, 0o] se nazyva mira, jestlize
splnuje



(Mi-1) u(0) =0,
(Mi-2) jestlize A; € S, j =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, potom

plJ4p) =X uay)

Trojice (X, S, u) se nazyva prostor s mirou.
Zduraznéme, 7e definice miry zahrnuje, Ze hodnoty jsou nezaporné a defini¢ni obor je o-algebra.

1.10. Priklady mér.
(a) Diracova mira d,: X je libovolnd mnozina, a € X, S = 2%,

1, a€A,
6(1(‘4)_{0 (Z¢A

(b) Pocitaci mira X je libovolnd mnozina, S = 2. Poéitaci mira piifadi kazdé mnozingé A C X pocet
jejich prvki. Nekoneénym mnozindm prifadi prosté oo, nerozlisuje nekoneé¢né mohutnosti.

(c) Lebesgueova mira zobechuje pojem délky intervalu, obsahu “obrazce” ¢i objemu “télesa”, viz. 1.16,
9.1.

(d) Hausdoffova mira je druh k-rozmérné miry v R". Zobechuje pojem délky kiivky (k = 1), a povrchu
zakiivené plochy (k = 2, n = 3). Podobné vlastnosti mé k-rozmérnd mira, kterou zavedeme v 12.9.
Viz. t62 [LM], [DIPP], 12.19.

1.11. Terminologie teorie miry. Mira y na méfitelném prostoru (X, S) se nazyvéa

(a) komecnd, jestlize u(X) < oo,

(b) o-konecnd, jestlize existuji X1, Xo,--- € S tak, ze p(X;) < oo a X =J; Xj,

(c) pravdépodobnostni, jestlize u(X) =1,

(d) dplnd, jestlize kazdd podmnoZina mnoZziny miry nula je méfitelnd (a tudiz také miry nula).

Fréaze skoro vsude nebo p-skoro vsude se pouziva ve spojeni s vlastnosti bod@i mnoziny X . Rekneme-li,
7e takova vlastnost plati skoro v8ude (nebo ve skoro vSech bodech), znamena to, 7e je splnéna aZ na
mnozinu miry nula, neboli, 7e existuje mnozina N € S miry nula tak, 7e vlastnost je splnéna ve vSech
bodech mnoZiny X \ N. PouZiva se zejména pro rovnost a nerovnosti mezi funkcemi a pro bodovou
konvergenci posloupnosti funkei.

1.12. Zhaplnéni miry. Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Potom existuje nejuzsi rozgiteni miry (S, u)
na tiplnou miru. Vysledna mira se nazyva ziplnénim miry p a znaci (S, 7). Konstruuje se jako
S={ECX:3FE,E'"€eS:E'CECE", u(E"\ E') =0},
A(E) == u(E') (= p(E")).
(Dokazte jako cvi¢eni!)
1.13. Trik zdisjunktnéni. Necht A;, Ay,--- € S. Potom existuji po dvou disjunktni E;, Es,--- € S
tak, 7e
AU-—UAy=FE U---UE, Vk=1,2,....
Tuto vlastnost maji
E1:A1, EQZAQ\Al, Eq:Aq\(AluAg)

1.14. Vlastnosti miry. Necht A; € S.

(a) 41 C Ay = p(Ar) < p(As).

(b) Jestlize A; € S, j=1,2,..., 41 C A» C ..., potom

nlJA4)) = limn pu(4;).
J
(c) Jestlize A; € S, j=1,2,..., A1 D Ay D ..., ajestlize u(A1) < oo, potom
u(ﬂ Aj) = lim 1(A;).
J

Diikaz. (a) je snadné. K diikazu (b) pouzijeme trik zdisjunktnéni 1.13. (c): Pouzijeme (b) na A\ 4;. O
1.15. Piiklad. Necht X = R, S = B(R) a p je Lebesgueova mira (viz. nize). Necht A; = [j, 00). Potom

A; N\, 0, a pfesto p(A;) = oo. Je to tim, ze v 1.14 (c) neni splnén predpoklad o konecnosti pu(A;).
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1.16. Lebesgueova mira v R". Mnozinu @ C R nazveme n-rozmérnym intervalem, jestlize existuji
jednorozmérné intervaly I,...,I,, C R tak, 7e

Q=I5 x---x1,.

Mnozinu vSech n-rozmérnym intervali budeme znacit Z,,. Kazdému n-rozmérnému intervalu ) priradime
jeho objem predpisem

0 (Q) =l (1) .. . 4 (1),
kde ¢, (I) je jako v 1.3.

Lebesgueovu miru v R™ definujeme jako nejuzsi tplnou miru, kterd kazdému intervalu pfiradi jeho
objem (v jednoroznérném pitipadé délku, v dvourozmérném obsah). Budeme ji znacit (9, A, ). Mnoziny
nalezejici 9, budeme nazyvat lebesqueovsky méritelné mnoziny. Index “n” oznacujici dimenzi budeme
vétSinou vynechavat.

Dukaz, ze (Zn,{,) lze roz§ifit na tplnou miru a mezi takovymi rozsifenimi opravdu existuje nejuzsi
prvek, neni plné lehky a odlozime jej na pozdé&ji (viz. 9.4).

1.17. Lebesgueovsky neméritelné mnoziny. Ackoli Lebesgueova mira je definovana jako “nejuzsi”,
je dostatecné iroka. Existuji sice Lebesgueovsky neméfitelné mnoZiny (viz. nap¥. [LM]), ale dikaz jejich
existence neni konstruktivni. Filosoficky vzato, z hlediska vypoc¢tu v aplikacich nemtze mit vliv na
vysledek, zda neméfitelné mnoziny existuji nebo ne. Vynechat diikaz méfitelnosti mnoziny, je-li jeji
méfitelnost pozadovana, je v8ak hrubou matematickou chybou.

2. MERITELNE FUNKCE

2.1. Znaceni. Je-li X abstraktni mnozina a A C X, znacime X, charakteristickou funkci mnoziny A
neboli

1, z€A,
Xalo) = 0, =¢A.

Symbol oo miize byt uzit pro +oco. Na R zavadime algebraické operace a nerovnosti pfirozenym zpiisobem.
Soucet a + b ma smysl pokud a € R nebo b € R nebo a a b jsou nekone¢na stejného znaménka. Soucet
o0 + (—00) smysl nemé. Souéin ab mé smysl vzdy (dilezité ), ve “sporném piipadé” zavadime

(2.1) 0- 400 = 0.

Podil a/b mé smysl s vyjimkou pfipadd a/0 a a o0/ £ oc.

Intervaly typu (a,b), [-00,b) a (a, +oc] budeme nazyvat topologicky oteviené. Rekneme, 7e mnozina
G C R je oteviend, jestlize ji lze vyjadiit jako sjednoceni topologicky otevienych intervalt. Snadno
nahlédneme, 7e kazdé takové sjednoceni lze upravit na sjednoceni spocetné. Mnozinu M C R nazveme
ve shodé s 1.8 borelovskou, jeslize nalezi do nejmensi o-algebry generované otevienymi podmnozinami
R. Systém vsech borelovskych podmnozin R znaé¢ime B(R).

Je-li f: D — R funkce, definujeme f+ = max{f,0}, f~ = max{—f,0}. (Maximum & minimum dvou
funkei se definuje bod po bodu.) Tedy

f=r-f, fl=fr+f".
Je-li f funkce na D a M C R, zna¢ime
{feM}={zeD: f(z)e M},
podobné zavadime znaceni jako {f > a}, {f = a}.
Symbolem ¢ o f zna¢ime slozenou funkci & — o(f(z)). Znaceni f~! pourividme pro inverzni funkci
k f.

V celé kapitole (s vyjimkou zavedeni jednoduchych funkci) budeme uvaZovat métitelny prostor (X, S).

2.2. Méftitelné funkce. Necht D € S. Rekneme, 7ze funkce f : D — R je S-méfitelnd, jestlize pro
kazdy interval I C R je {f € I} € S. Bude-li z kontextu jasné, v jaké o-algebfe pracujeme, budeme
mluvit prosté o “méritelnych funkcich”.

2.3. Pozorovani. Necht D,D; € S.
(a) Je-li f méfitelnd na D a Dy C D, pak f je méfitelnd na D;.
(b) Je-li funkce f: D — R S-méfitelnd na Dy a Dy a D = Dy U Do, pak f je méfitelnd na D.

2.4. Ovéfovani méFitelnosti. Uvazujme D € S a funkci f : D — R. Pfedpokladejme, 7e vime napf-.,
ze



(%) Pro vSechna g€ Qje {f > q} € S.
Ukazeme, 7Ze (x) staci k ovéfeni méfitelnosti funkce f.
1. Necht a < oo, najdéme raciondlni ¢isla g; N\, a. Pak

{f>a}={J{f>q}
J
2. Necht a > —oc, najdéme racionalni ¢isla r; * a. Pak

{(f>a} = ﬂ{f > ;).

3. Necht b € R, pak
{f<by=D\{f>b}, {f<b}=D\{f>0b}
4. Necht a, b € R, a < b. Potom

{felab]} ={fza}n{f <b}

a podobné pro ostatni typy intervald.

2.5. Mé&Fitelnost vzort borelovskych mno%in. Necht M C R je borelovskd mnoZina a f je méFitel-
nd funkce na D € S. Potom {f € M} € S.

Diikaz. Systém mnozin F := {M C R : {f € M} € S} je zfejmé o-algebra obsahujici viechny topolog-
icky oteviené intervaly, a tudiz i v8echny oteviené podmnoziny R. Jelikoz B(R) je nejmens$i o-algebra
s takovou vlastnosti, je nutné B(R) C F. O

2.6. Meéritelnost sloZené funkce. Necht f je méritelnd funkce na D € S a ¢ je spojitd funkce na
oteviené mnoziné G C R. Potom mnoZina D' := {f € G} je métitelnd a sloZend funkce p o f je
méfitelnd na D'.

Diikaz. Je-li a € R, potom G N (a, o] je oteviend podmnozina R a tudiz podle véty 2.5 je {¢o f > a} =
{f € GN (a,oc]} méfitelnd mnoZina. Funkce f je tedy méfitelnd podle 2.4. O

2.7. Varovani. Budeme-li sklddat spojitou a méfitelnou funkci v opa¢ném poradi, vysledek nemusi byt
méfitelny. Také neni obecné pravda, 7e inverzni funkce k méfitelné funkci by byla méfitelna funkce.

2.8. Operace s méiitelnymi funkcemi. Necht funkce f, f; jsou mériteln€ funkce na D € S. Pak plati
ndsledugjici:
(a) Funkce |f|, f*, f~, f? jsou mé¥itelné na D, 1/f je méritelnd na {f # 0}.
(b) Funkce f1 + fa, fi — fo, fif2, f1/fo jsou méFitelné vidy na mnoziné, kde ucinénd operace ddvd
smysl podle 2.1.
(c) Funkce sup; f;, inf; f;, limsup; f;, liminf; f; jsou méritelné na D.
(d) MnoZina D' vsech bodi, kde ezistuje lim; f; je méFitelnd a lim; f; je méFitelnd na D'.

Diikaz. (a) je dusledek véty 2.6.

(b): Méme
{f+9>a}= (J {f>ntn{g>q}
s
Déle

_ 1 2 2
fo=1(F+9? - (F-9?).
Ostatni je snadné.
(c): Je
finf f; > a} = (1fs > a}
’ J
a odtud odvodime i zbytek.

(d) Méme
{lim f; existuje} = {limsup f; = limiinf fi}
J :

=D\ ( U {liminf f; < p < ¢ < limsupfj}).
P,4€EQ ! J



2.9. Jednoduché funkce. Necht S C 2% je mnoZinovy systém (ne nutné o-algebra). Funkci f na
D € S nazveme S-jednoduchou, jestlize f je linedrni kombinace charakteristickych funkci mnozin z S, tj.
existuji-li mnoziny 4; € Saa; € R, j=1,...,m, tak, ze

m
f= Z ajXy,-
=1

Pokud bude jasné, jaky mnozinovy systém mame na mysli, budeme mluvit prosté o jednoduchych
funkcich.

2.10. Aproximace jednoduchymi funkcemi. Necht (X,S) je mévitelny prostor. Necht f je nezd-
pornd méFitelnd funkce na D € S. Potom existuji nezaporné jednoduché funkce fr / f. Navic, f lze
vyjadrit ve tvaru

(2.2) F=Y 2%,

j=—o0

kde E; € S.

Diikaz. Polozme
P - U{ [i279, (i + 1)279) : i je liché celé}.

i

Potom -
f: Z 27]'XF}]47
j=—oc
kde
E;j:={f € P;}.

Jelikoz P; jsou borelovské, {f € P;} jsou méfitelné podle véty 2.5. Jedna se vlastné o dyadickou expanzi
f(z); = € Ej; pravé kdyz f(z) ma na j-tém misté v dyadickém rozvoji jednicku. Jednoduché funkce fj
muzeme definovat vzorcem

3. ABSTRAKTN{ LEBESGUEUV INTEGRAL

Necht (X,S,u) je prostor s mirou. V této kapitole zavedeme abstrakini Lebesguetiv integrdl z u-
méfitelné funkce.

Jednou z motivaci pro studium takového integrélu je pojem klasického Lebesgueova integrilu (viz.
kapitola 4), ktery ddva pouzitelnéjsi teorii nez integral Newtoniiv nebo Riemanntv.

Tato motivace vSak zdaleka neni jedind. Obecné pojeti abstraktniho Lebesgueova integralu na libo-
volném prostoru s mirou ma mnoho aplikaci v analyze, teorii pravdépodobnosti a v matematice viibec,
v této obecnosti Riemannova i Newtonova metoda nenabizeji ani ¢aste¢né feseni problému.

3.1. Déleni. Koneény soubor mnozin {A;,...,A,,} C S nazveme délenimn mnoziny D € S, jestliZe
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a

A;=D.

s

Il
-

J
3.2. Charakteristika jednoduchych funkeci. Necht f je nezdpornd mévitelnd funkce na D. Pak je
ekvivalentni

(i) f je jednoduchd,
(ii) f nabgvd jen konecné mnoha hodnot,

(iil) existuje deleni {A;}7, mnoZiny D a nezdpornd Cisla aj, j =1,...,m tak, Ze
f= Z ajXy,-
J
Dikaz. Implikace (i) = (ii) a (iii) = (i) jsou zfejmé. Pro (ii) = (iii), necht a4, ..., a;, jsou hodnoty,
kterych nabyva funkce f a polozme A; = {f = a;}. O
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3.3. Konstrukce integralu. Nechf f je méFitelnd funkce na D € S (s hodnotami v R). Integrél [, f du
vybudujeme ve dvou krocich.
1. Je-li f nezdporna méfitelna funkce, definujeme

m
/ fdu= sup{z ajp(A;) : {A;} je déleni D,
(3.1) D =
0<a; < fnad,, j:l,...,m}.
Souéty vyskytujici se v (3.1) nazyvame dolnimi soucty k funkci f. Integral z nezdporné métitelné funkce

je definovan vZdy, mize ovSem nabyvat nekonec¢né hodnoty.
2. V obecném ptipadé, kdy f je méfitelna funkce na D, definujeme

(3.2) /DfdMZ/DfWuj/D.f’du,

pokud rozdil v (3.2) ma smysl. Pokud

/Dﬁdu:/Df*du:om

zlistava integral funkce f nedefinovan.
3. Je-li f méfitelna funkce na D' C D a u(D \ D') = 0, je Gelné definovat

'/DfduziDl fdp.

Vysledek samoziejmé v tom piipadé nezdvisi na volbé D’.
V nékterych pripadech je Gcelné pouzivat podrobnéjsi zapis

/D f() dulw) pro /D fdp.

Je-li integral .fn fdu definovan, fikdme téz, ze md smysl, nebo ze funkce f md integral. Je-li navic
tento integral konecné cislo, fikame, 7e fD f du konverguje nebo Ze f je integrovatelnd.

3.4. Ruzné vlastnosti Lebesgueova integralu. Necht D € S a f, g jsou méritelné funkce na D.
(a) Je-li f>0,Dy, Dy €S a Dy C Dy C D, pak

fdp < [dp.
D1 DQ

(b) Jestlize D1, Dy € S, DyN Dy =0 a Dy UDy = D, pak
/ fdp= [ fdu+ [ fdp.
D D, Do

(c) Je-li [, |fldp < oo, pak |f| < oo skoro vsude.
(d) Je-li [, |fldp =0, pak f =0 skoro vsude.
(e) (monotonie) Jestlize f, g maji integrdl a f < g skoro v§ude, pak

/Dfduﬁ/ngdu-

(f) Je-li [, gdp < oo a|f| < g skoro vsude, pak f je integrovatelnd.

Diikaz. (a), (b), (c) jsou snadné. (d): Jestlize mnoziny E; := {|f| > 277} maji miru nula, pak f = 0
skoro viude. Pokud jedna 7z nich m4 kladnou miru, pak 277 u(FE;) je dolni soudet k |f| a tudi integrél
|f| je kladny. (e): Tvrzeni je snadné, pokud 0 < f < g na D. V obecném pfipadé se dukaz provede
rozdélenim na mnoziny {f < 0 < g}, {f < g <0}, {0 < f < g}, {9 < f} a diskusi. (f) plyne z (e) a
definice integralu. O

3.5. Lemma o monotonii. Necht D € S. Necht {A;}}_;, {Bi}i%; jsou déleni D a

Q1,...,0n. ﬁl:"':ﬂm

jsou nezapornd redlnd cisla. JestliZe

m n
Zﬁi’xﬁi < ZanAj’
i=1 j=1
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potom
(3.3) > Bin(Bi) <Y au(4;).
i=1 j=1
Diikaz. Je-li A; N B; # 0, potom z predpokladi plyne 3; < a; a tudiz

(3.4) Bin(A; N By) < aju(A; N By).

Pokud A4; N B; = 0, pak u(A; N B;) = 0 a zase dostdvdme (3.4). Se¢tenim pfes i, j a zdménou pofadi
sumace dostavame

(3.5) i 2”: Bin(A; N B;) < Xn: i aju(A; N B;).
i=1 j=1 j=1 i=1
Jelikoz
S w4 NB)=u(B), Y u(4; N B) = u(4,),
j=1 i=1
z (3.5) dostavame (3.4). O

3.6. Integrél jednoduché funkce. Necht D € S. Necht {A;}]_,, {Bi}[2; je déleni D a ou,...,an
jsou mezapornd redlnd c¢isla. Potom

/ (Z %'XA,-) du ="y aju(4;).
D Cj—q j=1
Dikaz. Oznacme
f = Z anAj .
j=1
Je-li
> Bin(Bi)
i=1

dolni soucet k f, podle lemmatu 3.5 dostdvame

m

Z Bin(Bi) < Z ajp(A;)

i=1

a prechod k supremu pres vSechny dolni soucty dava

/ Fdp <y~ aju(4y).
Jp =

Jelikoz
n
> aju(4;)
=1
je téz dolni soucet k f, mame i obradcenou nerovnost. O

3.7. Dusledek. Je-li f nezapornd méritelnd funkce na S, potom
/ f= sup{/ s: 0<s<f, s je jednoduché.}
D D

3.8. Leviho véta. Necht {f;} je posloupnost mévitelngch funkci na D € S, 0 < fi < fo < ...
f=lim f;. Potom

(3.6) /Dfduzli.gn/ijdu.
8



Diikaz. Necht
> ajn(4;)
j=1

je dolni soucet k f. Oznacme

n
Jj=1

zvolme 7 > 1 a polozme
Ey ={rfx > s}.
Snadno ovétime, ze |J, Ex = D. Podle 1.14 (b),

p(A;) = lim p(A; 0 Ep),
tedy (zdména limity a kone¢né sumy neni z4dny problém)
(3.7) > an(4y) =lim Y T aju(A; N Ey).
j=1 '

=1
Kazdy soucet

n
> aju(4; N Ey)
j=1
je dolni soucet k 7fy, tedy limitu na pravé strané (3.7) mtizeme shora odhadnout limitou

hm/ Tfkd,u.
k Jp
Tedy

Za]u <11m7‘/ frdu.

Prechodem k supremu pres vSechny dolnl soucty k f dostavame
[ tdu< i [ pau
JD k- JE,

a prechodem pro 7\, 1 mame

/fdu<hm fdu.

Ey
Opacna nerovnost je ziejma. O

3.9. Spojitost integrdlu. Necht D, E;, € S, E; C E» C ..., U, Ex = D. Necht f je neziporna
méritelnd funkce na D. Potom
/ f= hm f

Diikaz. Staci aplikovat Leviho vétu na fi = fXp, - O

3.10. Linearita integralu. (a) Necht f, g jsou méfitelné funkce na D € S, bud nezdaporné nebo inte-

grovatelné. Potom
/(f+g)du= / fdu+/gdu-
J D J D J D

(b) Necht f je mé¥itelnd funkce na D € S a v € R. Pokud f md integrdl, pak

[ rdn=n [ tan.
Jp Jp
Diikaz. Tvrzeni (b) je zfejmé.

(a): Nejprve predpoklddejme, Ze funkce f a g jsou nezdporné a jednoduché. Podle véty 3.2 najdeme

vyjadieni
n m
f:ZanAja q:Zﬁ1X}31/
j=1 i=1



kde {Aj}_;l:]7 {B;}™, jsou déleni D a ai,...,an, B1,..., m jsou nezdporna realnd ¢isla. Potom také
A;NB;:i=1,...,m,j=1,....,n} je déleni D a
j

Frg= > (o;+ Bi)Xa, B, -
i=1 j=1

Podle véty 3.6

[ 1du=Y ;)
b i=1
/D gdp = Z Bin(B;)

[+ 0du=3" 3 (as+ souta; 0 By

i=1 j=1

Mame

[ 40 du=3" 3 (as+ Bouta; 0 By
i=1 j=1

m n

=33 au(A;NB) + > Bin(A; N B))

j=1i=1 i=1 j=1
= Z ayN )+ Z/gzﬂ B;).

Tim je ditkaz proveden pro jednoduché funkce.
Necht f a g jsou nezdporné méfitelné funkce. Podle véty 2.10 existuji nezdporné jednoduché funkce
fi /A f,g9i 7 g. Pak také (f; +g;) / (f + g). Podle piedchozi ¢asti dikazu

'/D(fj‘i‘gj)ll:’/nfjﬂ'i"/ngjﬂ

ana obou stranach rovnosti pouzijeme Leviho vétu k limitnimu prechodu. To nam d4 diikaz pro nezadporné
méfitelné funkce. V piipadé, ze f a g jsou integrovatelné funkce na D, bud

D' ={|f]+g| < oo}.

Potom D' € S, D' C D a u(D \ D') = 0. Na D' plati
(f+9)"+f +g9 = +9) +f +g"
Podle ptredchoziho kroku mame
/(f+g)+du+/ f*du+/ g*du:/[(f+g)++f*+g’]du
D D D D
:/D[(f+g)*+f++g+]du

:/D(f+g)*du+/nf+du+/ng+du-

Vhodnym preskupenim séitanctt dostaneme

./D(f+g)+duj/D(f+g)’du='/Df+du*'/D.f*du+'/Dg+du*/Dg*du,

coz je dokazovany vzorec. Tvrzeni (b) je zfejmé. O
10



4. LEBESGUEUV INTEGRAL NA PRIMCE

Integral podle Lebesgueovy miry A budeme nazyvat (klasickym) Lebesgueovym integrdilem. V této
kapitole dokdZeme, Ze pro kazdou spojitou funkei f na intervalu [a, b] splyva

/ fdAx
“ [a7b]

s Newtonovym integralem funkce f pies [a,b]. Pro klasicky Lebesguetv integral funkce f pfes interval
(a,b) budeme téZ pouzivat tradi¢ni znaceni
b
/ f(z)de.
a

Pouzivani klasického Lebesgueova integralu je mnohem vyhodnéjsi nez pouzivani Riemannova ¢i New-
tonova integralu, nebot vede k “Gplnéjsi” tiidé integrovatelnych funkci.

Lze dokézat, ze kazd4 Riemannovsky integrovatelna funkce je Lebesgueovsky integrovatelna a Lebes-
gueuv integral v tomto piipadé splyvad s Riemannovym. Opa¢né inkluze neplati, lebesgueovsky inte-
grovatelnych funkci je vic.

Lebesguetiv integral nepokryva tzv. neabsolutné konvergentni integraly, napt.

0o -
sinxr
dx,
Jo z

které v jednoduchych pripadech zachycuje Newtoniv integral. Pro studium neabsolutné konvergent-
nich integrald se hodi pojem Perronova nebo Kurzweilova integralu. Neabsolutné konvergentni integraly
vyuzivaji eukleidovskou strukturu a nemaji rozumny proté&jSek na obecnych prostorech s mirou.

4.1. Neuréity Lebesgueuv integral. Necht f je spojitd funkce na intervalu (ag,bo) a F je primitivni
funkce k f. Potom

b
[ 1@ =F ) - F@)
pro kazdy interval [a,b] C (ag, bo).

Diikaz. Zvolme libovolné ¢ € (ag,a) a polozme

3
G(e) = / fa)dz, €€ (cbo).

Snadno ovéfime, ze G' = f na (¢,bg). G a F jsou tedy primitivni funkce k f na (¢, bo), a tudiz se lisi jen
o additivni konstantu. Proto

b
| f@)ds =G0 6a) = FO) - Flo).
O

4.2. Kritérium konvergence Lebesgueova integralu. Necht f je spojitd funkce na intervalu (a, b).
Necht F je primitivni funkce k f a G je primitivni funkce k |f|. P¥ipadné jednostranné limity funkce F
v krajnich bodech intervalu (a, b) znacime

F(a+) = lim F(z), F(b—) = lim F(z).

r—a+ z—sb—

(a) Jestlize funkce G je omezend, potom konverguje i f: f(x) dx a plati

b
(4.1) / f(z)dx = F(b—) — F(a+).

(b) Jestlize funkce G je neomezend, potom Lebesgueliv integral fab f(x)dz diverguje.
Diikaz. (a) Zvolme ¢ € (a,b) a najdéme intervaly [a;, b;] tak, 7Ze a < a;j < ¢ < b; < b, a; \ya, b; /b
Podle vét 4.1 a 3.9 je

b b
[ #@lde=tim [ 7()|dr = tim(Gb) - G0) < o

11



Tedy podle véty 3.4 (f) integrédl f pfes (c,b) konverguje a pro = € (¢,b) mame s pomoci véty 4.1

\F(w)—F(c)—/c 7) do]| = \/f dw|</\f )| da.

b
lim/ |f(x)| dz =0,

Jelikoz podle 3.9 je

mame

F(b-) = lim F(x / flx

z—b—

F(a+) = / f(z
Odectenim dostaneme (4.1).
(b) Necht F' je primi‘rivni funkce k f, G je primitivni funkce k |f|. Potom funkce G je neklesajici,
é (a) ukdzeme za pomoci vét 4.1 a 3.9, ze

Podobné

/ |f(z |dT—hm/ z)|dz = lim(G(b;) — G(a;)) = .
j
Tedy podle véty 3.4 (f) Lebesgueiiv integrél funkce f pfes (a,b) diverguje. O

5. ZAMENA LIMITY A INTEGRALU

/limfleim/ i
D J J D

plati pro Lebesgueiiv integral za znacné obecnych predpokladi. Na druhé strané je snadné sestrojit
protiptiklady (napi. pro klasicky Lebesguetv integral f;(z) = j%e 7%, D = (0,0)), a tudi je zapotiebi
tyto predpoklady hlidat.

V dal§im budeme uvaZzovat prostor s mirou (X,S, u).

Vzorec

5.1. Fatouovo lemma. Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdporngch méritelngch funkci na D.
Potom

(5.1) / liminf f; dp < lim inf / f;du.
JD I JJb
Dikaz. Pro k=1,2,... mame
/ 1nf fidu < mf/ fidu
Limitni ptechod pro k£ — oo s pouzitim Leviho véty na posloupnost {inf;> f;}» dava (5.1). O

5.2. Lebesgueova véta. Necht D € S a f, f;,j=1,2,..., jsou méritelné funkce na D. Necht posloup-
nost {f;} konverguje skoro vsSude k f. Necht existuje integrovatelnd funkce g (takzvand majoranta) tak,
Ze

(5.2) |fi(z)] < g(x), j=12,..., z€D.

Potom

(5.3) [ r=im [ 1.

Diikaz. Muzeme piedpoklddat, 7e uvazované funkce jsou konec¢né a konvergence nastava vSude, jinak
bychom z D odstranili mnozinu miry nula. Pouzijeme additivitu integralu a Fatouovo lemma na funkce

g+ fj, g — f;. Dostaneme
/ fglim,inf/ fi Slimsup/ i S/ 1,
D j n ; e H

coz je (5.3). O
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5.3. Lebesgueova véta pro fady. Necht D € S a g;, j =1,2,..., jsou méTitelné funkce na D. Necht
Tada Zj g; konverguje skoro vSude. Necht existuje integrovatelnd funkce g (takzvand majoranta) tak, Ze

k
(5.4) ‘Zg,(m)‘ < g(z), k=1,2,..., ze€D.
j=1
Potom
(5.5) / > gidu= Z/ 95 dp.
b i 7P
Diikaz. Staci pouzit additivitu integralu a Lebesgueovu vétu na Cdstecné soucty. O

Piedpoklad (5.4) se té7ko ovéfuje, protoze malokdy umime spoécitat ¢aste¢né soucty fady. Vyjimku
tvori geometrické rady, ale i tam jsou jednodussi cesty k cili. Nasledujici véta obsahuje prakticka kritéria
pro zaménu fady a integralu.

5.4. Zaména fady a integralu. Necht D € S a g;, j =1,2,... jsou méritelné funkce na D. Predpok-
ladejme, Ze je splnéna aspon jedna z ndsledujicich podminek:

(a) g;j >0 (Leviho véta pro fady),

(b) Zj I lgjl du < oo,

() [p >, lgildu < oo,

(d) g; = (fl)jhj, hi > hy >hg>--->0, hj = 0, hy je integrovatelnd (alternujici fada).

Potom rada Zi g; konverguje skoro viude a plati vzorec

/D;gjdu—;/l)gjdu,

Diikaz. (a) ziskdme pouzitim Leviho véty na ¢astecné soucty. Pouzijeme-li (a) na |g;|, zjistime, ze pod-
minky (b) a (c) jsou ekvivalentni. Predpokladejme tedy (b) nebo (c). Funkce g := 3, |g;| je inte-
grovatelnd, a tudiz podle véty 3.4 konecna skoro v8ude. V bodech z, kde je g(z) kone¢né, konverguje
rada Zj g;(z), nebot konverguje absolutné. Mizeme tedy pouzit Lebesgueovu vétu 5.3 s majorantou g.
V pfipadé (d) fada Zj g; konverguje podle Leibnitzova kritéria a ¢astetné soucty maji majorantu hy,
tudiz mtzeme provést zaménu podle Lebesgueovy véty 5.3. o

5.5. Varovani. Vsimnéte si dobfe pofadi operatortt Y, [,]...| v podminkach 5.4 (b), (c) ! Jen velmi
slaby student se miize radovat, kdyz ovéri tieba

'/Dzj:gj d,u‘ < oo.

6. INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

V této kapitole uvazujeme prostor s mirou (X,S,u) a D € S. Cilem je studovat chovani funkce

F() = [ ft0)duta),

kde ¢ je dalsl proménnda (“parametr”). Je-li f funkce dvou proménnych t a z, zavedeme funkce f(-,z)
proménné t a f(t,-) proménné x piedpisem

f(t) DT f(t7213),
fG,z): t— f(t,z).

6.1. Spojitost integrilu zavislého na parametru. Necht (X,S, u) je prostor s mirou, D € S a P
je metricky prostor. Bud a € P a U okoli bodu a v P. Necht funkce f : U x D — R md ndsledujici
vlastnosti:
(Sp-1) Pro vSechna x € D je funkce f(.,z) spojitd v a,
(Sp-2) pro vSechna t € U je funkce f(t,.) méFitelnd,
(Sp-3) ezistuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechna t € U a x € D je |f(t,z)| < g(z).
13



Potom pro vsechna t € U je f(t,.) integrovatelnd a funkce

F:tw / ft,z) du(x)
D
je spojita v bodé a.

Diikaz. Pfipomenme, 7e v metrickych prostorech lze pouzit ekvivalentni tzv. Heineovu definici limity:
K dikazu tvrzeni

staci ovéfit, ze pro kazdou posloupnost ¢; = a bodd mnoziny U plati

im [ 0 dn= [ fla.)dn.

To je v8ak zfejmé z Lebesgueovy véty 5.2. o

6.2. Limita integrdlu zavislého na parametru I. Nech? (X,S,pu) je prostor s mirou, D € S a
(a,b) C R je interval. Necht funkce f : (a,b) x D — R md nasledujici vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro vSechna x € D existuje

Jim f(t,2).

(Li-2) Pro vSechna t € (a,b) je funkce f(t,.) mévitelnd,
(Li-3) Euzistuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechna t € U a x € D je |f(t,z)| < g(z).

Potom

(6.1) /D lim f(z,t)dt = lim /Df(x,t)dt,

t—ra+ t—a+

specidlné vyrazy vyskytujici se v (6.1) maji smysl.

Diikaz. Dtlikaz je prakticky stejny jako u véty 6.1. O
6.3. Limita integralu zavislého na parametru II. Necht (X,S,u) je prostor s mirou, D € S a

(a,b) C R je interval. Necht funkce f : (a,b) x D — R md nasledujici vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro vSechna x € D ezistuje

lim f(¢,x)

t—a+ "

(vlastni & nevlastni).
Li-2) Pro vSechna t € (a,b) je funkce f(t,.) méfitelnd,
Li-4) Funkce f je nezdpornd a

(
(

/Dtl_l)r[ﬁf(m,t) dt = .

Potom

lim /f(m,t)dt:oo.
Jp

t—a+

Diikaz. Dtikaz probihd jako u véty 6.2, pouze misto Lebesgueovy véty pouzijeme Fatouovo lemma. [

6.4. Derivace integralu zavislého na parametru. Necht (X,S,u) je prostor s mirou a I C R je
otevieny interval. Necht funkce f : I x D — R md ndsledujici vlastnosti:

(De-1) Pro vechna x € D je funkce f(.,z) diferencovatelnd na I,
(De-2) pro vSechna t € I je funkce f(t,.) méritelnd,
(De-3) emistuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € I a x € D je

o) < o)

(De-4) existuje to € I tak, Ze f(to,.) je integrovatelnd na D.
14



Potom pro vsechna t € I je f(t,.) integrovatelnd na D, funkce

F:t— /Df(fT) du(z)

je diferencovatelnd na I a plati vzorec

PO = [ D) duta).

Diikaz. Necht a,b € I, b # a. Podle véty o stfedni hodnoté pro kazdé x € D existuje £ mezi a a b tak, ze

W‘ - ‘%(5 ;g)‘ < g(x).

Odtud pro a = tg plyne, ze funkce
f(b7£13) - f(a=$)
b—a
je integrovatelnd, tudiz i funkce f(b,.) je integrovatelna. Zvolme znovu a € I. Uvazujme funkci

f(faT) B f((l,’l‘)
h(t,z) = t—a » tAa

g’:(a x), t =a.

T —

Z ptredpokladt a vyse dokdzaného je jasné, 7e funkce h(t,z) spliuje predpoklady véty 6.1 pro spojitost
v bodé a (s majorantou g), tedy

F'(a) = lim Iy f(t,x) du(x) — [, fla,z) du(z)
t—a f* a
L f (t,x)
Tim je véta dokazana. O

6.5. Priklad. Uvazujme funkci

Potom F je spojitd na [0, 00) (majoranta z~2(1 — cosz)) a pro t € (0,00) je

*1—cosz

F'(t) = — /0 — e ",

x

F'(t) = /0 (1 —cosx)e ' du.

Zde jiz. nemtzeme najit majorantu najednou pro ¢t € (0, o), poslouzi

1—cosx _
T ———e %,
T

x> (1 —cosz)e *°

pro t € (a,00). JelikoZ prop > 0, g € R je

) 00 . e PT—iq4T 5 00 1
/ e P¥ cosqrdr = Re/ e PrTNT dp = — Re[i_] = Re .
0 0 p+1ig lz=o0 p+1q
_ p

P +q
mame . . .

F”(t) — _ _ g _ .

2 241 t(t2+1)

Jelikoz

lim F(t) = tlim F'(t) =0,
—00

t—o0
snadno ovérime

Fl(t) = ln(l—l—:?) t € (0,00),

1 1
F(t) = g — arctgt — §t1n(1 + f_Q)’ t € [0, 00).

15



Specialné dostavame
oo 1 _
Jo

Bud

Potom integrovanim per partes dostaneme

Gla) = 1—cosa+/“1—cosxdw.
0

a 72

,

Limitni pfechod s vyuzitim (6.2) d4va

¢ sinzx

lim dz = lim G(a) = g

a—oo fq €T a— o0

7. PROSTORY LP

7.1. LP-normy. Necht (X, S, ) je prostor s mirou. Definujeme A(X) jako mnoZinu véech S-méfitelnych
funkci u s definiénim oborem D, € S, skoro viude definovanych (tj. u(X \ D,) = 0)) a skoro viude
konecénych.

Jsou-li u, v € A(X), pak soucet u(z) + v(z) ma smysl skoro v§ude na X, tedy u + v € A(X).

Na A(X) zavedeme ekvivalenci

u ~ v jestlize u = v skoro v§ude.

Je-liue A(X) al<p< oo, definujeme
1/p
[[ull, = / |u|P du .
o= ([ fel )

[Ju]loo := inf{C >0: |u| < C skoro véude}.

Déle definujeme

7.2. Youngova nerovnost. Jsou-li a,b >0, p,q € (1,00), pg =p+q, pak

a? bl
ab< — + —.
p q
Diikaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je diikaz trividlni. Jinak z konkavity logaritmu dostavame, 7e
(2 %) > i) + L) = n(ab)
n(— + — —In(a —In = In(ab).
p qQ P q

7.3. Hélderova nerovnost. Jsou-li u,v € A(X), p,q € (1,00), pg=p+q, pak
lluvlly < {Jullpl[v]]-
Rovnost nastdvd, prdvé kdyz ezistuji a,b € [0,00) (aspori jedno z nich nenulové) tak, Ze a|ulP = b|v|?
skoro vsude.
Diikaz. Oznacme
5= ullp, = olly

Muzeme predpokladat, ze funkce u, v jsou nezdaporné a 7e 0 < s < oo, 0 < t < oc. Potom pro skoro kazdé
x € X mame z Youngovy nerovnosti

u(z) v(x) < u(z)P N 1}(m)q'
s t — psP qt4
Zintegrovanim podle x dostaneme

1 1 1
— uwwdp < —+—=1.
st Jx P g

Tvrzeni o rovnosti dostaneme analyzou ditkazu. O

7.4. Minkowského nerovnost. Jsou-li u,v € A(X), p € (1,00), pak

[l + vl < fullp + vl
16



Diikaz. Muzeme predpokladat, ze 0 < |lu||, < oo, 0 < ||v||, < co. Pro skoro kazdé z € X méame
1/p
fu(@)| < (Ju@)” + o))
1/p
[o(@)] < (Ju@)” + @)

tedy po secteni a umocnéni na p

u(z) +v(2)|” < (lu(@)] + [o(@)])" < 2°(ju(@) " + Jv(z)["),

takZe |lu + v||, < co. S pomoci Hélderovy nerovnosti, kde definujeme g = £, dostaneme

/|u+v\”d,u§/ \u+v|p71\u|du+/ lu+v[P | dp
X b'e X
1/q 1/q
7.1 < /\u+v|pdu /\u|pdu
(7.1) (.X ) (.X )
1/q 1/q
+ / u+vPdu /vpdu .
(f Joiran) (ol du)

1/q
0<(/ |u+1)\pdu) < 00,
Jx

muZeme timto vyrazem vydélit obé strany nerovnosti (7.1) a dostaneme pozadovany vysledek. O

Jelikoz

7.5. Zavedeni Lebesgueovych prostori. Necht 1 < p < oo. Prostor LP(X, S, u), krdtce LP(X) nebo
L?(u), definujeme jako mnozinu vSech u € A(X), pro néz

lul, < oc.

Na prostoru L?(X) budeme uvazovat dvé rovnosti. Jedna bude “oby¢ejnd” rovnost funkci, druhd rovnost
skoro vSude, neboli ekvivalence ~. V druhém pripadé prvky prostoru formalné vzato nejsou funkce,
ale tridy sobé ekvivalentnich funkci. Linearni operace a norma nezavisi na volbé reprezentanta tiidy
ekvivalence.

Prostor LP(X) vybaveny rovnosti ~, linearni strukturou a normou je normovany linedrni prostor.
Vskutku: jediné co neni zfejmé nebo aspon velmi snadné, je trojihelnikovd nerovnost pro 1 < p < oc,
ale to je Minkowského nerovnost. Zduraznéme, ze mezi pozadované vlastnosti v definici normy patii

|lu]| = 0 = u je nulovy prvek prostoru,

coZ je umoznéno tim, Ze namisto rovnosti = uvazujeme rovnost ~.

7.6. Uplnost prostora LP. Necht {f;} je posloupnost proki LP(X), cauchyovskd v normé ||...||,. Pak
ezistuje f € LP(X) tak, Ze || f; — fll, = 0. Ddle existuje posloupnost {g;} vybrand z {f;} tak, Ze g; = f
-skoro vsude.

Diikaz. Dtikaz provedeme pro p < oo; piipad p = oo je odlisny a snadné&jsi. Jelikoz {f;} je cauchyovska

posloupnost, 1ze z ni vybrat posloupnost g; tak, ze pro viechna j =1,2,... plati
(7.2) lgj41 — gsll <277,
Polozme
he = |g1] + 192 — g1 + -+ [gr — gr 1],
h = lim hy
k—o0

Z trojuhelnikové nerovnosti pro LP-normu a (7.2) dostaneme

k

1Bklly < llgillo + D lgier — gillo < gl + 1.
j=1

Podle Leviho véty 3.8 a predchoziho odhadu je

[ 1=t [ 0= m ] < ol + 17
Jx ko Jx k
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Funkce h? je tedy integrovatelnd a tim spi§ skoro véude koneénd (viz. 3.4 (c)). Uvazujme bod z, v némz
h(z) < oc. Potom fada

g1+ Z(%H(”’) - .‘Jj(?’))

konverguje, nebot konverguje fada absolutnich hodnot. Tim jsme dokazali existenci limity
f(@) = lim g;(a)
j—)OO

v kazdém takovém bodé x. Lebesguova véta 5.2 s majorantou h? dava
tim [ 17 =g du= [ Jim |7 - g7 du = .
j=oo [y x j—o0

Znovu pouzijeme, ze {f;} je cauchyovskd posloupnost, a dostavame

1f = fille < I1F = gillp +1lg; = fills = O.

Tvrzeni o konvergenci skoro v§ude jsme dokazali v pribéhu. O
7.7. Hustota jednoduchych funkei I. Jednoduché LP-funkce jsou husté v LP(X), 1 < p < oo.

Diikaz. Necht f € LP(X). Chceme najit posloupnost {f;} jednoduchych funkei tak, aby ||f; — fll, — O.
Mizeme piedpokladat, ze f > 0. Podle véty 2.10 existuji jednoduché funkce f; > 0 tak, ze f; ~ f.
Z Lebesgueovy véty 5.2 (majoranta |f|P) dostaneme

/ |fi — fIPdx — 0.
be

8. KONSTRUKCE MER

V této kapitole uvedeme obecné schéma pouzivané ke konstrukci mér. Motivem jsou aplikace na
konstrukce mér v analyze, zvlasté Lebesgueovy miry, a aplikace v teorii pravdépodobnosti.

8.1. Vné&jsi mira. Vnéjsi mirou na mnoziné X rozumime mnoZinovou funkci v : 2X — [0, 00] (tedy
definovanou na vSech podmnozinach X) splhujici nasledujici pozadavky:

(VM-1) y(0) =0,
(VM-2) AC B = 7(4) <~(B),
(VM-3) v(UA4;) <> 7(A;j) (0-subadditivita).

S vnéjsimi mérami se budeme setkdvat predevsim jako s mezistupném pii konstrukci miry.

8.2. Z vychozi mnozinové funkce k vnéjsi miie. Nechf G C 2X¥ a 7 : G — [0, 00] je mnozinova
funkce na X splaujici

(8.1) heg, () =0.
Podmince (8.1) budeme fikat pocddteéni podminka. Pro A C X poloZme
(A) =inf{> 7(G;):G; €6, |JG; D4}
j=1 j=1
(uvédomte si, ze inf ) = +00). Kazdy soudet

ZT(GJ):

j=1
kde
o
Gj €qg, U Gj DA,
j=1
nazveme hornim souctem k 7*(A). Uzite¢nost konstrukce doklddd nasledujici véta.

8.3. Véta o 7*. Necht' G, 7 a 7 jsou jako v 8.2. Potom T je vnéjsi mira.
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Dikaz. (VM-1) a (VM-2) jsou zfejmé. (VM-3): Chceme-li dokdzat

T*(U A;) < ZT*(A

zfejmé se staci omezit na piipad, kdy na pravé strané mame konec¢né cislo. Volme € > 0 a naleznéme

Gieq, i,j=1,2,..., tak, aby
JGioA4ad (@) < (4)) +2 .

Potom
oo

U GZDUA a ZT(G;)SZT

Jyi=1 Jyi=1

peyru

Tedy

C8

O

8.4. y-méritelné mnoziny. Necht v je abstraktni vnéjsi mira na X. Mnozinu M C X nazveme -
méfitelnou (podle Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu T' C X plati
WT) =~(T M) +~(T\ M)
Systém vSech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znac¢ime 2Mi(y) a mnoZinovou funkci v|9M(v)
znacime v°.
K dikazu y-méfitelnosti mnoziny M staci ovérit pouze nerovnost
WT) 2 (TN M) +~(T\ M),
a to jesté samoziejmé jen v piipadech, kdy v(T') < +oc.

8.5. Carathéodoryova véta. Necht~y je abstrakini vnéjsi mira na X . Pak systém M () tvori o-algebru
a v° je uplnd mira.

Diikaz. Thned je vidét, ze ), X € (), a jestlize M € M(vy), potom i X \ M € M(y). Budte A,
B € Mi(7), chceme ukazat, ze i AUB € M(y). Volme tedy testovaci mnozinu T C X . Pouzijeme postupné
T pro testovani méfitelnosti A a TN A, T \ A pro testovani méfitelnosti B. Dostaneme (symbolem M€
budeme znacit X \ M)

Y(T) = (T N A) + (T N A°),
YT NA) =4TNANB)+~(TNANB°),
YT NAY)=~v(TNANB)+~(TNAN B,
takze (pouzijeme také subadditivitu )
YT)=4(TNANB)+~y(TNANB)+~4(TNA°NB)+~(TN AN B°)
>y(TN(AUB))+~(TnN(AUB)°).

Mgéjme nyni posloupnost {E;} po dvou disjunktnich y-méfitelnych mnozin. Indukei dostaneme z pred-

choziho, 7e pro kazdé m = 1,2,... a pro kazdou testovaci mnozinu T C X je
(8.2) YT) =Y AT E) ++(T\ | Ey)
j=1 j=1

Podrobnéji: pro m = 1 je to méfitelnost F;. Plati-li (8.2) pro m, pouzijeme testovaci mnozinu T\Ujm:] E;
na méftitelnost E,,; a dostaneme
m—+1
(8.3) T\UE =T N Ems1) +7(T\ | J E)).
Jj=1 Jj=1
Se¢tenim (8.2) a (8.3) dostaneme (8.2) pro m + 1. Z (8.2) mame hned

T) > Zv(TﬂEj)ﬂ(T\ U Ej)



a odtud limitnim prechodem pro m — oo

(8.4) i (T N E;) +7T\UE

7j=1

Nyn{ dokdzeme, Ze pro A; € M(v) je J; A; € M(7). Vyrobime po dvou disjunktni E; z A; podle 1.13.
Pouzijeme o-subadditivitu v na (8.4) a ostaneme

227(T0Ej)+7(T\ U Ej)

>(TnN U E;) +(T\ U Ej),

coz dava y-méfitelnost mnoziny

1
Zbyvé dokdzat, 7ze 4° je mira. Vime, ze v(§) = 0. Bud {E;} posloupnost po dvou disjunktnich ~-
méfitelnych mnoZin. Potom pouZijeme (8.4) na

<.
Il
-

(pro >) a o-subadditivitu v (pro <) a dostaneme

v B =D (B
Jj=1 Jj=1
Uplnost miry 4° je snadna. O

8.6. Zakladni konstrukce. Zakladni schéma konstrukce miry probihd ve dvou krocich. Vyjdeme z
nezéporné mnozinové funkce (G, 7), od které nechceme téméf nic — predpokldddme jen pocateéni pod-
minku (8.1). V prvnim kroku vytvofime podle 8.2 a 8.3 vnéjsi miru 7*, v druhém kroku pak podle 8.4 a
8.5 (iplnou) miru (M(7*), 7*°). Pro vyslednou miru zavedeme zkracené znaceni

(8.5) (@', ") == (Mm(r*), 7*°).

Konstrukei obvykle povazujeme za Gspésnou, jestlize (G, 7') je rozsifenim (G, 7). Tento pfipad nastane
pfi konstrukci Lebesgueovy miry, coz uvidime v nésledujicich kapitolach.

8.7. Test méFitelnosti. Necht (G,7) je nezdpornd mnoZinovd funkce na X spliiujici pocdtecni pod-
minku (8.1) a H C X je libovolnd mnoZina. Necht H spliiuje podminku

VGeG: GNHeG, G\Heg, 7(G)=7(GNnH)+7(G\H).
Potom H € G'.

Diikaz. Necht T' C X je libovolna “testovaci” mnoZina. Necht . 7(G;) je hornf soucet k 7*(T'). Potom
>_;7(G; N H) je horni soucet k 7*(T'N H) a >, 7(G; \ H) je horni soucet k 7*(7"\ H). Tedy

T(TNH)+ 7 (T\H) <Y 7(GinH)+ Y 7(G;\ H)=>_7(G)).
J J J
Piechodem k infimu pfes vSechny horni sou¢ty dostaneme
T™(TNH)+"(T\H) <7"(T).
Tedy H je 7*-méftitelnd mnozina. O
8.8. Véta o jednoznacnosti I. Necht (G, T) je nezapornd mnoZinovd funkce spliiujici pocdteéni pod-

minku (8.1) a (S, 1) je mira, kterd rozsifuje (G, 7). Potom u(E) < 7'(E) pro vSechna E C SNG'. JestliZe
7' je o-koneénd, pak u(E) = 7' (E) pro vdechna E € SNG'.
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Diikaz. Zvolme E € SNG'. Necht Z;’il 7(E;) je horni soucet k 7*(E). Potom ze spocetné subadditivity
1 dostaneme

w(E) < uEy) =Y 7(E)

j=1 j=1

a prechodem k infimu
u(E) <7 (E) = 7'(E).
Nyni piedpokladejme, Zze 7' je o konecénd. Potom existuji mnoziny Y, € G’ tak, ze X = [JY; a 7/ (V) <
00. Ke kazdé z mnozin Y; mizeme najit konecny horni soucet ), 7(Gy,;). Uspofadame-li {Gy;} do
posloupnosti X;, mame X; € G, [JX; = X a 7(X;) = u(X;) < oco. Pouzijeme-li trik zdisjunktnéni 1.13
na {X; N E}, dostaneme po dvou disjunktni rozklad £ = {J; Ej, kde E; € SNG" a E; C X;. Podle prvni
Casti véty mame
T'(Ej) = 7'(X;) — 7' (X5 \ Ej) < u(X;) — u(X;\ By) = p(E;)

a sectenim

T (E) < u(E).

O

8.9. Véta o jednoznaénosti I1. Necht (G, 7) je nezapornd mnoZinovd funkce spliiujici poéatecéni pod-
minku (8.1) a (G',7') je mira ziskand zdkladni konstrukci 8.6. Predpoklidejme, Ze ' je rozsifeni T a Ze
je a-konecnd. Potom 1’ je nejuZsi rozsiteni T na iplnou miru.

Diikaz. Vime, 7e 7' je rozsi¥eni 7 na tplnou miru, dokdzeme, ze nejuzsi. Necht (S, u) je rozsiteni (G, 7)
na Uplnou miru. Podle véty 8.8 je 7/ = u na G' N S, zbyva dokazat, 7ze G' C S. Zvolme E € G' tak, ze
7'(E) < oo. Potom ke kazdému k = 1,2, ... existuje hornf soucet 3, T(G,ﬁj) k 7*(E) tak, ze

ZT(GkE,j) < TY(E)+ %

J
PoloZzme

G" = ﬂUGI}:J
ko j
Potom
GFesSng, GY¥>E a uG") =7 (G")=7(E).
Bud N = G¥ \ E. Potom analogicky utvoiime GV tak, 7e
GNeSng, GNoN a uGN)=rGN)=7"(N)=0.

Jelikoz p je tplnd, je N € S a u(N) =0. Tedy E = Gg \ N € S. Uvazujme nyni obecnou E € G'. jelikoZ
7' je o-konecnd, miizeme napsat £ jako £ = J; Ej, kde E; € G' a 7'(E;) < oo. Podle predchozi ¢asti
diikazu jsou E; € S a tudiz E € S. O

8.10. Hustota jednoduchych funkei II. Necht (G, T) je nezipornd mnoZinovd funkce splniujici poéa-
teéni podminku (8.1) a (G',7') je mira ziskand zdkladni konstrukci 8.6. Predpoklidejme, Ze (G',7') je
rozsireni (G, 7). Potom G-jednoduché funkce z L*(X,G', 7') jsou husté v L*(X,G',7').

Diikaz. Nechf Y je mnozina vech 7'-integrovatelnych G-jednoduchych funkei a Y je jeji uzavér
v LY(X,G',7"). Cheeme dokazat, 7e Y = L'(X,G',7'). Podle véty 7.7 sta¢i ukazat, Ze Xy € Y pro
kazdou mnozinu E € G' konecéné 7'-miry, nebot pfechod k linearnim kombinacim je snadny. Zvolme k
piirozené a najdéme Gy ; € G tak, 7e

E C U Gk’j
j=1
ir’(ij) = iﬁ(ij) <7 (E)+ 1_ T (E) + 1.
= " = o k k
Potom

o0
fr= ZXGM ey
j=1
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nebot ¥ada definujici fi, zfejmé konverguje v L'(X,G', 7). Déle

1
fr—X dT':/de’—/X dT’:ET’G"—T’E < -,
/X‘k F‘ Xk XE‘ (kJ) () L

J
Tedy X, € Y a tim je diikaz zavren. O

8.11. Okruh. Necht X je abstraktni mnozina. Systém mnozin O C 2% se nazyva okruh, je-li splnéno
(0-1) p e O,
(0-2) A, BeEO = AUBeO, A\Be€O.
Ziejmé A, B € O ma téZ za nasledek ANB € 0. Kazda o-algebra je okruh, ale pojem okruhu je mnohem
obecnéjsi.

8.12. Pramira. Necht X je abstraktni mnozina a O C 2% je okruh. Mnozinova funkce m : O — [0, oc]
se nazyva pramira, jestlize splhuje

(Pr-1) =(0) =0,

(Pr-2) jestlize A€ O, 4;€0,j=1,2,..., A; jsou po dvou disjunktni a A = Ui A;, potom

3 3

T(A) =Y w(A)).
J
Pozadavek, 7ze hodnoty jsou nezaporné a defini¢ni obor je okruh, je soucasti definice pramiry. V piipadé
pramiry se muze stat, ze sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin z O nelezi v O, coZ neni v rozporu
s (Pr-2).
Rekneme, 7e pramira 7 na O je o-konecnd, jestlize existuj{ X; € O tak, ze

j=1

8.13. Hopfova véta. Necht O je okruh podmnozZin X a w je pramira na O. Necht Sy je nejmensi o-
algebra obsahujici O. Potom existuje mira ug na Sg, kterd rozsiruje w. JestliZe w je o-koneénd, pak je
takovd mira py na Sy uréena jednoznacné.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze 7' je rozsiteni w. Zvolme A € O. Potom podle tvrzeni 8.7 je A € M(n*) = O'.
Potfebujeme ukazat, ze
7(4) = 7 (4) (= 7'(4)).
Jelikoz w(A) je horni soucet k 7*(A), mame
7 (A) <7 (A).

Necht 4; € 0,7 =1,2,..., Uj A; D A. Vytvoirme z {A;} po dvou disjunktni systém {E;} podle 1.13.
Pak podle (Pr-2)

m(A) =Y mANE) <Y w(E;) <Y w(4)).

J J J

Prejdeme-li na pravé strané k infimu pres v8echny horni soucty, dostaneme

m(A) < 7*(A).

Tim jsme dokézali, 7e 7’ je rozSifeni . Mira 7’| Sy je hledané rozgifeni m na Sy. Je-li navic m o-kone¢n4,
pak z véty 8.8 plyne jednoznac¢nost takového rozsiteni. O

9. LEBESGUEOVA MIRA
V této kapitole splatime dluh z prvé kapitoly a ukizeme, 7e existuje Lebesgueova mira.

9.1. Lebesgueova mira v R". V 1.16 jsme zadefinovali Lebesgueovu miru (9, \) = (M, \,,) jako
nejuzsi tplnou miru v R”, kterd kazdému n-rozmérnému intervalu () prifadime jeho objem, tedy rozsituje
mnozinovou funkci (Z,£) = (Z,, £).

Problém této definice tkvi v tom, 7e existence Lebesgueovy miry neni zfejma. Abychom ji dokazali,
pomoci zdkladni konstrukce sestrojime miru (Z',¢') = (Z,,,¢),) (znaceni jako v 8.6) a ovéfime, Ze tato
mira ma pozadované vlastnosti.
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Piedpoklddejme, 7e vime, 7e (Z',0') je rozsiteni (Z, £). Potom podle véty 8.9 je (7', ¢') nejuzsi rozgireni
(Z,£) na tplnou miru, nebot pozadavek o-kone¢nosti je ziejmé splnén. Nagim tkolem je tedy dokazat
£*-mé¥itelnost n-rozmérnych intervalt a rovnost £*(Q) = £(Q) pro tyto intervaly.

9.2. Méritelnost borelovskych mnozin. KaZdd borelovskd podmnoZina R™ je £*-méFitelnd.

Dikaz. Necht H je poloprostor tvaru {z € R"™ : z; < a}, kde a € R. Potom pro kazdy interval Q € Z,
je

QNHEeTI,, Q\HeZI, a L(QNH)+LQ\H)=LQ).
Tedy H € 9, podle tvrzeni 8.7. Jelikoz borelovska o-algebra je ziejmé generovana takovymi poloprostory
a M (L*) je o-algebra, je B(R™) C IM(L*). O
9.3. Vnéjsi mira intervalu. Je-li Q € Z, pak (*(Q) = £(Q).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, 7e interval ) je kompaktni, tj. uzavieny a omezeny. Zvolme £ > 0.
Najdeme posloupnost {G}.} intervalt tak, Ze

QclJGr a D UG < (I)+e.
k=1 k=1

Muzeme piedpokladat, 7e G} jsou oteviené a jejich meze jsou racionalni, nebot kazdy interval G je
obsazen v otevieném intervalu G’ s racionilnimi mezemi, jehoz objem se od objemu G libovolné mélo
ligi. Potom ov8em z kompaktnosti I plyne, Zze existuje m prirozené tak, ze

IC UGk

k=1
Mame vyjadreni
I=[a"b']x - x[a"b"],
Gk’:(ak7bk)x-.-x(a27bz)7 k:1727"'7m7
kde v3echna ¢isla a',b’,a%, b} jsou raciondlni. Bud ¢ jejich nejmensi spoleény jmenovatel. Uvazujme

mnozinu krychli

Q={(2, 2 x o x (2, 22) ;s ezn ).
a pro @ € Q oznacme

Q _ 1, kdyz Q C Gy,
b = 0 jinak.

Mame

Q)< Y UQ) < Y3 8UQa) = D0 S 8RUQa) = > UGK).
k=1

QEeQ QEQ k=1 k=1Q€eQ

Tim je ditkaz hotov pro kompaktni interval. V obecném pfipadé dokoncéime dikaz tak, ze () budeme
aproximovat posloupnosti kompaktnich intervalti zevnitf. O

9.4. Véta o existenci Lebesgueovy miry. Lebesgueova mira v R" ezistuje. KaZdd borelovskd mno-
Zina je \-méritelnd.

Diikaz. Dtikaz plyne z vét 9.2, 9.3 a diskuse v 9.1. O

9.5. Vnéjsi Lebesgueova mira. Necht U je systém vSech otevienych podmnoZzin R™. Vytvorme-li z
mnozinovych funkei A a A|U funkce \* a (A|U)* podle 8.2, Mnozinova funkce A\* se nazyva Lebesgueova
vnéjsi mira. Bud E C R" libovolnd mnozina. Ziejmé plati

A(E) <O(E),  N(E) < (AlU)”
Uvazujme posloupnost E; méfitelnych mnozin. Potom
MUE)) <3 ME)
J J
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a tudiz
N (E) = inf{)\(A) . A méfitelng, A D E}
AU)*(E) = inf{)\(G) . G oteviend, G O E}
r*(E) > inf{A(G) . G oteviend, G O E}

V posledni nerovnosti jsme vyuzili, ze v definici £* sta¢i uvazovat horni soucty z otevienych intervalt a
sjednoceni otevienych intervali je oteviend mnoZina. Necht A D E je méfitelna. Potom

¢(B) < *(4) = A(4)
a prechodem k infimu pfes v8echny méfitelné nadmnoziny E dostaneme
(E) < X*(B).
Tedy v8echny mnozinové funkce sledované v tomto odstavci jsou stejné, mame
(9.1) 0*(E) = \*(B) = \U)*(E) = inf{A(G) . G oteviend, G O E}

9.6. Lebesgueova mira a topologie. Necht E C R"™ je A-méfitelnd mnozina. Potom
(a) ezistuje posloupnost {G;} oteviengch mnoZin tak, Ze

G]' ODFa )\(G7 \E) — 0,
(b) existuje posloupnost {F;} uzaviengch mnoZin tak, Ze
F; CE aAE\Fj) =0,

(c) existuje posloupnost {K;} kompaktnich mnoZin tak, Ze
K; C EaM(B\|JK;) =0,
J

Diikaz. (a) dostaneme piimo z (9.1), pokud A(F) < o0, jinak rozlozime E na po dvou disjunktni sjedno-
ceni méfitelnych mnozin Fj, najdeme oteviené nadmnoziny Gy, ; k Fy, tak, aby

)\(Gk,j \ E;) < 2 k=i
a pouzijeme

Gj=JGuh;
k

(b) dostaneme z (a) prechodem k dopliikim.
(c) Podle (b) existuje posloupnost {F}} uzavienych mnozin tak, 7e

F CEa)\(E\UKk) —0.
k
Mnoziny Fi, N [-m,m]", k,m = 1,2,..., jsou kompaktni a lze je usporddat do posloupnosti. O

10. SOUCIN MER A FUBINIOVA VETA

10.1. Souéin mér. Necht (X, S, u), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry u, v jsou o-konecné.

UvaZzujme systém S x T v8ech podmnozin X XY tvaru A x B, kde A € S, B € T. Takovym mnoZindm
budeme tikat méritelné obdélniky. Na S x T definujeme mnoZinovou funkci p x v predpisem

uxv (A x B) = u(A)v(B).

Definujeme soucin mér u®v jako nejuzsi miru na X xY, kterd kazdému méritelnému obdélniku Q € Ax B
pritadi uxv (Q). Dale definujeme iplny soudin mér u ® v jako nejuzsi rozsifeni u X v na Gplnou miru.
Podobné jako u Lebesgueovy miry je tfeba ukazat existenci nejuzsiho prvku ve t¥idé moznych rozsiteni.

10.2. Mé&titelnost méfitelnych obdélnikt. Necht (X, S, pu), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Potom
kazdy méritelny obdélnik je (uxv)*-méfitelny.
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Dikaz. Uvazujme mnozinu E € S. Chceme dokazat (u x v)*-méfitelnost mnoziny E x Y. Bud A x B €
S x T méfitelny obdélnik. Potom

(AxB)N(ExY)=(ANE)xBeSxT, (AxB)\(ExY)=(A\E)xBeSxT

(1 % ¥)((A x B) " (Ex V) + (1 x 0)((A x B)\ (E x Y)) = (1 x v) (4 x B),
Tedy E x Y je (u x v)*-méfitelnd podle tvrzeni 8.7. Podobné bychom dostali méfitelnost X x F' pro
kazdou F' € T. Tedy

ExF=(ExXY)N(X X F)eM((nxrv)").

O
10.3. Vnéjsi mira méritelného obdélniku. Je-li A€ S a B € T, pak
(uxv)*(AxB) = uxv (AxB).
Diikaz. Necht -
> puxv (4 x B))
=1
je horni soucet k (u x v)*(A x B). Potom pro kazdy bod x € X je
v(B)X,(x) <Y v(By)X, (w).
j=1
Podle véty 5.4 (a) je
(uxv)(AxB) = / W(B)X, du < / S (B, du=Y" / v(B;),, di
Jx Jx o =Ix
= (nxv)(4; x B)).
j=1
o

10.4. Existence souinu mér. Necht (X,S,u), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p, v jsou
o-koneéné. Necht U je nejmensi o-algebra obsahujici S x T. Potom (uxv)' je iuplng soucéin mér p av a
(uxv)'|U je soucin mér u a v.

Diikaz. Dtikaz plyne z vét 10.2, 10.3 a 8.9. o
10.5. Poznamka. Z vét 10.2, 10.3 vidime, Ze rozsifeni uxv na (Gplnou) miru miZeme provést bez

omerujicich predpokladii, avsak pokud miry u a v nejsou o-kone¢né, mohli bychom ztratit jednoznacnost,
kterou potfebujeme k nalezeni nejuzsiho rozsiteni.

10.6. Rezy a projekce. Necht M C X x Y. Zna¢ime
M*{yeY :(x,y) € M}, z€X (fez)
Mx(M)={ze X: M*#£0} (projekce).
10.7. Fubiniova véta. Necht (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry u a v jsou iplné
a o-koneéné. Bud (R, p) dplnyg soucéin mér u a v. Necht f je p-mé¥itelnd funkce na p-mévitelné mnoziné
M C X xY. Necht P je méfitelnd mnoZina obsahugici llx (M). Predpoklidejme, Ze integral

/M f(z,y) dp(z, y)

ma smysl. Potom pro p-skoro vSechna x md smysl integral

3

g(x) == f(z,y) dv(y),
J M=
funkce g mad integrdl
/Pgdu
(10,1 | t@aisen) = [ gau= [ (| r@paw)di.
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Diikaz. Predevsim muzeme piedpokladat, ze M = X XY, nebot p-méfitelnou funkci f na M miZeme do-
definovat nulou na doplitku M a tim ziskat méfitelnou funkci na X xY. K tomu, Ze integrace probiha pfes
mnoziny M7, je zapotiebi mit méritelnost mnozin M?*, ale tu dostaneme z Fubiniovy véty pro charak-
teristickou funkci mnoziny M na X x Y. Diikaz Fubiniovy véty postupuje v nékolika krocich. Pfedevsim,
10.1 urcité plati, je-li f charakteristickd funkce méfitelného obdélniku, a odtud hned dostavame 10.1 pro
SxT-jednoduché funkce. Necht f je p-integrovatelna funkce. Podle véty 8.10 existuji Sx7T-jednoduché
funkce f; tak, 7e

/ f=fildp<277,  j=1.2,...
XxXY
Potom

Z / |fi+1 — fildp < o0.

jzl-XxY
PoloZme

55@) = [ i) dvly).
Jy

Podle piedchoziho kroku je kazda funkce g; p-métitelnd a

/gdeZ/ fidp.
JX JX XY

Z/ 9j+1 *gj\d,U:Z/ | fi+1 = fildp < oo,
7 JX j JXXY

Jelikoz

je podle véty 5.4

/gdu=/gldu+2/(gj+1fgj)du
JX JX j'X

:/Xxyfldp+§j:'/xﬂ(fj+1fj)dp:'/xxyfdp_

Tim je dikaz proveden pro p-integrovatelné funkce. V dalsim kroku vyuzijeme o-konec¢nosti a najdeme
mnoziny X € S a Yy € T tak, Ze

w(Xy) <oo, v(Yi)<oo, XiCXo..., Y1CYo,....
Je-li f nezdporna p-méfitelnou funkce, pak funkce
fr = min{f, k}Xkayk

jsou p-integrovatelné, pouzijeme na né piedchozi krok a na limitni pfechod f, — f Leviho vétu 5.2.
Konecéné je-li f libovolna méritelna funkce takova, ze fXxY f1 dp ma smysl, dokon¢ime diikaz rozkladem
na kladnou a zapornou cast. O

10.8. Varovéni. Je-li M € R, nemusi byt IIx (M) € S.

10.9. Souciny kone¢né mnoha mér. Zcela stejné bychom “vyndsobili” kone¢né mnoho prostort s
mérami (X;,S;, pi), @ = 1,2,...,n, pouze vyklad by byl méné ptrehledny pro velké mnoZstvi indext.
Také muiizeme prevést tilohu na predchozi rekurentnim nasobenim, napft.

10.10. Lebesgueova mira a souéin mér. n + m-rozmérnd Lebesgueova mira je iplngm soucinem n-
rozmeérné a m-rozmérné Lebesqueovy miry.

Diikaz. Necht A C R" je méfitelnd. Podle véty 9.6 (a) existuji oteviené mnoziny G; C R"™ a nulova

mnozina N C R" tak, 7e
a=(N6G)\N
j=1

Potom

Ame:(ﬁijRm)\(Nme),

j=1
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tedy A x R™ je A\, m-méfitelnd. Podobné R™ X B je A, 4p,,-méFitelnd pro kazdou A, méfitelnou B. Tedy
“méritelné obdélniky” jsou A,,4,-méfitelné. Odtud plyne, 7e jak A, 4, je nejuzsi Gplnd mira, v niz jsou
vSechny méritelné obdélniky méritelné a je to tedy tiplny soucin mér A, a \,,. O

10.11. Priklad. Necht N C R je neméfitelnd mnozina. Potom N x R je Ao-nulovad v R2, tudiz As-
méritelnd, ale neni A\; ® A;-méritelnd. Predchozi véta tedy ztrati platnost, nahradime-li aplny soucin
obyc¢ejnym soucinem.

10.12. Priklad. Pocitejme

2

® 2arctg
T = laretg?alz, = [ ZECET

~— dx
Jo 1+ZU2

:/0 T2 larctg(yz)],—o dz

o0 1 2z
= dy ) dx
/ (./o (1 +22)(1 +y%a?) v)da
1 o0 2:1:
= dx ) d
/ (./0 (1 +22)(1 +y%a?) o) dy
L | 1422 7
[l
o 1—92Ll 14 22y?la=0

1 o0 1
Iny .
—_9 d :-22 2 nyd
/0 11—y /0 g
n=0

1
=2y —— .
S ot

(odtivodnéte samostatné pouziti Fubiniovy véty a zdménu fady a integralu). Oznaéme

1 1 1 1
522—24-4—24-@4—?4-...7

1 1 1 1
L:ﬁ+§+5—2+ﬁ+...7

1 1 1 1
V_ﬁ+—+§+—+

Potom mame )

V=L+8, V=2, L:%,

a odtud
oo
1 2
S hevei=T.
k2 6
k=1
11. VETA O SUBSTITUCI
11.1. Jacobiho matice, jakobidn. Necht G C R™ je oteviend mnozina a f = (f*,...,f"): G — R"

je zobrazeni diferencovatelné v bodé z € G. Matice linedrniho zobrazeni f'(z) se nazyvéa Jacobiho matice
zobrazeni f v bodé z. Je to tedy matice

(gf (m)) =1,
J j

=1,....m

Pokud m = n, determinant Jacobiho matice se nazyva jakobidn zobrazeni f v bodé z a znadi se Jy(z).

11.2. Difeomorfismus. Necht G C R"” je oteviend mnozina a m > n. Zobrazeni f : G — R™ nazveme
difeomorfismem, jestlize je homeomorfni, m4a spojitou derivaci a jeho Jacobiho matice ma viude v G
hodnost n.

11.3. Véta o substituci. Necht G C R" je oteviend mnoZina a f : G — R" je difeomorfismus. Necht
u je mévitelnd funkce na f(G). Potom

/f(G)u(y) dy = /G“(f(w)) Jy
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pokud alespon jedna strana md smysl.

11.4. Polarni sourfadnice. Necht

G:{(Z)eRZ: r >0, —7r<a<7r}.

Zobrazeni f : G — R? dané predpisem

se nazyva zobrazeni polarnich souradnic.

11.5. Véta o polarnich soufadnicich. Necht f: G — R? je zobrazeni poldrnich souradnic. Potom f
je difeomorfismus a Jp(r,a) =r. Je-li M C R? méritelnd mnoZina a u mé¥itelnd funkce na M, potom

(11.1) / u(z,y)dedy = / ru(r cosa, T sin a) dr da,
M GNnf=1(M)

pokud alespon jedna strana md smysl.

Dikaz. Soustava rovnic
rcosa =z,

rsina =y

s podminkou (;) € G ma pravé jedno teeni
=z’ +y?,

a = signy arccos

Va4 y?
pokud (:) ¢ N := (—o0,0] x {0}. Ovéfeni hladkosti a vypocet jakobidnu je rutinni zalezitost. Vzorec
(11.1) dostaneme z véty o substituci 11.3, uvdzime-li, ze A(N) = 0. O

11.6. Sférické souradnice. Necht tentokrat

r
G={|o]|eR®: r>0, Z<o<Z n<d<my.
5 2 2

Zobrazeni f : G — R? dané predpisem
x(r, 0,0)

flryo,0) := | y(r,o,9)
z(r,0,9)

z(r,0,d8) :=r coso cosd,
y(r,o,0) :=1r coso sind,
z(r,0,d) :=r sing
se nazyva zobrazeni sférickijch souradnic.
11.7. Véta o sférickych souiadnicich. Necht f : G — R? je zobrazeni sférickych souradnic. Potom

f je difeomorfismus a J¢(r,0,8) = —r?coso. Je-li M C R* mé¥itelnd mnoZina a u mévitelnd funkce na
M, potom

/ u(x,y, z)dx dy dz
(11.2) M

= / r? cos o u(r cos o cos d, rcos o siné, rsino) dr do db,
GNf—1(M)

pokud alespon jedna strana md smysl.
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Dikaz. Soustava rovnic

rcosocosd = x,

rcososind =y,

rsinc =z
r
s podminkou | ¢ | € G ma pravé jedno feseni
)
r=+z? 4y + 22,
. z
o = arcsin —————,
/.’1'52 + y2 + 22
. x
0 =signy arccos ———
Va2 +y?
x
pokud |y | ¢ N := (—o00,0] x {0} x R. Ovéfeni hladkosti a vypocet jakobidnu je rutinni zaleZitost.
z
Vzorec (11.2) dostaneme z véty o substituci 11.3, uvazime-li, ze A\(INV) = 0. O

12. k-ROZMERNA MIRA vV R”

12.1. Lipschitzovska zobrazeni. Nechf E C R™ a f : E — R" je zobrazeni. Rekneme, 7ze f je
lipschitzovské, existuje-1i konstanta 8 > 0 tak, Ze
|f@) = f@)] <Bla" -z, 2" €k

Nejmensi takovou konstantu § znacime lip f. Pokud zobrazeni f neni lipschitzovské, piSeme lip f = oc.
Necht G C R™ je oteviend. Zobrazeni f : G — R"™ se nazyva lokdlné lipschitzovské, jestlize ke kazdému
bodu z € G existuje okoli U C G bodu z tak, ze f je lipschitzovské na U.
V dalsim se budeme zabyvat mirou lipschitzovského obrazu mnoziny.

12.2. Vitaliova véta o pokryti. Necht Go C R™ je oteviend mnozina konecné miry a E C Go. Necht
U je systém otevienych kouli v Gy. Necht

(Vi) pro kaZdou otevienou mnoZinu G C G je
EnGc|J{BeU:BCG}.

Potom existuje konecnd nebo spocetnd posloupnost {B(z;,r;)} po dvou disjunktnich kouli z U tak, Ze
pro kaZdé k prirozené je

(12.1) E\ | Blej,ry) c | Blaj,5r5)
i<k i>k
Diikaz. Definujme rekurentné posloupnost {B;} otevienych kouli B; = B(xj,r;) v Gg. V j-tém kroku,
J > 1, zndme vSechny koule B, ..., B;j_;. Ozna¢me
Gj71 =Gy \ (El U--- Uﬁjfl),

Potom G je oteviend mnozina a pro j =1 je Gj_1 = Go. Pokud ENG;_1 = (, konstrukci ukonéime.
Jinak oznacime

p;j =sup{r > 0: existuje B(z,r) € U, B(z,r) C Gj_1}.
(Kdyby tieba ¢ by byl systém vsech kouli, byl by to “polomér vepsané koule” k G;_1). Najdeme kouli
B; = B(.’]?j,?“j) € U tak, 7ze B; CGj_1 a

1
(12.2) rj 2 5Pi-

Tim je j-ty krok ukoncen. Zfejmé jsme vytvorili po dvou disjunktni systém kouli. Pokud je posloupnost
{Bj} je konecnd, je tvrzeni véty ziejmé, necht tedy jde o nekonenou posloupnost. Disjunktnost B;
vyuzijeme k odhadu

(12.3) i/\(B_;) < AMGy) < 00.



Odtud s pomoci (12.2) dostavame, Ze
(12.4) p; < 2rj = 0.
Zvolme bod z € EN Gy. Potom podle (Vi) existuje B(z,r) € U tak, 7e
z € B(z,r) C Gg.

Kdyby bylo B(z,r) C G; pro vSechna j, bylo by pj+1 > r a to by byl spor s (12.4). Najdeme nejmensi
index ¢ tak, ze B, N B(z,r) # 0, a bod y € B, N B(z,r). Ur¢itéd ¢ > k. Jelikoz ¢ je nejmensi, je
B(z,r) C G4_1 a tudiz p, > r. Tedy podle (12.2)

r < pg <2rg
a z trojihelnikové nerovnosti dostavame

|z —zq| < |z —y|+ |y — 24| <2r +14 < 5ry,

tedy z € B(zg, 5ry). Dostali jsme

ENGr C | Blag,bry),
q=k+1
coz je (12.1) O

12.3. Lemma o mire lipschitzovského obrazu I. Necht E C R™ je A-mé¥itelnd mnoZina a f : E —
R™ je lokdlné€ lipschitzovské zobrazeni. Potom f(E) je Ay -méfitelnd mnoZina a

(12.5) Am(F(E)) < (lip £)" A (E).
Diikaz. Oznacme

p=lip f.
Pro ditkaz nerovnosti (12.5) mizeme predpokladat, ze 8 < co a A(E) < oo. Zvolme otevienou mnozinu
G D E kone¢né miry. Vytvorime posloupnost {B} kouli By, = {B(z,7)} podle Vitaliovy véty 12.2
aplikované na systém v8ech kouli v G. Zvolme 7 > 1. Podle (12.3) najdeme k pfirozené tak, 7e

> ABj) <11
j=k
Podle (12.1)

Ec | Blxj,mr;) U | Bz, 5r)),
i<k i>k
Méame
f(ENB(z,r)) C B(f(x),8r)
pro kazdou kouli B, tedy
F(B) € | B(f (). Brrj) u | B(f(x)),56r))
i<k i>k
Odtud
X (f(E)) < Br™ > AB(wj,rj) +5™B8™ Y AB(xj,r;) < 7" B"ANG) + 5™ (1 1).
J<k >k
Limitnim pfechodem 7 — 1 dostavame
A (f(E)) < B™AG).
a prechodem k infimu pfes v8echny oteviené mnoziny G O E dostavame
A (f(E)) < B"NE).
Zbyva dokazat, ze f(E) je méfitelnd mnozina. Podle véty 9.6 (c) existuje posloupnost {K;} kompaktnich
mnozin a A-nulova mnozina N tak, ze

E=|JK;uN.
j=1
Potom

ﬂ@zUﬂ&MﬁW)
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Mnoziny f(K;) jsou kompaktni a tudiz méfitelné. Mnozinu N mizeme pokryt posloupnosti U; otevienych
podmnozin G tak, 7e na kazdé U; je f (B;-lipschitzovské, 3; < oc. Jelikoz

AMf(NNT;) <BFAN) =0, j=1,2,...,
je mnozina \*(f(N)) = 0 a tudiz je f(IN) také méfitelnd. Tedy f(E) je méfitelnd mnozina. O

12.4. Dusledek o invarianci A viaci izometrii. Necht E C R™ je A-méritelnd mnoZina a f : E —
R™ je izometrické zobrazeni. Potom f(FE) je A-mé¥itelnd mnoZina a

A(f(E)) = ME).
12.5. Znadeni z linedrni algebry. Kanonickou bézi prostoru R™ znaéime (€1,. .., €,) bez ohledu na
dimenzi m.

Mnozinu vech usporddanych k-tic indextt z {1,...,n} zna¢ime {1,...,n}* a jeji prvky nazyvime
multiindexy. Multiindex a = (aq,...,a) € {1,...,k} nazveme rostoucim, jestlize a; < --- < «y.
Mnozinu viech rostoucich multiindextt «w € {1,...,n}* znacime I(n,k). S prostorem R!(":¥)
podobné jako s prostorem R™; jsou-li i = (ua)aci(nk), © = (Va)acr(nk) jeho dva prvky, zavddime
skalarni soucin

u-U= E T

a€cl(n,k)

zachazime

a normu
|d] = Vi - 4.

Jsou-li V, W linedrni prostory, zna¢ime L(V, W) mnozinu vSech linedrnich zobrazeni (homomorfismti)
prostoru V. do W. Matici reprezentujici linedrni zobrazeni A € L(R™,R?) znac¢ime [A]. Je-li T €
L(R™,R%), znacime

7]l = sup{|Tal : & € R™, [a] < 1}.
normu zobrazeni T'. Norma linedrniho zobrazeni je specidlni ptipad lipschitzovské konstanty:
T =1lipT.
12.6. Jakobian. Pro diferencovatelnou funkci u na oteviené mnoziné G C R™ pouzivime znaceni
m
ou
Vu = —&;.

Potom Jacobiho matice zobrazeni ¢ = (¢1,...,¢,) : G = R™ se d4 napsat jako
100 Jp
(a—t], o m),
ale také

(Vnpl . .,Vgon)T.

Necht G C RF je oteviend mnozina a ¢ : G — R™ je zobrazeni diferencovatelné v ¢t € G. Nechf

a € I(n, k), nebo obecnéji a € {1,...,n}*. Potom definujeme
(e 6()0f!z k _
T (t) = det( 5 (t))i’j:] = det (wm (t)7...,Vg0ak(t)).

Cisla J5(t), a € I(n, k), jsou soutadnice jakobidnu funkce ¢ v bodé t. Jakobidn je tedy
Jo(t) = (J3 (1)) act(nk) € RI(K),

Jestlize multiindex o € {1,...,n}* neni rostouci, funkci J§ sice zavadime, ale nepocitdme ji mezi soufad-
nice jakobidnu. Oproti soufadnicim nedava zadnou novou informaci. Pokud je a suda permutace néjakého
multiindexu o' € I(n, k), pak J3 = JJ , v ptipadé liché permutace je to Jo = —JJ a pokud a nelze
vyjadrit permutaci, vyskytuje se v ném opakovéni a je J3 = 0.
Je-li A= (Ay,...,A,) € L(R¥, R") linedrni zobrazeni, pak ve shodé s ptedchozim znac¢ime
k
JG = det (Am. (@)) .

ij=1

JA = (Jz)ael(n’k) S R’(n7k).

(n:k) = R a nové definice jakobidnu davé totéz

Je-li k = n, pak I(n, k) je jednoprvkova mnozina, tedy R/
co puvodni.
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12.7. Cauchyova-Binetova formule. Jestlize A, B € L(R*,R"), pak

(12.6) Ja - Jp = det([B]"[A)),
specidlné
(12.7) Ta|” = det([A]"[A])

(Jde vlastné o zobecnéni Pythagorovy véty).

Diikaz. Uvazujme 2k-linedrni formy

(12.8) O(Ty, ..., U, W,..., W) = Z det(’l)i(!q)iq:l det(“’jmq)?,qzl )
a€el(n,k)
k
(12.9) V@, ) = det (7o)
i,j=

kde piseme

n
U= i€, W=y wié.
Jj=1 Jj=1

Za malou chvili ovéfime, 7e ® a ¥ davaji stejny vysledek, kdyz ¢; a w; vybirdme z bazovych vektort,
tudiz z multilinearity plyne, Ze se musi shodovat. Vysledek aplikujeme na vektory o; = A(€;), w; = B(&;)
i=1,..., k.

Necht tedy @; a o; jsou nékteré z bazovych vektort. Pokud o;, = 4;,, kde i1,i2 € {1,...,n} jsou
rizné, potom vSechny determinanty det(vmj)f’j:] jsou nulové, a jelikoz

L L, .
Uy, Wy = Uy, - Uy, 7=1,...,n,

je i determinant v (12.9) nulovy. MiZeme tedy pfedpokladat, Ze ¥; jsou navzajem rtizné, tedy existuje

B € I(n,k) tak, 7e az na poradi jsou ¥; pravé é€g,,...,€s,. Nyni uvazujme piipad, ze mezi vektory o;

neni zastoupen vektor @, ip € {1,..., n}. Potom ® dava nulu, nebot

det (w;g; )f’j:] =0

apro a # 8 je
det(viaj)ﬁ_j:] =0.

k
— —
(Ui . 11)]‘)
i,j=1

je tp-ty Tadek nulovy. Zbyva piipad, Ze az na potadi jsou ¢; pravé €s,,...,€g,. Potom na pravé strané

.8) je nenulovy jediny s¢itanec, odpovidajici multiindexu indexu 3. Podle véty o sou¢inu determinantt
12.8) ] lovy jediny séit dpovidajici multiind ind (3. Podle vét ¢inu det inantd
mame

¥ dava také nulu, nebot v matici

k
O(T1,...,0k, W1,..., W) = det (Z m-ngj[;q),
g=1
ale vzhledem k tomu, ze jak @, tak @; vybirame z {€3,,...,€3,}, je
k
vaqwmq = 1; - W, i,j=1,... k.
g=1
Tim jsme ovéfili, ze ®(v, ..., U, Wh,..., W) = V(T1,..., 0, Wh,...,0) a dikaz je dokonén. O

12.8. k-rozmérné plochy. 2 C R” se nazyva parametrizovatelnd k-rozmérnd plocha, jestlize existuje
oteviend mnozina G' C R¥ a difeomorfismus ¢ : G — R” tak, ze

p(G) = Q.

Takovy difeomorfismus ¢ se nazyva parametrizace plochy Q.

Mnozina Q2 C R" se nazyva k-rozmérnd plocha, jestlize je lokalné parametrizovatelna. Presnéji: ke
kazdému bodu z € () existuje jeho okoli U v R” tak, ze U N} je parametrizovatelna k-rozmérnd plocha.
Podplochou plochy €2 se rozumi plocha stejné dimenze, ktera je podmnozinou. Je-li 2 C R" k-rozmérna
plocha a x € Q, relativnim okolim bodu z rozumime jeho okoli vzhledem k €2, neboli prinik @ s okolim
bodu z vzhledem k R"™. Podobné definujeme relativné otevienou mnozinu apod.

Rekneme-li, 7e ¢ : G = Q je parametrizace, myslime tim automaticky, e G C RF je oteviend, ¢ je
difeomorfismus, ale ¢(G) nemusi byt celd plocha Q!
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Kazdou k-rozmérnou plochu lze pokryt spocetnym systémem k-rozmérnych parametrizovatelnych
ploch: Vime totiz, 7ze z libovolného systému otevienych podmnozin R" lze vybrat spocetny podsystém,
ktery mé stejné sjednoceni jako systém ptivodni. Tento poznatek aplikujeme na systém vSech otevienych
mnozin U C R, jejichz prinik s  je parametrizovatelna plocha.

12.9. k-rozmérna mira. Nagim dal§im cilem bude sestrojit miru v R, kterd by se hodila k méreni
mnozin na k-rozmérnych plochach.

Mnozinu M C R™ nazveme Sp-méfitelnou, jestlize ¢~ '(E) je A, méfitelnd pro kazdou otevienou
mnozinu G C R* a kazdy difeomorfismus ¢ : G — R™. Systém vSech Si-méfitelnych mnozin znacime
My (R™). Je to ziejmé o-algebra obsahujici viechny borelovské mnoziny (jelikoz B(R™) je generovéna
poloprostory, staci ovéfit méfitelnost poloprostoru, ale ta je trividlni).

MnoZinu N C R™ nazveme Si-nulovou, jestlize A\, (g(N')) = 0 pro kazdou mnozinu N’ C N a kazdé
lipschitzovské zobrazeni g : N' — RF. Z¥ejmé kazda Si-nulovd mnozina je Sj-méfitelna.

Necht M € 9, (R"™) nazveme Sy-kontrolovanou, jestlize ji lze pokryt spoc¢etné mnoha parametrizo-
vatelnymi k-rozmérnymi plochami a7z na Sy-nulovou mnozinu.

Vitip Sg-kontrolovatelnych mnozin spociva v méfitelnosti jejich lipschitzovskych obraz. Necht M €
M (R") je Sp-kontrolovand mnozina a g : M — RF je lipschitzovské zobrazeni. Jestlize M je Sj-
nulovd mnozina, pak A;(g(M)) = 0. Jestlize M je podmnoZinou parametrizované plochy ¢(G), pak
g(M) = gop (p~1(M)) je mé&Fitelna podle lemmatu 12.3. V obecném pifpadé je g(M) spocetné sjednocent
mnozin méfitelnych z jednoho ¢i druhého divodu, tedy opét méfitelnd mnozina.

Na o-algebte M (R™) definujeme k-rozmérnou miru Sy nasledujicim zptisobem: Pokud M € 9t (R™)
neni Si-kontrolovand, polozime Sy (M) = co. Pokud M € 9, (R™) je Si-kontrolovand, bud

Sk(M) = sup{z M (9i(M;)) © M; jsou po dvou disjunktni Sj-méFitelné podmnoziny M,

Myslenka k-rozmérné miry je jednoducha: na malém okoli bodu plochy miizeme priblizné nahradit jeho
plognou miru mirou projekce na teény prostor (pfedstavme si ho intuitivné, presna definice p¥ijde v pFisti
kapitole). Zobrazeni g; si pfedstavime jako sloZeni této projekce s izometrii zobrazujici teény prostor na
R*. Kdy# misto takového zobrazeni pouZijeme néco piilis odlisného, dostaneme méné piesny dolni soucet,
ktery se v supremu neuplatni. Cim jemnéj&i déleni, tim pfesnéji soucet aproximuje plognou miru.

12.10. k-rozmérna mira je mira. Sy je mira na (R", 2 (R")).

Diikaz. Uvazujme posloupnost {M;} po dvou disjunktnich 9t (R™)-méfitelnych podmnozin R™ a jejich
sjednoceni M. Chceme dokazat

Mizeme predpokladat, ze M, M; jsou Sp-kontrolované, jinak dostaneme na obou stranich nekonec¢no.
Jsou-li 7, M(gi(M])) dolni soucty k Sp(M;), j =1,2,..., pak

> Mgi(M)))
i,J
je dolni soucet k Si(M). Odtud

o

(12.10) Se(M) > 3 Si(M;).

=1
Naopak, bud 7" | A(g;(4;)) dolni soucet k Si(M). Potom
Agi(A1) <D Mgi(Ain M;)) <> Sk(A; 0 M), i=12,....m

J J
a z (12.10) plyne
> OSk(Ain Mj) < Sp(Mj),  j=1,2,....
i
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Tedy

Piechodem k supremu ptes viechny dolni soucty k Si(E) dostavame

(12.11) S(E) < 37 Su(M)).

Z (12.10) a (12.11) plyne, Ze Sy je mira. O

12.11. Rozklad linearniho zobrazeni. Necht A € L(R*,R"). Potom
A=QoDoP,

kde Q € L(R* R™) je izometrické zobrazeni, matice zobrazeni D € L(R* RF) je diagondini s kladnsjmi
diagondlnimi proky a P € L(R* R¥) je izometrické zobrazeni (tedy s ortogondlni matici).

Diikaz. Matice [A]T[A] je symetrickd pozitivné definitni, tedy existuje ortonorméalni baze (ify,...,d})
prostoru R* slozena z vlastnich vektorti matice [A]7[A]. Tedy

[A]T[AJid; = N2y, i €(0,00), i=1,...,k.

Potom @, D a P budeme konstruovat jako linedrni zobrazeni, kterd zobrazuji baze na baze: P(u;) =
D(&;) = \€;, Q(\€;) = A(i;). Je tfeba ovéfit, 7e @) je izometrie, tieba tak, ze (Q(€1),...,Q(Ex))
ortonormélni baze prostoru Q(R*). To je vidét z nasledujiciho vypodétu
Ay A(dy)  [A)T[Alus
. - s
Ai Aj Aidj J

ui - u; =1, =7,
= A2 . .
r}\ju,;-uj:(), i# j.

€i,
je

Q@) - Q&) =

O

12.12. Lemma o mife linedrniho obrazu. Necht D : R* — R* je linedrni zobrazeni, jehoZ matice
je diagondlni s kladnymi diagondlnimi prvky. Potom
AD(E)) = Jp AME)
pro kaZdou méritelnou E C RF.
Diikaz. Mame
D(z) = (dyz',..., dyz*)

kde dy, ..., d jsou kladnd reélné ¢éisla. Pro kazdy k-rozmérny interval @ je D(Q) také k-rozmérny interval
a elementarni geometrie dava

z € RY,

(D(Q)) =di...dp 6(Q) = Jp £(Q).

Ve stejném poméru dopadaji také horni soucty k libovolné mnozing, tedy pro méritelné mnoziny mame
AD(E)) = |[Jp| ME).
O

12.13. Lemma o mi¥e lipschitzovského obrazu II. Necht G C R* je oteviend mnoZina a ¢ : G —
R je difeomorfismus. Potom pro kaZdou méritelnou mnozZinu E C G plati

(lipe ") * A(BE) < Si(p(E)) < (lipp)* A (B).

1

(Viraz nalevo poklidame za nulu, pokud ¢~" neni lipschitzovskd).
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Diikaz. Bud vy = (lipp 1)~ ! a
go(x) =9~ (), =€ p(E).
Potom lip go < 1 a tudiz go(@(F)) AM(F) je dolni soucet k Si(f(F)) (o jednom séitanci). Odtud

v A (E) < Sk(e(E)).
Necht nyni ), A(gi(M;)) je dolni soucet k Si(¢(E)). Potom podle lemmatu 12.3 je

D Agi(M) < D Tin(gi 0 @) M~ (M3) < D (1ip @) Al (M) < (lip ) A(E).

Prechodem k supremu pies vSechny dolni souc¢ty dostaneme

Si(p(E)) < (lipp)*A(B).
(]

12.14. Lemma o perturbaci izometrie. Necht G C R je oteviend mnoZina, ¢ : G — R"™ je spojité
diferencovatelné zobrazeni a tg € G. JestliZe ¢'(tg) je izometrické zobrazeni, pak ke kaZdému € > 0
existuje okoli U bodu to tak, Ze pro vSechna t,t' € U je

(12.12) (L—e)t' — 1] < p(t') = p(B)] < (L + )t — 1]

Diikaz. Najdéme kouli U se stfedem v tg a obsazenou v G tak, ze pro viechna t € U je ||’ (t)—¢'(to)]] < e.
Pak pro t, t € U méame

(1) = o0 = [ () (¢ =0 = | [ 22 (st + 60 = 1) = [l 0+ € = 1)

=|[ e -0 - e - nag
<elt 1] =2 (t)] (¢ — 1))
Odtud snadno plyne (12.12). O

12.15. Mira obrazu mnoziny I. NechtG C R* je oteviend mnozina a ¢ : G — R™ je difeomorfismus.
Potom ke kazZdému bodu tg € G a € > 0 existuje okoli U C G bodu ty tak, Ze pro kazZdou mévitelnou
mnozZinu E C U je

(12.13) (1— )k / T, ()] de < Se(p(E)) < (1+€)t" / FAGIED

Diikaz. Podle lemmatu 12.11 existuje rozklad
¢(t) =QoDoP,

kde Q € L(R¥ R") je izometrické zobrazeni, matice zobrazeni D € L(R*, R*) je diagonélni s kladnymi
diagonalnimi prvky a P € L(RF, R¥) je izometrické zobrazeni. Potom ¢ miiZzeme napsat ve tvaru

p=1voDoP, kdey =gol(p(t)) ' oQ.
Podle véty o soudinu determinanti mame pro kazdé « € I(n, k)
J5(to) = JgJnJp.

Dile, [Q]"[Q] je jednotkovd matice a proto z Cauchy-Binetovy formule dostédvédme |Jg| = 1, podobné
|7p| = 1. Tedy

(12.14) | Jo(to)l = |Jol Il JP| = Jb.

Bud sg = D(P(tg)). Potom ¢'(s¢) = @, tj. izometrie, takZe podle lemmatu 12.14 existuje okoli V' bodu
sg tak, 7e pro vSechna s,s' € V je

(1—e)ls" — 5| < (") = p(s)| < (L+e)s" — 5.
Podle lemmatu 12.13 je potom
(12.15) (1= &)"M(F) < Si((F)) < (1+e)*A(F)

pro kazdou méfitelnou mnozinu F C V. S vyuZitim spojitosti jakobidnu najdeme okoli U bodu tq tak,
7e DoP(U)CV a

(12.16) (L+e) (o) < Jp(t) < (1 —e) tJs(te), VteU.
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Pro kazdou méfitelnou mnozinu E C U a F' = D o P (E) mame podle lemmatu 12.12 a odhadua (12.15),
(12.14) a (12.16)

Mp(B)) = Mo(F) < (1+)*A(F) = (1 +¢)*|Tn[A(P(E))
— (14 )T, (t)A(E) = [ Tp(to) dt
E
<1+t / J¢(t) dt.
E
Obdobné ovérime druhou z dokazovanych nerovnosti. O

12.16. Mira obrazu mnoziny II. Necht G C R* je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je difeomorfis-
mus. Potom kaZdou mévitelnou mnoZinu H C G je

Su(eli) = [ 1,0]dr

Diikaz. Zvolme ¢ € (0,1). Mnozinu G pokryjeme posloupnosti B; takovych kouli, Ze pro kazdé j =

1,2,... a kazdou méfitelnou E C B; plati (12.13). Pouzijeme trik zdisjunktnéni 1.13 a dostaneme
z mnozin H N B; posloupnost {E;} po dvou disjunktnich méfitelnych mnozin tak, 7e
o0
H=|]JE
j=1
a

(1— o)kt / To(0)]dt < Mp(Ej)) < (1+2)k1 / T (0)] dt.

E; E;

Sectenim pies j dostaneme

(1= gy /H

Limitni prechod pro ¢ — 0 dava tvrzeni. o

Jo ()] dt < A@(H)) < (1 + )kt / J,(t)] dt.

12.17. Véta o substituci. Necht G C RF je oteviend mnoZina a ¢ : G — R" je difeomorfismus.
Necht u je méfitelnd funkce na ¢(G). Potom

/f PGS | utete

pokud alespon jedna strana md smysl.

T, () dt,

Diikaz. Uvazujme na o-algebie v8ech métitelnych podmnozin G miry

u:Ew /F|J¢(t)\dt, v:E— Si(p(E)).

Podle lemmatu 12.16 se tyto miry rovnaji, tedy se rovnaji i integraly podle téchto mér, coz je v podstaté
tvrzeni véty. O

12.18. Dukaz “obyéejné” véty o substituci. Véta o substituci 11.3 je specidlnim pfipadem véty
12.17 pro k = n, uvazime-li, ze (v disledku lemmatu 12.3) trividlné plati S, = A,.

12.19. Poznamka o Hausdorffové mire. Zpiisob, kterym definujeme k-rozmérnou miru neni jediny
ani nejb&znéjsi. Obecné se za k-rozmérné miry povazuji (velmi zhruba feceno) miry, které na podm-
nozinach k-rozmérnych ploch davaji to, co od nich ¢ekdme. Na mnozinach, které se nevejdou do k-
rozmérnych ploch, mohou rtizné k-rozmérné miry vést k riznym vysledkdm.

Nejzndméjsi k-rozmérnou mirou je tzv. Hausdorffova mira, viz. nap¥. [LM], [DIPP]. Hausdorffova
mira ma smysl i pro necelé hodnoty k, coz ma vyznam pro ur¢ovani dimenze fraktalt apod. Nevyhodou
Hausdorffovy miry je, Ze pfi jejim poctivém zavadéni je nutno provést nékolik vyrazné netrivialnich
kroki.

Kdybychom chtéli pouzivat Hausdorffovu miru Hj, namisto Sy, a dokazat pro ni napf. analogii véty
o substituci 12.17, stacilo by ovérit, ze kazda borelovskd mnozina je Hjp-méritelnd a 7ze plati analogie
lemmatu 12.13 pro Hy.
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13. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL PRES ORIENTOVANE PLOCHY

13.1. Te¢ny prostor k plose. Necht Q je k-rozmérna plocha a z € Q. Teény prostor k v bodé z je
prostor ¢'(t)(R*), kde ¢ : G — Q je parametrizace relativniho okoli bodu z na Q2 s t = ¢~ () (snadno
nahlédneme, Ze na volbé ¢ teény prostor nezdvisi). Znacime jej T,,(Q2). Bézi te¢ného prostoru k v bodé
x tedy tvori vektory
92),..., 22

8t1 6tk
13.2. Orientace linearniho prostoru. Jsou-li V, W linedrni prostory, zna¢ime L(V, W) mnozinu
v8ech linedrnich zobrazeni (homomorfismil) prostoru V.do W a GL(V, W) mnozinu v8ech izomorfism
7z L(V,W).

Necht V je linearni prostor dimenze k. Je-li k& > 0, fekneme, 7e A, B € GL(R*, V) jsou souhlasné
orientované, jestlize Jg-14 > 0; jinak fekneme, 7e jsou opacné orientované. Pokud k = 0, pak GL(R*, V)
obsahuje pouze jeden izomorfismus 0, a to nulovému prvku prostoru R* piifazujici nulovy prvek prostoru
V. Definujeme, ze izomorfismus 0 je souhlasné orientovan sam se sebou. Rozklad

GL(R", V) = GLT(R*, V) UGL™ (R*,V)

mnoziny GL(R*, V) na dvé disjunktni tiidy nazveme orientaci prostoru V, jestlize plati, ze A, B €
GLT(R*, V) jsou vzdy souhlasné orientované, a stejné tak A, B € GL™ (R* V).

Orientace neni ur¢end prostorem V, nybrz je to dodatecnd struktura na V. Orientovat linearni prostor
znamend vzdy volbu ze dvou moznosti: Zvolime B € GL(R*, V) a rozhodneme se, zda bude patfit
do GLT(R*, V) nebo do GL™ (R¥, V). Vybranou tiidu doplnime o viechny izomorfismy z GL(R*, V)
orientované souhlasné s B a druh4 t¥ida bude doplnék do GL(R¥, V). Dalsi orientaci ziskdme tak, 7e
zaménime role GLT(R¥, V) a GL™(R*, V). Zadn4 jin4 orientace u7 neni. I v pifpadé k& = 0 méame
dvé moznosti pro orientaci, a sice GLT(R?, V) = {0}, GL™(R%,V) = § (tzv. kladn4 orientace) nebo
obracené (tzv. zdporna orientace).

Ekvivalentni zptisob orientace prostoru je rozliSovani kladnych a zapornych bazi. Je-li A € GL(R*, V),
pak (A(é1),...,A(€)) je baze prostoru V a toto pfifazeni je vzadjemné jednoznacéné. Baze (#,...,ZTx)
orientovaného vektorového prostoru se tedy nazve kladnou, kdyz existuje A € GLT(R* V) tak, Ze
T =A(E),i=1,... k.

13.3. Orientace k-rozmérné plochy. Necht @ C R"” je k-rozmérna plocha. Rekneme, ze Q je ori-
entovand, jestlize v kazdém bod& =z € Q je orientovan teiny prostor T, (), a to tak, ze pro kazdou
parametrizaci ¢ : G — (2 je mnozina

(13.1) {teG: ¢'(t) € GLT(R*, T, ()}
oteviend. Pokud pro parametrizaci ¢ je mnozina z (13.1) celé G, fekneme, 7e ¢ je kladnd. Analogicky

definujeme zdpornou parametrizaci.

13.4. Orientovany integral. Necht  C R" je orientovand k-rozmérné plocha a a € {1,...,n}* je
multiindex. Potom existuje pravé jedna spojita funkce dSg/dSy tak, ze

dse Jo(t)
VRO

pro kazdou kladnou parametrizaci ¢ : G — Q. Diikaz nezdvislosti na parametrizaci je snadné (a nudné)
cviceni. Pouzivime také znaceni

(13.2) teG

dte, ... dzra, _ asy
dSy, dSy,

Orientovany integrdl je integral tvaru

- Sy
'/Qfdmm coodzg, = '/Q) f(x) a5, (x) dSk(z),

kde f je takova funkce, aby vyraz na pravé strané mél smysl.

Orientovany integral zméni znaménko pii zméné orientace plochy, a nejen to: zaménime-li tranzpozici
poradi “diferencidld” dz,,,...,dz,,, také zménime znaménko integralu.

Je-1i Q nulrozmérnd orientovand plocha a a prazdny multiindex, definujeme

/Qf: St - S fa),

zeQt zeQ—
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kde QF, resp. 2~ je mnoZina bodt z € Q, kde te¢ny prostor je orientovan kladné, resp. zadporné.

13.5. Véta o substituci pro orientovany integral. Necht @ C R" je orientovand k-rozmérna plo-
cha, « € {1,....n}* a f:Q = R" je Sp-mé¥itelnd funkce. Necht ¢ : G — Q je kladnd parametrizace.
Potom

/ fda ... dra, = / F(B)) det(Vpus (1), ., Vipa (1)) di = / Flp(t)) T2 (1) dt,
(@) G

pokud néktery z integrdli konverguje.

Dikaz. Dtkaz je ziejmy z (13.2). O
13.6. Lemma o derivovani jakobianii. Necht U C R* je oteviend mnoZina a g = (g1,...,9r1) :
U — R¥! je dvakrdt spojité diferencovatelné zobrazeni. Potom
)

(13.3) ; B, det (&, Vga(),. .., Vgr(z)) = 0.
Diikaz. S Vyuiitim zamény parcidlnich derivaci mame

"8 /g

1
g i, Vi (x),...,Vgr_1( ; ; oz, (8Tj det(e“ €. Vg2, ...,Vgp_1 (az)))
E ok 9

(13.4) ;; 95,0 e‘r P1 €;,Vga,..., ng,l(m)))

k

Z Og1 (Z—det el,e*j,ng,...,vgk,](w)))_
Tj

Vyraz na pfedposlednim ¥adku vypoétu (13.4) vymizi, nebot
det(é’i7 é}'7 .. ) = — det(é}', 51’7 .. ) det(é}, 51’7 .. ) = 0.

Na poslednim fadku (13.4) zjistime, 7e k dokonéeni diikazu potiebujeme opét (13.3), ale sta¢i ndm ve
specidlnim piipadé, kdy g1 (z) = z;, takze Vg1 (z) = €;. Rekurentnim opakovanim postupu se dopracu-
jeme k postacitelnosti ovéfeni (13.3) v pripadé, ze vSechny g; jsou linedrni polynomy. V tom piipadé
viechny Vg; jsou konstantni vektory, determinant, ktery derivujeme je také konstantni a derivace kon-
stanty je nulova. O

13.7. Plocha s krajem. Pojem k-rozmérnd orientovand plocha s krajem budeme pouzivat pro dvojici
(Q,T1), kde  C R™ je k-rozmérné orientovana plocha, I' C R" je (k—1)-rozmérna orientovand plocha
a Q a I jsou navzajem svazany ndasledujicim zptisobem: Ke kazdému bodu x € Q U T existuje okoli U
bodu z v R", oteviend mnozina G C R¥ a difeomorfismus ¢ : G — U tak, 7e oznac¢ime-li

Ut) = (t), teG¥:={teq, t; <0},
' (s) == (0,81,...,561), seG:={seRF: (0,8,...,5,1) € G},
pak ¢% je parametrizace QN U, ¢ je parametrizace I' N U a bud jsou ¢ i ¢ kladné, nebo jsou obé
zaporné. Pozadujeme
HGEH =anU, (G")=TnU.
Pfi parametrizaci bodu = € ) se oviem miize stat, ze G = ().

Poznamenejme, ze pouziva-li se v literatuie pojem “plocha s krajem” pro jednu mnozinu, mysli se tim
obvykle QUT.

13.8. Obecna Stokesova véta. Necht (0,T) je k-rozmérnd orientovand plocha s krajem. Necht Q \
(QUT) md Sy_1-miru nula (Q je uzdvér vzhledem k R™). Necht Q) je omezend. Necht W C R" je
oteviend mnoZina obsahujici Q. Potom pro kaZdy multiindex 8 € I(n,k—1) a kaZdou spojitou funkci
f:W — R spojité diferencovatelnou wonitv W plati

(13.5) /fd% cdrg, | = Z/ o drld% . dxg,
. 1

pokud integraly na obou strandch konverguji.
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Diikaz. 1. KrOK: Ke kazdému bodu z € Q UT chceme najit okoli Uz bodu z v R™ tak, 7e (13.5) plati
pro f s nosi¢em v Uz. Uvazujme difeomorfismus ¢, uréujici okoli Uz a parametrizace ¢ : G — QN U;
a ¢l : G' = I'NU; jako v definici plochy s krajem. Miizeme pfedpokladat, Ze mnoziny Uz, G jsou
omezené. Najdeme a > 0 tak, ze

(13.6) G C(~a,a) x - x (—a,a)

Pro kazdé b € R budeme znacit
Ly={teR": t; < —b}.

Necht funkce f ma nosi¢ v Uz. Najdéme otevienou mnozinu V' C Uj; tak, Ze
sptfCV a V CU;,

a otevienou mnozinu H C G tak, 7e

o 'VYcH a HCG.

Zavedme H® a H" analogicky jako G a G'. Podle véty 19.5 existuji ¢? : H — R", kde 0 < 6 < 6y je
horni index, tak, ze pro § — 0 mame

(13.7) 0’ =3, Ve’ = Vo na H.

Zvolme b > ¢ > 0 tak, ze [-b,0] x H' C G. Z kompaktnosti nosi¢e funkce f a mnoziny o(H N L)
odvodime, Ze existuje € > 0 tak, Ze pro v8echna z € spt f je B(z,€) C V a pro vSechna = € o(H N L,)
je B(xz,e) C W. Ze stejnomérné konvergence

=
plyne, Ze existuje §; > 0 tak, ze pro 0 < d < d; at € H je
(13.8) P’ (t) —p(t)] <e.

Pro 0 < § < §; definujme funkce h?- : L. — R predpisem

B () = F(e° (1) det (€, Vel (1),..., Ve (), teH,
I 0, t¢ H.

Necht 0 < § < d;. Z (13.8) a definice £ odvodime, 7e pro t € H N L, je ¢°(t) € W. Podobné& pro
te L.NH\ o (V) je ©’(t) ¢ spt f a tudiz hj(f) = 0. Dostavame, Ze h; jsou spojité diferencovatelné jak

na L.NH, tak na L.\ ¢ !(V), tudiZ i na sjednoceni téchto dvou otevienych mnozin, coz je L.. S pomoci
Fubiniovy véty a (13.6) méme

ohj " ond
—(t) dt = —(t1,t2, ..., tg) dty ) dty ... dt
Ly oty ( ) /(a’a)k1 ([ oty ( 1> 52 ’ k) ]) 2 k

a

:/ k 1(h‘{(—b,t2,...,tk)—h‘{(—a,tQ,...,tk)) dty ... dty
(7&,&) -

:/RHh({(—b,sl,...,sk,l)ds.

Podobné, integrujeme-li nejprve podle j-té proménné a pak podle ostatnich, dostaneme

8h? (t)dt=0 j =2 k
ey =Y, J =4 R,
Jr, 0t;
tedy
* . ohn? 5
(13.9) / —](t)dt:/ h{(=b,81,...,8K_1) ds.
Ly Z 8tj RE-1 ! ! kot



7 lemmatu 13.6 snadno odvodime, 7e

S Oh) = Of s P g
Z —t;(t) =3 o, (7 (1) det( 585, Vg, (8), - Vg, ., (1))
7=1 j=1 i=1
)
ICHOIDY at, det (&, Veopy, (1), ..., Voo, _, (1)
j=1
. 6f 8 4 1)
0 S (1) det(Vid, Vol (1), ., Vio,_, (1)
i=1 ¢

S pomoci (13.9) dostavame

i,
[ S Sl ) et (Tl Vel (0., Vo, 0)
- ‘b =1 (2

k
= / Zahg () dt

(13.10) Ly = Ot

= /qu hS(=b, s1,... 56 1)ds

Stejnomérnd konvergence 13.7 sta¢i pro zdménu limity a integralu v (13.10). Dostdvame

./HﬁLb ;aa;: ((,O(f)) det(V(p“ v<p51 (t)a R V(Ioﬁk—l (f))

:/ (f0<p det(éﬁ,chgl,...,chﬁkfl))(—b,sh...,sk,1)ds.
HT

Rutinni limitni pfechod pro b — 0 (zde vyuZivame konvergenci integralu na pravé strané (13.5), ktera se
promitd do konvergence integralu pies Hq v nasledujici formuli, detaily provedte samostatné) ddva

/HQ Zaa’l']: ((P(t)) det(v@“ v<pg1 (t)7 [ERE v¢5k71 (t))

= / (f o det(€1, Vg, ..., v‘Pqu)) (0,81,...,8¢—1) ds
JET

= [ F(e" () det(Vh, (s).... Vigh, |, (s)) ds.

JHT

Odtud podle véty o substituci dostavame rovnou (13.5).
2. KROK: Nyni budeme dokazovat (13.5) za dodateéného predpokladu

(13.11) spt fNN =0, kde N =Q\ (QuUT)

Podle prvého kroku ke kazdému bodu # nosi¢e funkce f najdeme okoli Uz tak, ze (13.5) plati pro
funkce s nosi¢em v Uz. Nyni pouzijeme vétu o rozkladu jednotky 19.8 k nalezeni nezapornych spojité
diferencovatelnych funkei w,, ¢ = 1,...,m, tak, ze Zq wy = 1 na spt f a kazd4 z funkei w, ma nosic
v nékteré Uz. Jelikoz (13.5) plati pro kazdou z funkei fw,, ¢ =1,...,m, plati i pro jejich soucet, coz je
funkce f. Tim jsme dokézali (13.5) za pfedpokladu (13.11).

3. KROK Nyn{ odstranime ptfedpoklad (13.11) a dokéZeme Stokesovu vétu jiz v plné obecnosti. Uvazu-
jme linedrn{ zobrazeni Ilg : R® — R*~1,

Hg(x1, . %) = (T, Tai_y)-
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Oznaéme

Z =15 (Ti5(N),
A=RMI\TI(N),

E:{mEF: %:0}.
Eiz{mEQ: dmidmﬁldé'k' T :0}, i=1,...n.

Jelikoz T je relativné oteviend v Q \ 2, je mnoZina N uzaviena tamtéz a z omezenosti Q plyne, 7e N je
kompaktni. Odtud dostavame, 7e II5(N) je kompaktni podmnozina R¥~!, a jelikoz N je Sj,_1-nulova, je
A—1(IIg(N)) = 0.

Najdéme posloupnost {K;} kompaktnich podmnozin R"~! tak, ze

KiCcKsyC..., UK7:AQH,3(§)
Jj=1
(napt. K; = {t € T3(Q) : dist(t,04) > 1/]} Podle dusledku 19.9 existuje ke kazdému j = 1,2,...

spojité diferencovatelnd funkce n; : R"~' — [0,1] tak, Ze sptn; C A an; =1 na K;. Funkce (n; o Ilg) f
spliiuji (13.11). Podle pfedchozi ¢asti dikazu je

(13.12) /1“(nj ollg)fdxg, ...drs,_, = / ;0 Ilg) Z oz, x)dx; dzg, ... dxg,_,,
nebot pro kazdé i = 1,...,n je

0 dr;dzg, ... dzg,_,

r (njoMg) =0 nebo ! TB]dSk Doy,
Méame

s, . ds)
13.1 ollg) f —E —k L'\ (Z\E),
(13.13) (0 115)f Gk £ 55 T\ (2\ ),
a
df dz;dxg, ...dzg, , df dz;dxg, ...dzg, , -

. i — Q\(Z E;
(1314) (ol g o -5 o na 2\ ( \N )
Predpoklddejme, 7Ze je ndAm znadmo
(13.15) Sk (T N(Z\ E)) =0,

a
(13.16) S (Q nz\() Ei)) = 0.
i=1

Potom konvergence (13.13) nastava Sj_1-skoro v8ude na I" a konvergence (13.14) nastava Sy-skoro véude
na . Jeliko7 integraly na obou stranch (13.5) konverguji, absolutni hodnoty integrandi se daji pouzit
jako majoranty, miZeme v (13.12) udélat limitni pfechod podle Lebesgueovy véty, a tim dostaneme
(13.5). Tim by byl ditkaz dokoncen, zbyva ndm dokazat (13.15) a (13.16).

4. KROK: Dokazeme (13.15). Necht z € T\ E. Bud H Cc RF~! oteviend mnozina a ¢ : H — T
parametrizace, ¢ = 1(s) € ¢¥(H). Pomoci véty o lokdlnim difeomorfismu najdeme okoli H' bodu s tak,
7e g o | H' je invertibilni, tedy existuje k ni inverzni h : H" — H'. Polozme ¥ = 9 o h. Potom 1 je
parametrizace a existuje okoli V bodu z tak, 7e VN T C (H"). Jelikoz A\g_1(TIz(N)) = 0, podle véty
12.13 je

Sk-1(VNTNZ) = S,_1(Y(H" NTIz(N))) = 0.

Ke kazdému bodu z € T'\ E tedy existuje okoli V' tak, ze Sy_1(V NT' N Z) = 0. JelikoZ z téchto okoli
miizeme vybrat spocetné podpokryti mnoziny T'\ E, je

S, 1(T\E)NnZ)=0.



5. KROK: Dokédzeme (13.16). Dukaz se lisi od ptredchoziho kroku jen v detailech. Zvolme i € {1,...,n}
pevné. Necht z € Q\ E;. Bud ¢ : G — Q parametrizace, z = ¢(t) € ¢(G). Uvazujme zobrazeni

Mig:ze (ziy26,--,75,_,): R"— R

Pomoci véty o lokalnim difeomorfismu najdeme okoli G’ bodu ¢ tak, ze II; g o ¢|G' je invertibilni, tedy
existuje k ni inverzni g : G — G'. Polozme ¢ = pog. Potom ¢ je parametrizace a existuje okoli U bodu
z tak, ze UNQ C ¢(G"). Jelikoz Ap_1 (IIg(N)) = 0, je

)\k(R X H,;ﬁﬁ(N)) =0.
Tedy podle véty 12.13 je
SUNQNZ)=S(@(G" N (R x 1I; 5(N))))

=0.
Ke kazdému bodu z € Q \ E; tedy existuje okoli U tak, ze S, (U N QN Z) = 0. Jelikoz z téchto okoli
miizeme vybrat spocetné podpokryti mnoziny Q \ E;, je

S(Q\ E)n Z) =0,
Tim je ditkaz ukoncen. O

13.9. K¥ivkovy integral druhého druhu. Necht Q je jednorozmeérné orientovana plocha. Potom jed-

notkové tecné pole 7= (71,...,7,) na  (nékdy znacime té7 7,) je ddno vzorcem
T = ,
2 ds 3
kde ds := dS,.
Pro kazdou kladnou parametrizaci ¢ : (a,b) — Q plati
. ©'(t)
T(p(t)) = , te(ab).
o' (B)]

Je-li f_': (fiy---, fn) : © = R™ vektorové pole na Q, definujeme jeho kfivkovy integrdl druhého druhu
jako

/f-?ds:/fldan—l—---wandmn.
Q Q

Pro tplnost dodejme, ze kffivkovy integrdl prvého druhu je ndzev pouzivany pro integral skalarniho pole
podle jednorozmérné miry (napf. podle Si).

13.10. Vektorovy soucin. Necht iy,..., 1, 1 € R,

n

— 2 : —

U; = Ujj€j.
j=1

Definujme vektorovy soucin vektori iy, ..., 4, 1 predpisem
. . L n—1 - N n—2 - - - -
Uy X+ X1 = (=1)"" " det(Wy, ..., W)€ +(=1)"" = det(W,ws, ..., wW,) ea+- - -+det(, ..., W,_1)en,
kde
n—1
~ Z S
wj; = Ujj€4.
i=1

Vektorovy soucin lze charakterizovat vzorcem
(1317) (’17:] X"'X'L_L’n,])':lf: det(gﬁﬁ]....,ﬁn,]) nge R".

Odtud je zfejmé, ze vektorovy soucin je kolmy na v8echny své Cinitele.

13.11. Plo$ny integrdl druhého druhu. Necht Q je (n—1)-rozmérna orientovand plocha. Potom jed-

notkové normdlové pole v = (v1,...,v,) na  (nékdy znacime téz ) je dédno vzorcem
_.dxo ... dx, _odxydzs ... dz, dri ... dr,—_1
:—1’”‘17 x:—lnz—__._ n = —————
U ( ) ds y V2 ( ) ds ) y V dS ’
kde dS := dS,,—1. Pro kazdou kladnou parametrizaci ¢ : G — 2 plati
. xJ, (1)
7(p(t) = 7, tEG,
[T (1)]
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kde
_Oe 00
6t1 6tk

(ovéite samostatné). Odtud je ziejmé, 7e (x) je jednotkovy vektor kolmy na T, ().

—

Je-li f = (f1,...,fn) : @ = R™ vektorové pole na Q, definujeme jeho plosny integral druhého druhu

jako
/f-ﬁdS,
Q

/f'ﬁdsz/f1d$2d$3+f2d-?73d-?71+f3d-7?1d$2,
Ja Ja

kde dS = dS,,_1. Pro n = 3 mame

pron =2 je

/flde:/fdeU] —f] d:l?z.
Q Q

Pro Gplnost dodejme, ze plosny integrdl prvého druhu je nazev pouzivany pro integral skaldrniho pole
podle (n—1)-rozmérné nebo obecnéji k-rozmérné miry (napi. podle Sg).

13.12. Poznamky k orientaci. Necht (Q2,T') je k-rozmérnd orientovand plocha s krajem. Néasledujici
poznamky jsou psany misty intuitivnim jazykem. Postiehy zaloZené na formulacich v uvozovkach mohou
slouzit pouze k vytvoreni hypotézy, kterou je pak tfeba ovérit rigoréznim zptisobem.

Je-li k& = n, pak O je oteviend podmnozina R™. Necht orientace O je pfirozend, ¢im7 rozumime,
7e identické zobrazeni je kladnd parametrizace. Potom normala 77, ke I' “sméfuje ven z 27, totiZ pro
dostatecné maléd ¢ > 0 mame

T+t (z) ¢Q, z—ti () €N

Je-li £k = 1, uvazujme pfipad, ze kiivka O je difeomorfvni obraz intervalu a ) je podinterval. Pak
“probihame-li kfivku Q ve sméru te¢ného vektoru 7"'9, pocatecni bod a je zaporné orientovany a koncovy
bod b kladné.”

Pron =3 a k = 2 plati pravidlo pravé ruky: “tréi-li palec ve sméru normaly 179, pak zakfivené prsty
ukazuji kam smétfuje 7..” V bodé z € I' madme kromé normdly 7, jesté normalu 7, vnéjsi vzhledem

k Q, tj. jednotkovy vektor, ktery lezi v T,(0O), je kolmy na T,(T') a “smé&fuje ven z Q”, totiz existuje
7:(~1,1) = O tak, ze 7((—1,0)) C Q, 7((0,1)) N Q@ =0 a +'(0) = 7. (z). Potom

v, (x) = V. (z) X T.(2).

Pron = k = 2 “teény vektor obiha Q proti sméru hodinovych ruci¢ek”. Z obecného piipadu n = k

zndme orientaci 7. (z). Odtud uréime 7.(z) = 118 — 1,1, kde 7 = 7 ().

13.13. Divergence, gradient, rotace. Necht U C R" je oteviend mnozina, u : U — R je spojité

diferencovatelna funkce a f: (f1,---, fn) : U = R™ je spojité diferencovatelné vektorové pole. Definu-
jeme
ou
Vu =— grad u := —é, (gradient u),
, af; ,
div f := — divergence
f Z 5,0  (divergence f)
curl f = % - g—g (rotace f, n=2),
= curl f:: (% — %) €1 + (% — %) €y + (% — %) €3 (rotace f_: n=3).

13.14. Dusledky Stokesovy véty. Necht U C R" je oteviend mnozina, u : U — R je spojité diferen-

covatelnd funkce a f = (f1,...,fa) : U = R" je spojité diferencovatelné vektorové pole. P¥edpoklade-

jme, ze U, Q a I splhuji predpoklady véty 13.8. V druhém fadku predpokladame, ze ' sestava z kladné
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orientovaného bodu b a zaporné orientovaného bodu a.

Lf vds = /Qdiv fddm (k = n, Gauss, véta o divergenci),
u(b) — u(a) = /Q S gradu-7ds (k=1, véta o potencialu),
/Ff-%'ds:/ﬂjcurlf-ﬁds (n = 3, k =2, Stokes),
/rf_’- Tds = /chrl fdz (n=k=2, Green).

14. VETY O KONVERGENCI
Bud (X, S, u) prostor s mirou.

14.1. CebySevova nerovnost. Necht f > 0 je mévitelnd funkce na D € S a a > 0. Potom

d
WD {f > a)) < 0T
a
Diikaz. Ztejmé
d
pooiszap< [ Lgpc ol
JDn{f>a} @ a

O

14.2. Konvergence v mife. Nech f, f;, j = 1,2,..., jsou méfitelné funkce na D € S. Rekneme, Ze

fj = f v mife, jestlize pro kazdé £ > 0 plati
lim p({|f; - fl > €}) = 0.

14.3. ¢-0 spojitost integralu. Necht f je integrovatelnd funkce na X . Potom ke kaZdému e > 0 existuje
6 > 0 tak, Ze pro vSechna E € S plati

W(E) <6 —> /F|f\du<s.

Diikaz. Necht
E; ={|f| > j}-
Podle Lebesgueovy véty 3.8 (majoranta |f]) je

tim [ \fldu= Jim [ 1fx, du=o,
E; J—= Jx ’

]

takze existuje k € N tak, ze

/ Fldp<e.
Ey
Necht E € S, u(E) < ¢ := p(Ey). Potom

/mdu:/ If\du+/ fldu
E ENE, E\Ej,

g/ If\du+ku(E\Ek)S/ fldp + kp(Ee \ E)
JENE, JENE,

s/ If\du+/ \flduz/ £l du
JENE: JEW\E J By

< €.
O

14.4. Jegorovova véta. Necht (X,S, 1) je prostor s mirou, kterd je konecnd. Necht {f;} je posloupnost
S-méritelnych funkci na X. Predpoklidejme, Ze f; — f skoro vsude. Potom pro kaZdé € > 0 existuje
mnoZina G € S tak, Ze u(G) < € a f; = f stejnomérné na X \ G.
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Diikaz. Muzeme piedpokladat, ze f = 0. Zvolme £ > 0. Oznatme

B = [ J{Ifil > 1/k}.

(2]
Potom
lim u(E]) = p(() B}) =0
mu(B) = u(() B
j
(zde jsme vyuzili, Ze u(X) < oo, viz. 1.14(c)), a proto existuje Gy, € {E,jc :j € N} tak, ze
,U(Gk) < 27k,

PoloZzme

G =G
k

Potom u(G) < e. Je-li dano pfirozené k, potom existuje pfirozené j tak, ze Gy = E,z Jellii >jazx ¢ G,
potom |f;(z)| < 1/k. Tedy f; — 0 stejnomérné na X \ G. O

14.5. Cantelliho véta. Necht {E;} je posloupnost méFitelngjch podmnozin X . Jestlize

ZH’(E]) < o,
j=1
potom
s(NUB)=0
k=1 j=k
Diikaz. Mame
(MU B) < ptr(Um)
k=1 j=k j=k
< inf E;)=0
—JQN,X;“( )
j=

O

14.6. Vztah konvergence v miie, konvergence skoro vSude a konverence v LP. Necht f, f;
jsou meéfitelné funkce na X. Pfipomenme, ze konvergence f; — f v LP znamend podle definice
1f; = Fllp 0.

(a) Necht f; — f v LP(X). Potom f; — f v mife.

To je snadny diisledek CebySevovy nerovnosti 14.1.

(b) Necht f; — f v mire. Necht ezistuje “integrovatelnd majoranta” g € LP(X), p < oo, tak, Ze
|fil < g skoro vsude, j =1,2,.... Potom f; — f v LP(X).

Bez Gjmy na obecnosti f = 0. Pro kazdé e > 0 mame

/\EVdMEE/ \ﬁwdu+-/ |ﬁvdu+-/ 1P du
J X J{|fil<elgl} J{g<e} J{|fi1>e2}

Sa/ \g\”du+/ Iglpdu+/ \g|” dp.
Jx J{g<e} J{Ifi|>e2}

Prvni integral jde k nule pro € — 0. Druhy také, to plyne z Lebesgueovy véty 3.8 s majorantou g. Tteti
integral jde k nule pro j — oo z véty 14.3 a definice konvergence v mife.

(c) Necht u(X) < oo. Jestlize f; — f skoro vsude, pak f; — f v mife.

To je snadny disledek Jegorovovy véty 14.4.

(d) Jestlize f; — f v mife, pak existuje vybrand posloupnost, kterd konverguje skoro vsude.

Bez ijmy na obecnosti f = 0. Polozme f;o) = f; aprom = 1,2,... najdeme {fj(m)}j vybranou
z {f;mf])}j tak, ze

S (5™ > 1/m}) < oo,

J
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Podle Cantelliho véty 14.5 je pak i

W(Em) =0, kde B, = () [JAA™ > 1/m}.

k=1 j=Fk
Z¥ejmé
r ¢ B, = limsup |fj(m)(:v)\ <1/m.
J
Polozme g; = f;j). Potom pro kazdé m je {g;}, az na koneéné mnoho ¢lent vybrand posloupnost

z {fj(m)}j, tedy g; — 0 skoro vsude.

15. VEKTOROVE MIRY

15.1. Ideal. Necht S je o-algebra. Systém mnozin 7 C S se nazyva idedl o-algebry S, je-li splnéno
(I-1) AeZ,BeS,BCA = BEe€eT1,
(I-2) AeZ,BeT — AUBE€T.
15.2. Vektorova mira. Necht (X,S) je méfitelny prostor a Z C S. Necht V je vektorovy prostor
konec¢né dimenze. Mnozinové funkce v : Z — V se nazyva obecnd vektorova mira na S, jestlize splhuje
(VeM-1) T je idedl o-algebry S,
(VeM-1) v(0) =0,
(VeM-2) jestlize A; € Z,j=1,2,..., jsou po dvou disjunktni, A = [J A;, potom

Jj=1
oo
Ael = v(A) = E v(A;).
j=1
Poznamenejme vyslovné, ze fikdme obecna vektorovd mira na S, ackoli defini¢ni obor je pouze 7.
Jestlize 7 = S, pak se v nazyva se konecna vektorovd mira. Mnoziny, které nelezi v 7 jsou “podezielé”
z toho, 7e na né nemtzeme v rozsirit pfi zachovani podminky konecénosti.
Jestlize X = |J X, kde X; € 7, fekneme, 7e v je o-konecnd.
Jestlize V = R, pouzivime misto “vektorova mira” nazev “znaménkovd mira” nebo “naboj”.

15.3. Variace vektorové miry. Necht (X,S) je méfitelny prostor, Z C S je idedl a v : T — V je
obecnd vektorova mira na S. Pro F € S definujme

V|(E) = sup{z lv(E;)|: E; € T jsou po dvou disjunktni, U E; C E}
J J

Mnozinova funkce |v| se nazyva variace vektorové miry v. V definici variace neni podstatné, zda uvazu-
jeme konecné ¢ nekonecéné soucty. Také mizeme uvazovat jen takové soucty, Ze sjednoceni mnozin E; je
celé E.

15.4. Variace miry je mira. Necht (X,S) je méfitelny prostor, T C S je idedl a v : T — V je obecnd
vektorovd mira na S. Potom |v| je mira na S.

Diikaz. Uvazujme posloupnost {E;} po dvou disjunktnich méfitelnych mnozin a jejich sjednoceni E.

Jsou-li
> w(ED)
i

dolni soucty k |v|(E;), j =1,2,..., pak

je dolni soucet k |v|(E). Odtud
(15.1) V[(B) > Y vI(E)).

Naopak, bud



dolni soucet k |v|(E). Potom z (VeM-3) dostaneme
A=) v(AnED) < Y (AN Ey), k=12,

J J
a z (15.1) plyne
Sl N Ey) < I(Ey),  j=1.2,....
k

Tedy

ZpAk \<Z(Z|y\ (A, N E) ) Z(ZW (A, N E) )
gZ\vl

Pfechodem k supremu pies v8echny dolni soucty k |v|(E) dostdvame

(15.2) v|(E) < Z v|(E;)

Z (15.1) a (15.2) plyne, 7e |v| je mira. O
15.5. Lemma o variaci. Necht (X,S) je méritelny prostor, T C S jeidedl av : 7 — V je obecnd
vektorovd mira. Necht A € T. Jestlize |v|(A) = oo, potom existuje A € T tak, Ze

Aca, wiA)>1, [pl(A\4) =
Diikaz. Piedevsim si uvédomme, Ze staéi najit A’ € S tak, Ze

ACA PlA) 1, A\ A) >1

Totiz, jelikoz |v|(A) = oc, aspon jedna 7z mnozin A’, A\ A’ musi mit nekoneénou variaci. Uvazujme
posloupnost {4;} po dvou disjunktnich mnozin z S takovou, ze A; C A a

(15.3) Z|u N> v(A)| + 3.

Nyni rozlig§ime dva pfipady. Jestlize ex1stu3e i tak, ze |v(4;)| > 1, potom polozme

A = A;.
Mame
v(4;) =v(A) —v(A\ 4)),
tedy
(15.4) (A < [(A)] + (A \ A)] < [v(A)] + ) [v(A

J#i

Seétenim (15.3) a (15.4) dostaneme
(4] + v (A)] +3 < p(A)] + (A +2 " [v(4y)

J#i

Tedy
(AN AN > w(4;)] >3/2> 1.
J#i

Druhy pfipad je, 7ze pro |v(4;)| < 1 pro vSechna i. Najdeme nejmensi k tak, 7e

S w4 > 1,

i<k

a polozime

Potom



7 minimality k dostaneme

Do w(A) <D A+ (AR <1+1=2,

i<k i<k
tedy (15.3) dava
> (4] > [v(A) +3 2> 1.
>k
Odtud dostaneme
(AN A > w(4;)] > 1.

ji>k
o

15.6. Véta o variaci. Necht (X,S) je méfitelny prostor, T C S jeidedl av : T — V je obecnd vektorovd
mira. Potom pro kaZdou E € T je |v|(E) < o.

Dikaz. Budeme dokazovat sporem. Predpoklddejme, 7e E € 7 a |v|(E) = oco. S pomoci lemmatu 15.5
najdeme FE; € 7, tak, 7e
E\.CE, [v[(E1)>1, |[V[(E\E)) =0
Nyni pouzijeme lemma 15.5 na E \ E; a dostaneme FE» € 7 tak, 7e
Ey CE\E, [v[(Ex) 21, |(E\E)\E,) =oc

Takto postupné rekurentné zkonstruujeme posloupnost {Ej} po dvou disjunktnich méfitelnych podm-
nozin E tak, Ze |v|(Ey) > 1. Ke kaZdé z nich najdeme dolni soucet

Z lv(E})| > 1/2, E} € S, E| C Ej, po dvou disjunktni.

Bud jesté
Ey=E\Y Ej.
ki
Potom podle (VeM-3)
(15.5) v(E) = v(Eo) + Y _ v(E}).

Rada na pravé strané nemiize konvergovat absolutné, proto ji lze pferovnat tak, aby rovnost (15.5)
neplatila a tim dostavame spor. O

15.7. Jordaniiv rozklad znaménkové miry na kladnou a zapornou éast. Necht (X,S) je méfi-
telny prostor, Z C S je idedl a v : T — R je obecnd znaménkova mira. Potom existuje (pravé jedna)
dvojice (v*,v7) (nezdpornych) mér na (X,S) tak, Ze

v(E)=v'(E)-v (E), Ec1I,

lv(E)| =vT(E)+v (E), EE€S.
Mira vt se nazyva kladnd édst v, mira v~ se nazyva zdpornd ¢dst v a rozklad v = vt — v~ se nazyva
Jordaniv rozklad. Pro E € T dostaneme vt (E) a v~ (F) ze vzorce

E E E)—v(E
)+ E) ) )
2 2
Rozgifeni z 7 na S se nejsnaze provede operdtorem variace, detaily ponechame ¢tenafi.

v (E)

15.8. Integrovani podle obecné znaménkové ¢i vektorové miry. Necht v je obecna znaménkova
mira na (X,S). a f je S-méfitelnd funkce na D € S. Definujeme

/ fdv = / fdvt — / fdv™
JD JD JD
pokud rozdil vpravo m4 smysl.

Je-li nyni v : T — V obecné vektorova mira, najdeme vyjadiend vzhledem k né&jaké bézi (€,...,€m,)
prostoru V:



a definujeme
'/Dfduzg(/Dfdw)a.

16. VETY O REPREZENTACI FUNKCIONALU NA LP

16.1. Dualita v normovanych linearnich prostorech. Funkciondl je termin oznacujici funkci na
normovaném linedrnim prostoru nebo jeho podmnoziné s ¢iselnymi hodnotami. Zde uvazujeme pouze
redlnou teorii, tedy funkcionaly maji hodnoty v R. Necht X je normovany linedrni prostor. Mnozina
vSech spojitych linedrnich funkciondli na X se nazyva dudl k X. Pfipomenme, ze linearni funkcional f
na X je spojity, pravé kdyz existuje C' € R tak, 7e

|f(@)] < Clizllx,  ze€d.
16.2. Norma funkciondlu. Necht @ je spojity linearni funkciondl na LP(X). Pak znacime
19 := sup{ |®(u)| s w € L7(X), [lull, <1}

Pro kazdé u € LP(X) pak mame
@ ()] <[] [Jull,

16.3. Dualita mezi LP a L. Necht X = (X,S,u). Necht 1 <p < oo. Budg=oc kdyZp=1,q= p’%l
kdyz1<p<oo aq=1 kdyZp=oc. Necht v € LI(X). Potom

u uv dj
X

je spojity linedrni funkciondl na LP(X).

Diikaz. Pro 1 < p < oo dostavame dikaz z Holderovy nerovnosti, jinak je snadny. O
16.4. Charakterizace spojitych linearnich funkcionalii na L2. Necht X = (X,S, ). Necht ® je
spojity linedrni funkciondl na L2(X). Potom existuje v € L*(X) tak, Ze

®(u) :/ uvdp
X
pro viechna u € L?(X).

Diikaz. Jelikoz L*(X) vybaveny skaldrnim soucinem

(u;v) := / uv dp
Jx

je Hilbertiv prostor, dostavidme tvrzeni z obecné Rieszovy véty o reprezentaci spojitych linedrnich
funkcionalii na Hilbertovych prostorech. O

16.5. Spojité linearni funkciondly na LP, 1 < p < oo. Necht (X,S,u) je prostor s mirou, kterd je
o-konecnd. Necht 1 < p < oo a q=p/(p—1). Necht ® je spojity linedrni funkciondl na LP(X). Potom
existuje pravé jeden prvek v € LY(X) tak, Ze

b (u) :/Xuvdu

pro vSechna u € LP(X). Pritom
(16.1) 1@l = llv]lq-
Diikaz. Myslenka je pouzit tzv. Radon Nikodymovu vétu na miru
V(E) = B(x,),
aviak kdyz p(X) = oo, miize se stat, ze X, ¢ LP(X). Proto najdéme X; € S, k =1,2,... tak, ze

XiCcXoC..., X:UXk.
k=1

Pro E € S polozme



Potom vy, je znaménkova mira na S absolutné spojitd vzhledem k p, coz znamend, Ze plati implikace

uwE)=0 = 1(F)=0.

Podle Radon Nikodymovy véty 17.3, kterou dokazeme pozdéji, existuje v takovém piipadé u-skoro vsude

koneénd S-méfitelnd funkce vy, tak, 7e

(16.2) vi(E) = /ka du

pro kazdou E € §. Snadno nahlédneme, zZe pro j, k prirozena plati
vy, = v; skoro véude na X; N Xy.

Tedy existuje
v = lim vy
k

ve smyslu konvergence skoro viude a
v = v}, skoro vSude na Xj,.

Jestlize £ € S a E C X}, pro nékteré ptirozené k, pak z (16.2) odvodime

®(x,) = /ka dp = /de,u.

Rutinnim postupem (aproximace, ptes jednoduché funkce) odtud dostaneme

(16.3) ®(u) :/Xuvdu

pokud u € LP(X) a integral na pravé strané konverguje. Oznacme
By = X 0{|v] <k},
uy, = |v|7? VX, -

Potom uy € LP(X) a

/ 0] dpy = B(ug) < ||®] [luelly
JE,

<lo([ uzan) " =poi([ 1oran)""

1/q
(f wolran)” <o,
JE,
Leviho véta 3.9 dava

. 1/q

(16.4 folly =tim( [ Jol7du) " < ],
kE\Jg,

Je-li w € LP, pak z Holderovy nerovnosti plyne

/ ol dy < ull, [[0],-
X

Tedy (16.3) je splnéno. Zbyva dokazat (16.1). Je-li u € LP(X), ||ul|, < 1, potom

[®(u)| = /X wodp] < llull,[lo]l, < [loll,

tedy ||®|| < ||v|lq- Opacné nerovnost je v (16.4).

takze po kraceni

O

16.6. Spojité linearni funkciondly na L'. Necht (X,S,u) je prostor s mirou, kterd je o-koneénd.
Necht ® je spojity linedrni funkciondl na L'(X). Potom ezistuje prdavé jeden prvek v € L>=(X) tak, Ze

O(u) = / uv dp
Jx

pro vechna u € L'(X). PFitom
]l = llolloo-
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Diikaz. Dutkaz je analogicky jako u véty 16.5. Najdeme p-skoro viude konecnou S-méfitelnou funkei v
tak, 7e

O(u) = / uv dp
Jx

kdykoli u € L'(X) a integral na pravé strané konverguje. Klicovy krok, v ném? se dtikaz lisi od dikazu
predchozi véty, je odhad

(16.5) l[v]loc < [|]]-

Mizeme predpokladat, Ze ||v]||o > 0, jinak je (16.5) trividlni. Necht X} jsou jako v diikazu véty 16.5.
Potom

[olloe = Jim floxy, Il

Nejdeme tedy posloupnost {aj} kladnych redlnych ¢isel tak, ze

(16.6) w(Xk N Aqlv| >ar}) >0 a liinak = ||v|co-
PoloZzme
Ei, = {|v| > ax},
v
Ur = mxxmm'

Potom ug € L'(X) a madme

ap w(Er N Xy) < / |v| du = / upv dp = D (ug) < ||®|| w1
JErnXg JX
< |[®]| p(Ex N Xi).

Podle (16.6) mzeme kratit a dostdvime

ar, < [|@]].
Limitni prechod j — oo dava
[vllee < [I@]]-
Déle zase postupujeme analogicky jako v dikazu véty 16.5. o

16.7. Spojité linearni funkciondly na L. Spojité linedrni funkcionély na L>°(X') obecné nejde cha-
rakterizovat tak jednoduse jako kdyZ p < co. Kdybychom chtéli kopirovat dikaz, pfigli bychom (zhruba
feceno!) na to, Ze jsou-li By € S po dvou disjunktni, fada

Z XEk
k
nemusi konvergovat v L™ a tudiz

E = ®(Xg )

nemusi byt g-additivni.

17. DERIVOVANI A ROZKLAD MER

17.1. Absolutni spojitost a singularnost. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Necht p a v jsou miry
na S. Rekneme, Ze v je absolutné spojitd vzhledem k p, znaceni v << p, jestlize pro kazdou E € S plati

(17.1) uwE)=0 = v(E)=0.
Rekneme, 7e v a p jsou navzajem singuldrni, znaceni u—v, jestlize existuji X,, X, € S tak, 7e
(17.2) X=X,UX,, w(X,)=v(X,)=0.

Budeme uvazovat i pfipad, 7e v je obecnd znaménkova mira. Potom definice absolutni spojitosti zustava
beze zmény a v definici singularity pozadujeme |v|(X,) = 0.
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17.2. Mira s hustotou. Necht (X, S, i) je prostor s mirou a f : X — R je pu-méfitelnd funkce. Polozme

I={E: / f du konverguje}.
JE
Pro E € Z bud
v(E) :/ fdu.
E

Potom v je obecna znaménkova mira, kterd se nazyva mira s hustotou f. Naopak f se v této situaci

nazyva hustota nebo Radon-Nikodgmova derivace miry v (vzhledem k p) a znadi g—;.

17.3. Lebesgue—Radon—Nikodymova véta. Necht (X,S,u) je prostor s mirou, T C S je idedl a
vZT — R je obecnd znaménkovd mira na S. Necht miry u a v jsou o-konecné. Potom

(a) (Lebesgueova véta) existuje pravé jedna obecnd znaménkovd mira mira v, : T — R na S tak, Ze
Vo << pa (v —v,)—p,

(b) (Radon Nikodymova véta) ezistuje prdvé jedna (aZ na modifikace na mnoZindch p-miry nula)
w-skoro vsude konecnd S-meéritelnd funkce f tak, Ze

va(E) Z'/Efdu

pro kaZdou E € T, neboli f = ’idL:.

Diikaz. Tvrzeni o jednoznacnosti je velmi snadné. Napf. v ¢sti (a) si uvédomime, Ze pokud by existovaly
rizné miry v a vs s vlastnostmi, které vyzadujeme od v,, pak v; — vy by byla absolutné spojité vzhledem
k p. Soucasné
vi—wv=W-—w)—(v-—1r),
takze miry v; — vy a p by byly navzajem singuldrni. Uvazujme rozklad X = X, U X, kde
v~ 1l(Xa) = u(X,) = 0.

Potom z absolutni spojitosti bychom dostali, Ze téz |11 — v5|(X;) = 0, takze |v; — va| = 0, spor.

Diikaz existence rozdélime do nékolika krokt

1. KROK: Nejprve predpokladejme, Ze v a p jsou konetné (nezdporné) miry na S. Oznaéme o = u+v.

Potom
d: um— / u dv
Jx

je spojity linedrni funkcional na L?(o). Tudiz podle véty 16.4 existuje v € L%(o) tak, Ze

b (u) :/ uv do,
b'¢
neboli

(17.3) /udl/:/m)du+/ uv dv
Jx Jx Jx

pro kazdou u € L%(o). Polozme
X, ={v <1}, Xs ={v>1}, Xo = {v < 0}.

Potom volba u = X, déava

v(Xs) = /X vdo > o(X,) = p(Xs) + v(Xs) > v(Xs).

s

Odtud vidime, Ze v = 1 skoro viude na X, a pu(X;) = 0. Testujeme-li (17.3) funkei u = X , dostaneme
o(Xo) = 0. Definujme miry v, a v, predpisem

vo(E)=v(ENX,), vs(E)=vENX,) EeS.

Potom z toho, co jsme doposud dokézali plyne, Ze u a v, jsou navzajem singuldrni. Vzorec (17.3) mtizeme
prepsat v podobé

(17.4) /Egvdu:/Eg(l—v)du,
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kde g je nezdporna S-méfitelna funkce, £ € S a za u jsme dosadili gX. Vzorec (17.4) urcité plati pro
kazdou nezapornou S-métitelnou funkci g : i kdyby nebyla integrovatelna, muzeme ji zdola aproximovat
jednoduchymi funkcemi, které integrovatelné jsou, a pak pouzit Leviho vétu 3.8. Necht E € S. Polozme
XBnx,
9= 10 f=vg.
—w

Potom (17.4) dava
/ fdu=v(ENX,) =v,(E).
E

Odtud plyne tvrzeni (b) véty i absolutni spojitost v, vzhledem k p.
2. KROK. Predpokladejme nyni, Zze v je znaménkova mira, porad jesté konec¢na. Potom aplikujeme
predchozi ¢ast na kladnou a zédpornou ¢ast miry v (Jordantv rozklad, viz. 15.7) a vyuZijeme toho, Ze

v=vt—v.

3. KROK. Jsou-li miry u, v o-kone¢né, rozdélime X na spocetné mnoho S-méfitelnych ¢asti, na nichz

jsou obé miry konec¢né, pouzijeme predchozi kroky a nalezené objekty “poslepujeme”. Podrobnosti jsou
nezajimavé. O

17.4. Absolutné spojita a singularni ¢ast. Mife v, z véty 17.3 se Tk absolutné spojitd ¢dst miry
v a mife v, := v — v, se 1k singuldarni ¢dst miry v. Rozkladu v = v, + v, se tikd Lebesguetiv rozklad
miry v.

17.5. Integrovani podle miry s hustotou. Necht (X,S, u) je prostor se o-konecnou mirou, v je ko-
necnd mira na (X,S) a g je S-méfitelnd funkce na D € S. Potom

d
/gdv:/g—yd/u
D p dp

Diikaz. Podle definice tvrzeni plati, kdyz g je charakteristickd funkce méritelné mnoziny. Zbytek je rutinni
zalezitost (jednoduché funkce, limitni pfechod). O

pokud mda aspon jedna strana smysl.

17.6. Hahniv rozklad znaménkové miry. Nechtf v je o-kone¢na znaménkova mira na (X, S). Dvojici
(P, N) mnozin z S nazveme Hahniv rozklad miry v, jestlize PUN = X, PN N = () a pro kazdou E € S
je

v(ENP)>0, v(ENN)<O.
Potom také pro kazdou E C S zfejmé plati

vH(E)=v(ENP), v (E)=-v(ENN).

Existence Hahnova rozkladu plyne snadno z Radon-Nikodymovy véty: je-li f = ﬁ, pak ({f > 0},

{f < 0}) je Hahniiv rozklad. Jind mozZnost je tfeba ({f > 0}, {f < 0}). Jednoznacnost je splnéna v té
podobé, ze jsou-li (P;, N;) Hahnovy rozklady, i = 1,2, pak |v|(P; \ P2) = |v|(N; \ N2) = 0.

17.7. Spojité a diskrétni miry. Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Pfedpoklddejme, Ze S obsahuje
viechny jednobodové mnoziny. Rekneme, Ze mira p na S je

e spojitd, jestlize u({z}) = 0 pro v8echna =z € X,

o diskréini, jestlize existuje spoetnd mnoZina S C X tak, Ze u(X \ S) =0.

17.8. Charakterizace diskrétnich mér. Mira u je diskrétni, privé kdyZ existuje spocetnd mmnoZina
S C X a funkce f: S — [0, +0o0] tak, Ze

wE) = Y f@), FEes
zeSNE
Dikaz. Dtkaz je zfejmy. Je-li p diskrétni, pak f(z) = u({z}). O

17.9. Rozklad miry na spojitou a diskrétni ¢ast. Necht (X, S, u) je prostor se o-koneénou mirou.
Predpokladejme, Ze S obsahuje vsechny jednobodové mnoZiny. Potom ezistuje rozklad

K= e t+ fhd,
kde p. je spojitd a ug je diskrétni.
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Diikaz. Polozme
S = {a: ul{z}) > 0}.
JelikoZ p je o-koneéna a jednobodové mnoziny jsou méfitelné, mnozina S je spo¢etna a méfitelnd. Defin-
ujme miry p. a g predpisem
1(B) = w(E\S), wa(E)=u(ENS), E€S.

Ziejmé . je spojitd a ug je diskrétni. O

18. RADONOVY MIRY

18.1. Prostory spojitych funkci na lokalné kompaktnich metrickych prostorech. Radoniv
integral. Nechtf X je metricky prostor. Rekneme, ze X je lokdlné kompaktni, jestlize kazdy bod = € X
m4 okoli, jehoz uzavér je kompaktni. Rekneme, 7e X je o-kompaktni, jestlize existuje posloupnost { Xy}
kompaktnich podmnozin X tak, ze X = J, Xi.

Jako priklady lokdlné kompaktnich o-kompaktnich metrickych prostortit mohou slouzit oteviené nebo
uzaviené podprostory R”.

Necht X je lokalné kompaktni o-kompaktni metricky prostor. Ozna¢me C(X) linedrni prostor vSech
spojitych funkei na X. Je-li f € C(X), ozna¢me

spt f = {f # 0}.
Mnozina spt f se nazyva nosi¢ funkce f. Je-li K C X kompaktni, definujme
Ck(X)={feC(X):sptf C K}
Konecéné definujme
Co(X) = J{Ck(X): K C X, K kompaktni}.
Pro f € C.(X) zavadime
1l = sup{lf(a)] : 3 € X).

Funkcional ||...]|s je norma na C.(X), kterd vSak neni povazovana za pfirozenou normu tohoto prostoru.
Necht A je linedrni funkcional na C.(X). Rekneme, ze A je

e nezdporny, jestlize pro kazdou f € Cx(X) plati
>0 = Af>0,
e spojity, jestlize pro kazdou kompaktni K C X existuje cx € R tak, 7e pro kazdou f € Cx(X) je
[AS] < ekl flloo-

Poznamenejme, 7e spojitost je t¥eba zvlast definovat, protoZze na prostoru C.(X) neuvazujeme
normu.

Nezaporné linearni funkciondly na C.(X) se nazyvaji Radonovy integrdly na X.

18.2. Vlastnosti lokalné kompaktnich prostori. NeZ prejdeme k hlavni vété, pfipomeneme si par
uziteénych topologickych vlastnosti lokdlné kompaktnich prostorti. Bud v dal§im X je lokalné kompaktni
metricky prostor. Je-li U C X oteviend mnozina, budeme znacit

pu(z) = dist(z, X \ U), z € X.

(a) Necht U C X je oteviend mnoZina a K C U je kompakini mnoZina. Potom existuje oteviend

mnoZina G C X tak, Ze
KCcGcGcU
a G je kompaktni.

Totiz, ke kazdému bodu mnoziny K najdeme oteviené okoli, jehoz uzédvér je kompaktni a lezi v U.
Tato okoli tvori oteviené pokryti K, z néhoz miizeme vybrat koneéné podpokryti. Nyni vyuzijeme toho,
7e uzaveér sjednoceni koneéné mnoha mnozin je sjednoceni uzaveéru.

(b) Je-li G C X oteviend mnoZina, potom funkce pg je nezdpornd spojitd funkce. Pfitom pg(z) > 0,
pravé kdy? x € G. Jestlize G je kompaktni, potom pg € C.(X).

(c) Necht U C X je oteviend mnozina a K C U je kompakini mnoZina. Potom existuje f € C.(X)
tak, e 0 < f <1, f=1na K asptf CU.

Ke konstrukci pouzijeme ¢ast (a). Najdeme otevienou mnozinu G C X tak, 7e

KCcGCcGcCU
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a G je kompaktni. Funkce pg nabjva na K minima, nebot K je kompaktni. Bud

m = min pg.
K/J

Potom m > 0. Polozme

PG 1y,

f = min{ 28

pak f ma pozadované vlastnosti.
(d) Necht K; C X, i = 1,2, jsou kompaktni mnoZiny. Potom existuji disjunkini oteviené mnoZiny
G; C X tak, Ze K; C G;.
Mizeme vzit,
G; = {z : dist(z, K;) < 6},
kde 4 je tak malé, ze
dist(K1, Ky) > 24.

(e) Predpokladejme navic, e X je o-kompaktni. Necht U C X je oteviend. Potom existuje posloupnost
K; kompaktnich podmnozin U tak, Ze
U=JK;
J

Vime, Ze existuje posloupnost X; kompaktnich podmnozin X tak, Ze
xX=[Jx;.
J

Hledana posloupnost je
K;=X;n{z: py(z) >277}.
(f) Opét predpokladejme, Ze X je o-kompaktni. Necht U C X je oteviend. Potom existuje posloupnost
fi funkci 2 C.(X) tak, Ze 0 < f; <1,sptf; CU a
fi 7 Xg-

Podle (e) existuje posloupnost K; kompaktnich podmnozin U tak, ze
U - U Kj
J

a podle (c) existuji funkce g; € C.(X) tak, 7ze 0 < g; < 1, g; = 1 na K; a sptg; C G. Pozadované
vlastnosti maji f; = max{gi,...,g;}.

18.3. Vlastnosti Radonovych integrala. Necht X je lokdlné kompaktni metricky prostor a A je
Radontiv integral A na X.
(a) Ztejmé A je monotonni, tj. plati pro néj
[9€C(X), f<g = Af<Ag.
(b) A je spojity ve smyslu definice 18.1.

Vskutku, je-li K C X kompaktni, pak najdeme podle 18.2(c) funkei f € C.(X) tak, ze 0 < f <1 a
f=1na K. Necht g € Cx(X) aa=|g|loo; ck = Af. Potom £¢g < af a diky monotonii A méme

|[Agl < a Af = cxllglloo-
(c) Jestlize K C X je kompaktni, {f;} je posloupnost funkci z Cx(X) a f; — f stejnomérné, potom
Af; — Af.

Tvrzeni je ziejmym disledkem spojitosti.
(d) Daniellova vlastnost. Jestlize {f;} je posloupnost funkci z C.(X) a f; \, 0, potom Af; — 0.
Tvrzeni plyne z (c), nebot plati Diniho véta, podle niz za této situace f; — 0 stejnomérné.

18.4. Vnéjsi mira pfifrazend Radonovu integralu. Necht X je lokalné kompaktni o-kompaktni met-
ricky prostor a A je Radoniv integral na X. Zavedeme mnozinovou funkci 7 = 74 na systému G vsech
otevienych podmnozin X predpisem

(18.1) 7(G) = sup{Af : f € Co(X), 0< £ <1, spt f C GY.

Déle v duchu zdkladni konstrukce 8.6 vytvoime vnéj$i miru 7* = 73 a miru (G’,

dokazat celou radu tvrzeni.

7!4). Nyni je tfeba
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(a) Jestlize f € C.(X), plati

(18.2) 0<f<x, = Af <7(G).
Diikaz (18.2) dostaneme nésledovné: Necht
fi=-1/5)"
Potom

spt f; Cspt fNG
a f; = f stejnomérné. Tudiz podle 18.3(c)
Af =Tim Af; <+(G).
(b) Necht G1, Go jsou oteviené mnoziny a G = G, U Gy. Potom
(18.3) 7(G) < 7(G1) + 7(G2)
Necht f € C.(X),0< f < 1asptf C G. Definujme
gi(z) = dist(z, X \ G;),
f._{ Lo € GiUG,

g1+g2”’
0 jinak.

Potom f; € Co(X), 0 < f; < Xg, a f = fi + fo. Tedy s pomocf (a)
A(f) = A(f1) + A(f2) < 7(G1) + 7(Ga).
Piechodem k supremu pres f dostaneme
7(Q) < 7(G1) + 7(G2).

(c) Je-li {G;} posloupnost oteviengch mnoZin, potom

(18.4) T(U Gj) <3 7(@)).
j=1 j=1
Necht f € C.(X),0< f<1a
spt f € |J G,
j=1

potom k pokryti kompaktni mnoziny spt f staci kone¢né mnoho z mnozin G;. Tedy podobné jako v (b)
oo
A1) < 3 7(G)
Jj=1

a prechodem k supremu pies f dostaneme (18.4).
(d) Pro kazdouw mnozinu E C X je

(E) = inf{T(G) . G oteviend, G O E}

To je zfejmym dutsledkem (c).

(e) Jestlize K C X je kompaktni, f € Cx(X) a 0 < f <1, potom Af < 7*(K).

Staci si uvédomit, ze pro kazdou otevienou mnoZinu G D K je Af < 7(G).

(f) Pro kaZdou otevienou mnoZinu G plati
(18.5) 7(G) = sup{7*(K) : K kompaktni, K C G}.

Jestlize f € C.(X),0< f <1asptf CG, potom podle (e)

Af < 7 (spt f) < sup{r*(K): K kompaktni, K C G}.

Nyni sta¢i prejit k supremu pres f.

(g) Jsou-li G; C X, i =1,2, disjunktni oteviené mnoZiny, potom

T(Gl) + T(GQ) < T(G1 @] Gg)
To je zfejmé z definice.
(h) Je-li U C X oteviend a jsou-li K; C U, i = 1,2, disjunktni kompaktni mnoZiny, potom
T(Ky) + 77(K2) < 7(U).
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K tomuto ucelu staéi najit podle 18.2(d) disjunktni oteviené mnoziny G; tak, 7e G; O K; a uvédomit
si s pouzitim (g), ze
T*(Kl) +T*(K2) < T(G1 ﬂU) +T(G2 ﬂU) < T(U)
(i) Jsou-li G C U C X oteviené, K C U \ G kompakini, potom
™(K)+7(G) < 7(U).
Pro kazdou kompaktni mnozinu K’ C G mame totiz podle (h)
T(K) + m(K') < 7(U)
a prejdeme-li k supremu pies K', dostaneme podle (18.5) pozadované.
(j) Jsou-li U, G C X oteviené, potom

(18.6) T™(G\U)+7(GNU) < 7(Q).
Vskutku: necht K C GNU je kompaktni. Potom podle pfedchoziho kroku mame
TK)+ 1 (G\U) <7t (K)+7(G\ K) <7(G).

Pfechodem k supremu pies K podle (18.5) dostaneme poZadované.
(k) Necht U C X je oteviend mnoZina a T C X je libovolnd. Potom

(18.7) T(T\U)+7(TnU) <m(T).
Necht G D T je otevienda. Z (18.6) dostaneme, Ze
T(T\U)+7(TNU) <" (G\U)+1(GNnU) < 7(Q)

a prechodem k infimu pfes G dostaneme (18.7).

(1) Necht G C X je oteviend, g € C.(X je nezipornd, g > 1 na G. Potom 7(G) < Ag.

Necht f € C.(X), 0 < f <1 asptf C G. Potom z monotonie A plyne Af < Ag. Prechodem k
supremu pies f dostavame 7(G) < Ag.

(m) Je-li K C X kompakini, pak 7*(K) < oo.

Podle 18.2(a) existuje G D K otevien4 tak, ze G je kompaktni, Vyuzijeme 18.2(c) k sestrojeni g €
C.(X) s vlastnostmi 0 < g <1 a g =1 na G. Podle (1) je

T (K) < 7(G) < Ag.

18.5. Radonovy miry. Necht X je o-kompaktni lokdlné kompaktni prostor. Necht S je o-algebra
podmnozin X. Mira p na (X,S) se nazyva Radonova mira, jestlize

(Ra-1) B(X) C S,

(Ra-2) p(E) = inf{u(G@) : G oteviend, G D E} pro kazdou E € S,

(Ra-3) u(K) < oo pro kazdou kompaktni K C X.
Obecnd znaménkovd mira v : Z — R na S se nazyva Radonova obecnd znaménkovd mira, jestlize v+
a v~ jsou Radonovy miry a Z = {E € S : |[v(E)| < oo}. V dalsim nds budou predev§im zajimat
uplné Radonovy miry, coz neni nic jiného, nez Radonovy miry, které jsou tplné. Kazdou Radonovu miru
lze pfevést na uplnou Radonovu miru zGplnénim (viz. 1.12). Znaménkovou Radonovu miru nazyvame
uplnou, je-li jeji variace tplna.

18.6. Piiklady. Lebesgueova mira na 9(R™) je tiplnd Radonova mira. Diracova mira na 2% je tiplna
Radonova mira.

18.7. Rieszova véta o reprezentaci. Necht X je lokdlné kompakini o-kompaktni metricky prostor.
(a) Necht A je mezdporny linedrni funkciondl na C.(X). Potom existuje prive jedna uplnd Radonova
mira u na X tak, Ze

(18.8) A = [ sau

pro vsechna f € C.(X).
(b) Necht A je spojity linedrni funkciondl na C.(X). Potom existuje prdvé jedna iplnd Radonova
obecnd znaménkovd mira v na X tak, Ze

A= [ s
(viz. 15.8) pro vsechna f € C.(X).

57



Diikaz. (a) Existence. Polozme p = 7/, kde 74, 7 jsou definovany jako ve 18.4. Potom p je Gplna
mira. Podle 18.4(k) je kazda oteviend mnozina U C X 7*-méfitelna. Jelikoz borelovskd o-algebra je
generovand otevienymi mnoZinami, je kazda borelovskd mnozina v 9(7*), coZ je (Ra-1). Vlastnost (Ra-
2) je disledkem (18.1). Necht K C X je kompaktni. Potom K je borelovska, tudiz 7*-méfitelnd, a podle
18.4(m) je u(K) = 7*(K) < co. Tim méme (Ra-3) a vime, %e u je Radonova mira. Necht f € C.(X) je
nezdpornd, a k, j jsou celd ¢isla. Oznac¢me

fi=min{f,j27%}, g, =2"(f; - fi-0).

(Z estetickych divodi nevyznacujeme zavislost téchto funkei na k.) Potom pro j > 1je 0 < g; <1,

{f>i27"c{g; 21}, {g;>00c{f>(G-12"
a podle 18.4(a) a 18.4(1)

(18.9) pu({f >4527") <Ag; <u({f>@G-12"*}
neboli
n({f > 5277 < 28(Af; — Afj0) <p({f > (G- 1)27*}).

Vynésobime-li 2% a se¢teme-li pies j = 1,2, ..., dostaneme

2N u({f > g2y <Af<27F) > (- D27FY

Jj=1 Jj=1

Odecteme levou stranu a ziskdme

0<27Fy u({f>527")) — Af <27*u({f > 0}).

j=1

Jelikoz f mé kompaktni nosi¢, podle 18.4(m) je u({f > 0}) < oo a dostavame

(18.10) Af = lim 27K " u({f > 27k
— 00 j*l

Jelikoz kromé (18.9) také plati

u({f > j274)) < /X gidp < u({f > (G - )24,

stejnym zptsobem jako jsme upravovali (18.9) odvodime
18.11 dp = lim 27F j27F).
(18.11) /Xf p= Jim ;u({fw b

Z (18.10) a (18.11) dostavame (18.8). Pokud f € C.(X) neni nezdpornd, mizeme ji rozlozit na kladnou
a zapornou cast.

Dtikaz jednozna¢nosti. Necht (X, S;, i), ¢ = 1,2 jsou Uplné Radonovy miry spliujici (18.8). Necht
G C X je oteviend. Potom podle 18.2(f) existuje posloupnost {f;} funkci z C.(X) tak, ze 0 < f; <1,
spt f; C G a f; /* X Podle Leviho véty 3.8

'lim Af7 = ‘lim / f]‘ dl/fz' = ,UZ(G)
j—oo j—oo ) x

tedy u; se shoduji na otevienych mnozinach. Je-li mnoZina N C X p;-nulova, podle (Ra-2) existuje
posloupnost {U;} otevienych mnozin tak, ze N C U; a u1(U;) — 0. Pak V := ﬂj U; je borelovska
mnozina, tudiz V € S a pz(V) = 0. Tim padem z aplnosti také N € S a py(N) = 0. Zjistili jsme, 7e
1 a pz maji stejné nulové mnoziny. Necht nyni{ F je pj-méfitelnd, ui(E) < oo. Potom zase existuje
posloupnost {G;} otevienych mnozin tak, ze E C G; a u1(G;) = wi(E). Bud D := [ G;. Potom
E =D\ (D\E), kde D je borelovskd a D\ E je pu; nulova, tudiz také pus-nulova. Tedy E je uo-méfitelna.
Je-li E obecna pi-méfitelnd mnozina, pak si vzpomeneme, ze X = |J X;, kde X; jsou kompaktni, tedy
X, N E jsou pi-méfitelné, i (X; N E) < p1(X;) < oo. Tedy podle predchoziho jsou X; N E také po-
méfitelné, tedy nakonec E je po-méfitelnd. Mame S; = Sy a vzorec (18.1) dava rovnost py = po.

(b) Dtikaz existence. Je-li f € C.(X) nezapornd, polozme

[A|(f) :=sup{Ag : g € C.(X), |g] < f}.
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Jinak bud
|AI(f) = [AI(fF) — JAICF).

Chceme ukézat, %e |A| je Radonuv integral. Necht fi, fo € C.(X) jsou nezdporné a f = fi + fo. Necht
g € Cc(X), [g] > f. PoloZzme

fig
9= {of ;ia{lj 7o
Potom g; € C.(X), i =1,2, a |gi| < f;. Mame
Alg) = Algr) + Alg2) < JAI(f1) + [Al(f2)
a prechod k supremu pres g dava
[AICF) < 1AI(f) + [AI(f2)-

Tim mame additivitu na nezdpornych funkcich, dokonceni dikazu linearity ponechame na ¢tenafi. Mame

[Al+A A4
2 2

A=AT —A~, kde At =

jsou nezdporné linedrni funkcionély. Podle ¢4sti (a) najdeme miry v* reprezentujici A*, v~ reprezentujici
A~ a definujeme

Snadno se ovéF, ze ¥ mé zaddané vlastnosti.
Dukaz jednozna¢nosti. Mé&jme miry vy a vo vyhovujici poZzadavkim. Potom pro kazdou f € C.(X)
mame

[ rawr+u) = [ fawp v,

b'e b'e

takze podle vysledku o jednoznac¢nosti pro nezaporné miry dostavame
U]+—|—1/; :Uf+u3’.

Tim je diikaz hotov. O

19. VETY O APROXIMACI
Necht X je o-kompaktni lokalné kompaktni prostor a u je Radonova mira na (X,S).

19.1. Véta o hustoté spojitych funkeci v LP. Necht1 < p < oo. Potom C.(X) je hustd v LP(X).

Diikaz. Necht nejprve G C X je oteviend mnozina kone¢né miry. Podle 18.2(f) existuje posloupnost {f;}
funkei z C.(X) tak, ze 0 < f; < 1,spt f; C G a f; /7 X,. Podle Lebesgueovy véty 5.2 je

||fj — Xg

Je-li E € S konecné miry, podle (Ra-2) existuje posloupnost {G;} otevienych mnozin kone¢né miry tak,
7eG; D F a

» — 0.

(@) = u(E).
Potom zase

X, = Xgllp = 0.
Ukézali jsme, Ze v LP-uzévéru C.(X) leZi charakteristické funkce métitelnych mnozin koneéné miry. Odtud

snadno prejdeme k jednoduchym funkcim a véta 7.7 ukazuje, ze LP-uzavér C.(X) je celé LP(X). O

19.2. Poznamka. Véta 19.1 neplati pro p = oo, jako protipiiklady mohou slouZit charakteristické funkce
omezenych interval na R.

19.3. Luzinova véta. Necht f je u-mévitelnd funkce na X a e > 0. Potom existuje spojitd funkce g na
X tak, Ze

p({f #g}) <e.
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Diikaz. Nejprve predpokladejme, 7e¢ X m4 koneénou miru a f je omezend. Potom f € L'(X) a tudi
podle véty 19.1 existuje posloupnost {f;} funkci z C.(X) tak, ze

Ilf; = fllh = 0.
Mtzeme predpokladat, ze
1fj = fllh <476
PoloZzme
9; = fi+x1 = fi
9, maf{lg <277},

9,=927 maf{g;>27},
—277 na{g; <277},

[ee]
g=h+ Zgj'
j=1

Potom g je soudet stejnomérné konvergentni fady a tudiz spojita funkce. Podle CebySevovy nerovnosti
14.1 je

n({g; # 9i3) = n({lg;l > 277}) < Vellgjlh <277e,
tedy
n({f # 9}) <e.
Piipad, Ze f je neomezend, pfevedeme na predchozi. Necht

Ek:{‘f|>k}/ k€ N.

Potom
lim (E) = u(LkJ E) =0,

a tudiz najdeme k tak, ze u(Ejy) < e/2. Nyni sta¢i aproximovat funkci fXx,, . Piipad, kdy prostor X ma
nekonecénou miru, se prevede na predchozi pomoci tzv. rozkladu jednotky. Podrobnosti zde nebudeme
uvadet. O

Nyni se pfeneseme do eukleidovského prostoru. Je-li  C R™ méfitelnd mnozina, symbolem LP((2)
budeme znagdit prostor v8ech LP-funkci vzhledem k mite

E — ME) EeMR"), EC Q.

19.4. Nosié¢ funkce. Zhlazovaci jadro. Konvoluce. Je-li f spojitd funkce na oteviené podmnoziné
R"™, ozna¢me

spt f = {f # 0.

Mnozina spt f se nazyva nosi¢ funkce f.

UvaZujme funkci
1
exp(—z), t>0,
o(t) = )
0, t <0,

o ni7z je znamo, 7e je nekonecné diferencovatelna. Polozme

o(z) =k o(1 — [a]?),
kde x > 0 je voleno tak, aby platilo
(19.1) ¢(x)dr = 1.
JR™
Potom ¢ lze napsat jako slozeni dvou nekonec¢né diferencovatelnych funkci a tudiz je nekoneéné diferen-

covatelna. Jejim nosicem je jednotkova koule B(0,1). Funkce ¢ se nazyva zhlazovaci jddro, protoZe se
pouzivd k aproximaci funkei hladkymi funkcemi. Pro § > 0 znacime

¢s(1) = 6" "o(5).
Je-li Q oteviend mnozina a p > 0, budeme znacit

Q, ={z: B(z.p) C Q}.



Necht 0 < 0 < p a f je lokdlné integrovatelnd funkce na . Pak znazime ¢5 * f konvoluci funkci ¢5 a f
definovanou predpisem

(19.2) g5 % f(z) = / Fla— € ga(€) de.

JB(0,6)

19.5. Véta o aproximaci v spojitych a spojité diferencovatelnych funkcich. Necht Q@ C R" je
oteviend mnoZina a p > 0. Necht K C §, je kompaktni mnoZina. Necht u je spojitd funkce na () a
0 < d < p. Potom ¢5 * u je nekonecné diferencovatelnd funkce na Q, a plati

(a) ¢s*xu = u na K,
(b) pokud u je spojité diferencovatelnd, pak také V(ds * u) = Vu na K.

(= je znak pro stejnomérnou konvergenci, rozumi se konvergence pro 6 — 0+).

Diikaz. Dikaz je zaloZen na obecné metodé zhlazovani konvoluci, srov. [LM], [DIPP]. Dodefinujme u

nulou vné Q, potom konvoluce ¢5 * u ddvé smysl pro z € R™ a obor integrace v (19.2) mizeme také
roz§itit na R™.

Oznacme
U5 = Qg * U.
Substituce & = dy dava
(19.3) us() = [ ule~ 3y) o(u) dy.

Substituci £ = x — z dostaneme

(19.4) us(z) = / ) w(z)ps(x —2)dz=5"" / u(2) o 3 )dz.

n

Derivovanim podle parametru podle véty 6.4 (konstantni majoranta stac¢i) dostaneme z (19.3)
(19.5) Djus(z) = Diu(z — dy) ¢(y) dy.

JR™
kde D; je operator derivovani podle i-té proménné. Analogicky z (19.4)

r—Zz

(19.6) Djugs(x) :/"u(z) D;o( 3 ) dz.

Pokrac¢ujeme-li rekurentné v derivovéni (19.4), (19.6), ... , dostaneme, 7e funkce us je nekonecné difer-
encovatelnd. Necht

K' ={z € Q:dist(z,K) < p}.

Potom K' je kompaktni podmnozina Q. K danému £ > 0 najdeme ze stejnomérné spojitosti na K' takové
6 €(0,p), 7e

z,' €K', |2 —z| <8, i€{1,....,n} = |u(z') —u(x)| <e, prip. |Diu(z') — Dju(z)| <e.

Potom pro z € K ay € R™ je bud |y| > 1, ale pak ¢(y) = 0, anebo |y| < 1, ale pak ' :=z —dy € K' a
|z’ — x| < §. Potom

|u(z = by) — u(z)| 6(y) < ed(y)
a tudiz podle (19.5) a (19.1)

usta) = u(@) = | [ uta =)oty dy —ute) [ o) dy
— [ Juta 5 - u@) sy <e | sy =
JRn JRn
Podobné bychom dostali |D;us(z) — D;u(x)| < e v pripadé spojitosti D;u. O

19.6. Véta o aproximaci v LP. Necht 0 C R" je oteviend mnoZina a 1 < p < oo. Potom mnoZina
vsech nekoneéné diferencovatelnych funkci z C.(Q) je hustd v LP().
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Diikaz. Necht v € LP(Q) a € > 0 Podle véty 19.1 existuje f € C.(Q) tak, ze ||f — ul|, < €. Bud K nosi¢
funkce f. Najdeme p > 0 tak, ze K' C Q,, kde

K'={z e R": dist(z,K) < p}.
Podle véty 19.5 existuje d € (0, p) tak, Ze
95 * f(x) = f(z)| <e VzeK'

¢ f(r) =0=f(z) Vazg¢K'

1/p
65 £ = sl < ([ rds) " ==k,
KI
Tedy z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
5 % f = ully <llds 1 = flly + 117 = ully < (1+ (A(E)?) e
O

19.7. Poznamka. Véta 19.6 neplati pro p = oo, jako protipiiklady mohou slouzit charakteristické funkce
omezenych interval na R.

Kapitolu uzavieme dvéma vétami, které jsme (stejné jako vétu 19.5) potiebovali p¥i diikazu Stokesovy
véty.

19.8. Véta o rozkladu jednotky. NechtU je systém oteviengch podmnoZin R™ pokryvajici kompaktni

mnoZinu K C R". Potom ezistuji nekonecné diferencovatelné funkce w, : R™ = [0,1], ¢ = 1,...,m, tak,
Ze
(19.7) qu =1na K

q

a kaZdd w, md nosic¢ obsaZeny v nékteré z mnozin U € U.

Diikaz. Ke kazdému bodu z € K najdéme kouli B, se stiedem v z tak, ze B, C U pro nékterou U € U.
7 kouli B, vybereme kone¢né podpokryti

B(;U],T']), .. .B(wmﬂ“m)
kompaktu K. Polozme
m
G = U B(zg,rq).
g=1
Potom G je oteviend mnozina. Ke kazdému bodu hranice z € G pfifadime kouli B!, se stfedem v z tak,
7e E; C U\ K pro nékterou U € Y. Z kouli B!, vybereme kone¢né podpokryti

B(.’L‘m+1,’l"m+1), v B(mparp)

kompaktu OG. Necht ¢ je zhlazovaci jadro z 19.4. PoloZme
T—x
bu(@) = ¢ (F1).

T'q

o(2) =3 6y(a)

aprog=1,....,m
990 - Ydyi o(z) > 0,
wy(z) = 7
0, kdyZ o(z) =0
Oznac¢me
p
G = U B(z,,ry)
g=1



Potom w, je nekonecné diferencovatelnd na G’, protoze 0 > 0 na G', a také na R™\ G, nebof tam
je identicky nulové. JelikoZ sjednocenim téchto dvou otevienych mnozin je celé R", je w, nekone¢né
diferencovatelnd na R™. Pro x € K dostaneme

= . Z;nzl Gq(x) .
;w(J(m) - Z:] bq(z) =1

nebot vSechny funkce ¢p,41,... ¢, jsou na K nulové. O

)

19.9. Dusledek o oddélovani mnoZin. Necht U C R" je oteviend mnozina a K C U je kompakini.
Potom existuje nekoneéné diferencovatelnd funkce w : R™ — [0,1] tak, Ze sptw CU aw =1 na K.

Diikaz. Staci pouzit vétu 19.8 na G = {U}. O

20. MERITELNA ZOBRAZEN{ A OBRAZ MIRY

20.1. Mé&fitelné zobrazeni. Necht (X,S), (Y, 7) jsou méfitelné prostory. Rekneme, 7e f je mé¥itelné
zobrazeni (X,8) do (Y, T), jestlize pro kazdou E € T je f~'(E) € S.

Uvédomme si, ze méfiteln4 funkce je méfitelné zobrazeni do (R, B(R)). Bylo by zévaznou chybou se
domnivat, 7e kone¢nd méfitelnd funkce je méritelné zobrazeni do (R, 90).

20.2. Sklddani méfitelnych zobrazeni. Necht (X,S), (Y, T), (Z,U) jsou méfitelné prostory, f je
méfitelné zobrazeni (X,S) do (Y, T) a g je méfitelné zobrazeni (Y, T) do (Z,U). Potom go f je méritelné
zobrazeni (X,S) do (Z,U).

Diikaz. Duikaz je ziejmy. O

20.3. Obraz miry. Necht (X,S), (Y, 7) jsou méfitelné prostory, u je mira na (X,S) a f je méfitelné

3

zobrazeni (X, S) do (Y, T). Potom mnozinova funkce
fw): B u(f~(E), Ee€T

se nazyva obraz miry u.
Obraz miry je zfejmé mira.

20.4. Pfiklad. Necht G C R" je oteviend mnozina a f : G — R” je difeomorfismus. Necht u je

borelovska mira na G s hustotou |Jf| (Jf je jakobidn funkce f). Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu
M C f(G) je

f(p)(M) = A(M).

20.5. Véta o obrazu miry. Necht (X,S,pu), (Y, T,v) jsou prostory s mirou, f je méritelné zobrazeni
(X,8) do (Y, T) av = f(u). Potom pro kaZdou T -méFitelnou funkci u na'V je

[ ut) v = [ (@) dutx)
JY JX

pokud aspon jedna strana ma smysl.

Diikaz. Diikaz je rutinni zalezitost (pfes charakteristické funkce, jednoduché funkee, ...). O

21. LEBESGUE-STIELTJESOVY MIRY A DISTRIBUCN{ FUNKCE

21.1. Neklesajici funkce. Necht F' : R — R je neklesajici funkce. Potom F' méa v kazdém bodé z € R
jednostranné limity

F(z+) := lim F(y), F(z—):= lim F(y)

y—z+ y—=r—

a v nevlastnich bodech jednostranné limity

F(—oc+) 1= y_}lin;m_ F(y), F(+oc—):= lim F(y)

y—oo—
MnoZinu bodt nespojitosti (“skoki”) funkce F' znacime Sg. Je
Sp={z€eR: F(z—) < F(z+)}.
MnoZina S je (nejvys) spocetnd.
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21.2. Lebesgue-Stieltjesova mira. Radonovy miry na R se nazyvaji Lebesgue-Stieltjesovy miry.
Rekneme, 7e Lebesgue-Stieltjesova mira p je indukovand neklesajici funkci F, (znac¢ime p = pr),
jestlize

(21.1) ~o<a<b<oo = F(b+)— F(a+) = p((a,b]).
Pokud F' je zprava spojitd, miazeme v (21.1) nahradit jednostranné limity funkénimi hodnotami.

21.3. Z funkce udélame miru. Necht F' : R — R je neklesajici funkce. Potom ezistuje pravé jedna
Lebesgue-Stieltjesova mira p na R tak, Ze plati (21.1). Pritom

u(R) = F(+o00—) — F(—o00o+).
Dikaz. Necht Z, je systém vSech koneénych po dvou disjunktnich sjednoceni intervald typu (a,b] v R.
Potom 7, je okruh a “snadno” nahlédneme, 7e existuje prévé jedna pramira = na 7, tak, ze
—co<a<b<oo = n((a,b]) = F(b+) — F(a+).

(Intuitivné je to opravdu ziejmé. Formalni ditkaz vyzaduje nudné ovéteni, 7e pokud lze mnoZinu napsat
dvéma zpiusoby jako disjunktni sjednoceni polouzavienych intervall, pak soucty “pfirtstka” funkce F
jsou stejné.) Podle Hopfovy véty 8.13 existuje pravé jedna borelovskd mira u, kterd rozsituje . Tato (a
jediné tato) mira mé pozadované vlastnosti. O

21.4. K mife najdeme funkci. Necht u je Lebesgue-Stieltjesova mira na R. Potom existuje zprava
spojitd neklesajici funkce F' tak, Ze plati

(21.2) —co<a<b<oo = pu(a,b]) =F(b) - F(a).
Jsou-li Fy, Fy zprava spojité neklesajici funkce spliiujici (21.2), potom Fy a Fy se li§i o konstantu.

Dikaz. Zvolime F'(0) a dalsi funkéni hodnoty dopocitdme z (21.2), kde volime (a,b] = (0, z] pro z > 0,
(a,b] = (z,0] pro z < 0. O
21.5. Neklesajici funkce absolutné spojité, singularni spojité a funkce skoku. Podle véty 21.3
kazda omezend neklesajici funkce F indukuje Lebesgue-Stieltjesovu miru pr. Rekneme, 7e F je

e absolutné spojitd, je-li up << A,

o singuldrni, je-li prp—A,

o funkce skoki, je-li up diskrétni.
Omezenost funkce F' jsme predpokladali jen z terminologickych divodt. Kdyby F' byla neomezend, bylo
by v prvém pripadé presnéjsi pouzivat termin “lokalné absolutné spojita”.

21.6. Rozklad omezené neklesajici funkce. Méjme omezenou neklesajici funkei F': R — R a in-
dukovanou Lebesgue-Stieltjesovu miru u = pup. Potom p 1ze podle vét 17.3 a 17.9 rozdélit
B = fa + Hes + Ud,

kde pg << A, ftes—A, thg— A, Hes j€ spojitd a ug je diskrétni. Tomu odpovidaji funkce

Fo(x) = pa((—o00,]),
(21.3) Fes(z) = pres((—o0, 2]),

Fy(z) :== pa((—o0,z]) — F(z+) + F(x).
Funkce F, je absolutné spojita, F., je singularni spojita, Fj je funkce skokt a

F(z) = F(—o00+4) + F,(z) + Fes(x) + Fa(z).

21.7. Ndhodné veli¢ina. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, neboli prostor s pravdépodob-
nostni mirou. A-méfitelnad funkce X : 1 — R se bude nazyvat ndhodnd velicina.

21.8. Distribuéni funkce a rozdé&leni ndhodné veli¢iny. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni
prostor a X je ndhodna veli¢ina na ). Funkce

F(r) = P{X < z})

se nazyva distribucéni funkce ndhodné veli¢iny X a znaci Fx. Mira X (P) na (R, B(R)) (obraz miry, viz.
20.3) se nazyva rozdéleni ndhodné veli¢iny X a zna¢i ux; je to pravdépodobnostni Lebesgue-Stieltjesova
mira.
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21.9. Vyuziti rozdéleni ndhodné veliéiny. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je nd-
hodnd veli¢ina na Q a p = px. Potom pro kaZdou borelovskou mnozinu E C R je

P({X € B}) = u(B).
Necht ¢ : R — R je borelovskd funkce. Potom

[soxar= [ o) duta).

JQ J —o0

pokud ma aspon jedna strana smysl.

Diikaz. Plyne z véty 20.5. o

21.10. Vlastnosti distribuénich funkci. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnosini prostor, X je nahodnd
velidina na Q) a F = Fx. Potom

(DF-1) F je neklesajici,
(DF-2) F je zprava spojitd a
(DF-3) F(—oo+) =0, F(+00—)=1.

Diikaz. Duikaz je ziejmy. O

21.11. Charakterizace distribu¢nich funkci. Vétu 21.10 mtizeme obratit. Jestlize F : R — R
splniuje (DF-1) (DF-3), pak existuje pravdépodobnostni prostor (0, A, P) a ndhodnd veli¢ina X na
tak, Ze F je distribucni funkce X .

Diikaz. Uvazujme identickou funkci X : 2 — z na pravdépodobnostnim prostoru (R, B(R), ur). Podle
véty 21.3 mira up existuje, a ziejmé ma pozadované vlastnosti. O

21.12. Terminologicka poznamka. Na zakladé vét 21.10 a 21.11 mizeme termin “distribuéni funkce”
pouzivat pro funkci F': R — R spliujici (DF-1)—(DF-3), aniz bychom méli na mysli néjakou konkrétni
nahodnou veli¢inu, které by byla funkce F' prirazena.

21.13. K mire najdeme distribuéni funkci. Necht u je pravdépodobnostni Lebesgue-Stieltjesova mi-
ra na R. Potom existuje prdvé jedna distribucni funkce F' tak, Ze plati (21.2). (Srov. 21.4)

Diikaz. Hledana funkce je

O

21.14. Skoky a derivace distribu¢ni funkce. Necht F' je distribu¢ni funkce, u = pp, u, je absolutné
spojita cast up a

_ dpa

2

F(x) — F(e—) = p({x})

f:

Potom pro kazdy bod = € R je

(to je snadné), a
F' = f skoro v§ude

(to je t&zké, viz. [DIPP]).

21.15. Vyuziti distribuéni funkce ndhodné veli¢iny. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni pros-
tor, X je ndhodnd veli¢ina na Q a F = Fx.
(a) Necht F je absolutné spojitd. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu E C R je

P({X € E}) :/ F'(z) dz.

E
Necht ¢ : R — R je borelovskd funkce. Potom

/Q poXdP = /O:O () F'(x) dx,

pokud ma aspon jedna strana smysl.
(b) Necht F je funkce skoki a Sg je mnoZina skoki funkce F. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu
ECR je
PUXeEY= Y (F() - F(o-).
z€ESFNE
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Necht ¢ : R — R je borelovskd funkce. Potom

/Q poXdP= S x)(F(z) - F(z—)),

reESFNE

pokud mda aspon jedna strana smysl.

Diikaz. Dlikaz pomoci véty 21.9 je snadny, v piipadé (a) se v8ak zprostfedkované opird o Radon-
Nikodymovu vétu a netrividlni tvrzeni v 21.14. O

21.16. Priklady distribuénich funkci. KaZda spojité diferencovatelnd distribu¢ni funkce je ptikla-
dem absolutné spojité distribu¢ni funkce, t¥eba

1
F(z)y=1/2+ ;arctanx.

Funkce X(0,00) je typicka funkce skokii. Singuldrni spojité funkce se konstruuji hife, prikladem je tzv.
Cantorova funkce, viz. [Vyb].

22. GAMMA FUNKCE

22.1. Zavedeni Gamma a Beta funkce a rekurentni formule. Funkci Gamma definujeme na in-
tervalu (0, c0) pFedpisem

o0
(22.1) [(s) = / e " du.
Jo
(Oveéite samostatné konvergenci integrélu!) Integrovanim per partes zjistime pro s > 0
o0 o0
(22.2) I(s+1)= / x¥e tdx = / szt e P dx = sT(s).
0 0

Funkci Beta dvou proménnych p > 0, ¢ > 0 definujeme piedpisem

1
Blpa) = [ a7 (1) da.
0

(Ovéite samostatné konvergenci integralu!) Integrovanim per partes odvodime pro p,q > 0

1 1
(22.3) pBa+1) = [ per (- a)de = [ 271 - 2)1 " do = gB(o+ 10)
0 0
22.2. Derivovani funkce I'. Formalnim derivovanim za integra¢nim znamenim dostaneme rekurentné
(o]
) (s) = / 2* Ynz)* e " d.
Jo

Vzorec lze odiivodnit pouzitim véty o derivovani podle parametru pro s € (p,q), kde 0 < p < ¢ < o¢,
s majorantou

g(z) = (2P~ 427 e "
Funkce Gamma je tedy nekone¢né diferencovatelnd, tim spi§ spojita na (0, oc).

22.3. Prubéh funkce Gamma. Ziejmé I'(s) > 0 pro s > 0. Druh& derivace je ziejmé kladnd, tedy
Gamma je striktné konvexni na (0, co). Mame

oo Ood
. 1 T
lim z8 'e ®ds = — =00
Jo s—0+ Jo €T

a tudiz podle véty 6.3 je

o0
lim I'(s) = lim e " dr = +oc.
s—0+ s—0+ Jo
Podobné se ukaze
00 +o0
lim I'(s) = lim z* 'e *dx = 00 = 0.
S—0Q 0 s—o0+ 1
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22.4. Vztah funkci Gamma a Beta. Substituci z = r? ziskdme
o0

(22.4) T(s) = 2/ P2 Lo dr,

0
Substituce z = cos® a (tedy 1 — z = sin® a) dava

1 w/2
B(p,q) := / 2PN (1 —2)T  dr =2 / cos ! a sin®?! ada.
Jo Jo

Tedy pouzitim polarnich souradnic dostaneme

C(p)T'(q) =4 / g2yl o=y o gy
J{z>0,y>0}

« 9 2 9 . _
:4/ p2Pt20—1 7 006?71 o gin?? ! o da dr
{r>0,0<a<nr/2}

=T(p+q)B(p 9.

22.5. Vyjadreni funkce Gamma limitou. Oznaéme

fulw) =2+ (1 - f) Xiom (@) @ € (0,00).

n
Potom
lim f,(z) =2* ‘e ", z € (0,00).
n— o0
7 nerovnosti
a x
e n>1——2>0, O0<zx<n
n

dostaneme umocnénim na n-tou
0< ful@) <a*le?,
coZ je integrovatelnd funkce proménné z € (0, oc). Lebesgueova véta 5.2 dava
o o o0 n T n
I'(s) = / e dr = / lim f,(z)dz = lim fu(z)dz = lim 5! (1 - —) dzx.

Substituci x = ny dostaneme

1
['(s) = lim n*y* (1 —y)"dy = lim n® B(s,n + 1).
n—oQ

S pomoci (22.3) méme

) (n — 1
nsB(s,n-{—l):nsgB(s+1,n):ns%B(s+2,n1)
n! n® n! !
=...=nf B(s+mn,1) = ¥t dy
s(s+1)...(s+n—1) ( 1) s(s-{—l)...(s+n71)/0
B n® n!
Cos(s+1)...(s+n)
Tedy
5
(22.5) T(s) = lim nw

n—oo s(s+1)...(s+n)

22.6. Rozsifeni defini¢niho oboru funkce I'. Funkci I' miZeme definovat vzorcem (22.1) i pro kom-
plexni hodnoty proménné s, pokud Re(s) > 0. Beze zmén v ditkazu dostaneme formule (22.3) i (22.5).
Limita na pravé strané formule (22.5) vSak existuje pro “vét$inu” komplexnich ¢isel s bez ohledu na
zrnaménko Re(s). PFesnéji, existuje pro kazdé komplexni &islo s s vyjimkou nuly a zadpornych celych ¢isel.
Vskutku, dokdzeme indukci podle k nésledujici tvrzeni:

Pro kaZdé komplexni cislo s € {z:Rez >1—k}\ {0,—-1,-2,...} existuje

. n® n!
im :
n—oo (s +1)...(s+n)
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Pro k = 1 pouZijeme odvozeni pomoci integralniho poc¢tu jako v 22.5. Necht k > 1, tvrzeni plati pro
k —1 a s je komplexni éislo, jehoZ redlnd ¢ast je vétsi nez 1 — k. Potom Re(s + 1) > 2 — k a podle
indukéniho predpokladu existuje

. n*t1nl
lim

n—00 (s+1)...(s+1+n)'

Tedy existuje také

. n®n! . nst! n! . s+1l+n 1 nst!n!
lim = lim lim =— lim .
n—ooo s(s+1)...(s+n) nooo(s+1)...(s+14+n) nooc  sn s nooo (s+1)...(s+1+mn)

Zavér je nasledujici: definujeme-li funkci T' limitou (22.5), jeji definiéni obor je celd mnozina kom-
plexnich ¢isel s vyjimkou nuly a zadpornych celych ¢isel. Pouze pro kladnou redlnou c¢ast vsak dostavame
integralni reprezentaci (22.1).

22.7. Objem koule v R". Necht a,r" je objem n-rozmérné koule o poloméru r v R" a

2
I::/ e ? dx.
R
Konstantu a,, uré¢ime z vypoctu

" = (/Re’m2 dm)n = /R(/R( (/Re*'”?e*a”3 e T dazn) ) dxg)d:m
= /n i drydxy ... dx, = /" e’ dg
e 1
_ /R (/0 dt) d = /0 (/{m:KKe“} dz) dt
:/0](/{ T dm)dt:/ol)\n(B(O, In 1)) dt
. J{|z ng .
= '/01 ()4,1(111%)71/2 dt = a, ’/000 y”/Qefydy

n
Pouzili jsme Fubiniovu vétu a substituci

y=1In ]7 neboli t = e Y.

o'} 27
/ P17 %2 dpy dxy = / (/ re " da) dr
R 0 0
2

o
2
*© 2 2
/ re " dr =2m[te X =7
0

Jelikoz
]'2

2 r=

(z polarnich soufadnic), mame I = /7,

7rn/2
Qy =

- I'(1+n/2)
Gamma funkci v 1 + n/2 spocteme rekurentné. Z (22.4) plyne

r'(1/2) :2/005” dr = I = \/,

tedy podle (22.2)

L) =1r() =%,
[(3) =30(3) = 37,



22.8. Stirlingova formule. Dokézeme

. 1 S\ *

Mame
L=l — —z+slnz—slns)d
Jim ; \/Eexp(s z+slnz —slns) dx
<1
= lim —exp (—s(£ —1—1nZ)) da

§—>0Q 0 »\/E

o] 2 —1=1 2
= lim aexp <a z 3 n(a $)> dz.
a~>0+'0 a

(V poslednim adku jsme zaménili s = a~2). Substituce ¢t = @ dava

. e e —1—at
(22.6) L= a£%1+ - exp < (T - at)> dzx.
Jelikoz
. e —1—at ; _7‘2
rL—l)I}]1+( a? B ) )
je

o0 t2
L:/ e 2 dt =2,

pokud mtzeme zaménit limitu a integral. Zaménu provedeme podle Lebesgueovy véty. Nalezeni majo-
ranty neni tak tplné trividlni. Oznac¢me

£y t>0,
1) = 2 ’ = Y
1® {ettl, t<0

a pro pevné a € (0,1) bud
e —at —1

o) = 5 — —at— (1),
Prot >0 je
ot 1
gty =" —a—t+1,
a
g'(t) =e" —1>0.
Pro t < 0 mame
! eat_l t
g'(t) = —a—e€ +1,

g"(t) = e —et > 0.
Funkce g(t) je tedy spojitd, konvexni na intervalech (—o0,0) a (0,00) a limitnim pfechodem v derivaci
snadno zjistime
g (0+)=1—-a>0, g (0-)=—-a<0.
Odtud je ziejmé, 7e g(t) > 0 pro t # 0, tedy

e —qat—1
T—ath(t)-

Majoranta integrandu v (22.6) vzhledem k a € (0,1) je

2
e~ f(t) — e TH, >0,
eH't’et, t <0,
coz je zfejmé integrovatelnd funkce. Tim je dikaz zavrsen.
22.9. Vypocet jistého uréitého integralu. Budeme pocitat

[e%¢] 21321)
I:[m71+m2q dCU
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kde p < q jsou prirozend c¢isla. Vytvorme indexové mnoziny
At =1{1,3,...,2¢ — 1}, A" ={-1,-3,...,—-2¢+ 1},
A=ATUuAd" .
Potom v komplexnim oboru mame rozklad
22041 = H(z—zk),
keA
kde

Oznacme

Pi(z)= ][] (=)

jeA\{k}

Potom zderivovanim rovnosti

2294 1= (2 — 2z;) Pp(2)
dostaneme

2q 2% = P(2) + (2 — 21) PL(2)

Dosazenim z = z; odvodime
(22.7) 2 277" = Py(z).
Uvazujme rozklad racionélni funkce na ¢astec¢né zlomky

2P

a;
2q o Z _ .0
2214+ 1 z—z
jEA J

kde a; jsou komplexni ¢isla, kterd zatim nezndme. Obé strany vyndsobime vyrazem z — z; a dostaneme

2P Z aj(z — zx)
Py (2) 7
Limitni prechod pro z — z;, dava
2p
2z, "
= ak
Pk (Zk)
a dosazenim z (22.7) méme
_ 1 2p—2¢+1 _ 1 2p+1
ap = 2% Zp, =3 Zp, s
nebot zj fesi rovnici z,%q = —1. Nyni se budeme zabyvat integralem
R
a a_
Ik(R):q/ (-2t " )ar, ket
J_p\T — 2k r—Z_
Oznacme
B=02p+1)a, takie qap = —% e'Fo
Mame

aj a_p 1 ikl e~ kB
(e ) - s )
T—2zZr T—ZzZ_g 2\x —ef® g — ek

cos(kB — ka) — zcos kg
22 —2xcoska+1

Substituce z = y + cos a dava

Iu(R) = /R cos(kfB — ka) —wcosk,@d /RCOS’M‘ sin k3 sinka—ycoskﬁd
M= ) T 22 — 2z coska + 1 ) Rocoska y2 + sin® ka Y

/RCOS’M‘ sin k3 sin ka p /RCOS’M‘ ycoskf
= . 9 - 22
J_R—coska Y* +sin” ka J-R—coska Y* +sin” ka

(22.8)
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V druhém integralu pravé strany rovnosti (22.8) vyuzijeme lichost integrandu. Pokud coska > 0,
dostaneme

/R cos ka yCOSkﬁ ‘ / R+cos ko yCOSkﬁ d +/R cos ko yCOSkﬁ
Y
R— (‘mkmy +€1n ka R—cos ka U +€1n ka R+(‘mkm1/ +€1n ka
/ R+cos ka yCOSk/B ‘ / R+1 R"— 1 d
Y
R—cos ka 1/ +Sln ka R—1 2
_ 2R+2 50
C(B-1?2 T
Ke stejnému zavéru dojdeme analogicky i v ptripadé cos ka < 0. Tedy
R—coska _: : 00 _: .
sin k3 sin ka sin k3 sin ka
lim I (R) = lim ﬁi‘Zdy:/ ﬂi.Qdy:nsinkﬁ,
R—00 R—oo | _p_coska Y2 +sin® ka oo Y2 +sin” ka
nebot integral pres R konverguje. JelikoZ integral I konverguje, mame
R :L_Qp
ql=q Blgnoo L ETd dw = lim_ S L(R)= > Jim Iy (R) = > sinkp
: keAt keAt k€At
Pocitejme
iB(1 _ e2iaB i
q__ ks _ (2j+1)8 ef(1 —eH?) 2e _ 2
—=1m de Im Z Im— 5~ =Im g =Im —5—
ke A+
22 i 1
m i i

—— =Im—— = )
el — 18 sin8 sinf
Zde jsme vyuzili, ze 2¢0 je lichy nasobek 7, takze %98 = —1. Tedy

™

2p+1 )

= —— %
qqm( 5

22.10. Vypocet dalsich urcitych integrali. Nyni budeme pocitat

oo gs—1
J(s) = / i dt, s € (0,1).
0

141

Nejprve uvazujme

_2p+1
= o
kde p, g jsou jako v 22.9. Substituce t = 229 vede na

o] ,I.2p o] ,1,.21)
J(s) =2 — dx = ——d
(s) q'/(] 14 224 x q,[m1+w20 x

Podle ptedchoziho vypoctu 22.9 je
™

(22.9) J(s) =

sin7s’

Vzorec (22.9) plati pro s z husté podmnoziny intervalu (0, 1). Ze spojitosti obou stran (ovéite samostatné
predpoklady véty o spojitosti integrélu zavislého na parametru) dostdvame (22.9) pro vsechna s € (0, 1).
Nyni budeme poéitat hodnotu Beta funkce B(1—s,s), s € (0,1). Mame

1 1 — s—1
B(l-s,s) = / (1 —x)de = / (1 T) d_T
Jo Jo T T

Substituce t = (1 — z)/z dava

o0 g5l ™
B(l-s,s) = dt = — , s € (0,1).
o 141 sinms
Konecné aplikaci na Gamma funkci dostavame
T(s)T(1—s) = ——,  se(0,1).
sinms
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Greenova véta, 13.14

Hahntv rozklad znaménkové miry, 17.6
Hausdorffova mira, 1.10, 12.19

Hopfova véta, 8.13

horni soucet, 8.2

Holderova nerovnost, trtholdner
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lebesgueovsky integrovatelna funkce, 3.3, 4
lebesgueovsky méfitelnd mnozina, 1.16
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méfitelné zobrazeni, 20, 20.1
méfitelny obdélnik, 10.1
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obraz miry, 20, 20.3
oddélovani mnozin, 19.9
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spojity funkcional, 16.1, 18.1
Stirlingova formule, 22.8
Stokesova véta, 13.8, 13.14



test méritelnosti, 8.7
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vnéjsi mira, 8.1, 18.4

vnéjsi Lebesgueova mira, 9.5

Youngova nerovnost, 7.2

zakladni konstrukce, 8.6
zdména limity a integrélu, 5
zaporna ¢ast funkce, 2.1
zépornd ¢ast miry, 15.7
zaporna parametrizace, 13.3
zhlazovaci jddro, 19.4
znaménkova mira, 15, 15.2
zuplnéni miry, 1.12

zuzeni mnozinové funkce, 1.2
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