29. DIFERENCIALNI FORMY.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad R dimenze n. Vné&j§i soucin se
fidi nésledujicimi pravidly (u, v, w € V, a € R):

(0)

(av) Nv=uA (av) = a(u A v)
(i) distributivni zékon:
uN(V+w)=uAv+uAw

(u+v)ANw=uAw+vAw

(ii) asociativni zdkon:
(uAV)ANw=uA (vAw)

(iii) antikomutativita:

uANv=—(vAu)

Pozorovani. Je u Au =0 pro Vu € V. Obecnéji plati:
ul/\u2/\---/\uk:0,

pravé kdyz vektory uq, ..., u; jsou linearné zavislé.

Definice. Pro k < n definujeme
Ak(V) = Lin{m A AN v € V} )

Prvky A*(V) se nazyvaji k-vektory. Zjevné A'(V) = V. Klademe A’(V) =
R.
Tzv. Grassmanova algebra nad V je

Lin( | JA*(V)).
k=0

Poznamky.

e Nemd smysl definovat A¥(V) pro & > n = dim(V'), nebot dle piedchoziho
pozorovani jsou vsechny k-vektory pro k > n nulové.

o AK(V) je vektorovy prostor — prvky lze scitat, odéftat, nasobit skaldrem

e A*(V) je algebra — vektorovy prostor, jehoz prvky lze navic nédsobit.



Jina definice. Necht e1, ..., e, je baze V. Mnozina multiindext stupné k,
k<nje

I(k,n)={a=(aq,...,ax); 1<y <y <---<ap<n}.
Pro a € I(k,n) znac¢ime
€a = Cay Neay N Neg, .

Potom
{ea; a € I(k,n)}

je baze AF(V). Specidlné dim A*(V') rovnd se pocet prvku I(k,n), tj. (7).

Priklad. v = (1,0,2,3), v = (—1,0,0,1) € R% Nechf e; je kanonickd béze.
Potom

UNV = (61 + 263 + 364) AN (—61 + 64) = 4614 + 2613 + 2634 .

< 2 4\
Baze A (R ) e zde {612, €13, €14, €23, €24, 634}.

Lemma 29.1. Necht {v;}¥_, a {u;}¥_, spliuji v; = S auy, kde A =
{ai;} je matice k x k. Potom

VI A Avp = (det A) ug A Ay

Poznamka. Plati dokonce: necht {v;}_, jsou LN, {u;}*_; jsou LN. Potom
Lin{vy,...,ve} = Linf{uy, ..., ug}
pravé kdyz existuje A € R, A # 0 takové, ze

VA ANy =Aug A+ ANuy.

Definice. V dalsim se vyskytuje vektorovy prostor
T*(R") = Lin{dxy,...,dx,}.

Vektory dzi, dzy (nékdy piseme dx, dy, nebo dt, du) se odvozuji od jmen
proménnych daného prostoru; maji vyznam diferencidlu.

Definice. Necht O C R" je oteviend mnozina. Diferencidlni formou fadu k
v O rozumime C* zobrazen{ w : O +— AF(T*(R™)). Tj. (formélni soucet)

w= Y wdr,. 1)

acl(k,n)
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kde wy : O = R jsou C* funkce, a dz, = dzo, N--- Adx,, jsou k-vektory.
E*(0) znaci mnozinu viech forem tadu k v O.

Piiklady. O w = ze* Y dz A dy € E*(R3)
@ W = (SL’l — .TQ)d.CL’lgg — I Sin.ng.T145 € Eg(RS)

Poznamky.

e E°(Q) ztotoznujeme se skaldrnimi funkcemi z O do R.

e w € F(R") m4 obecny tvar w = Z?Zl wjdxj, tj. 1ze ji povazovat za funkci
z O do R" se slozkami wy, ...w,.

e obecnd w € E¥(R™) ma (}) slozek w,, o € I(k,n).

Definice. Vnégjsi diferencidl d formy w € E¥(O) definujeme takto:
1. pro w € E°(O), tj. skaldrn{ funkei, klademe

2. pro w € E*(O) obecnou, tj. ve tvaru (1) vyse, klademe

dw = dwy) Ndzx, = %dm ANdzx,, .
)DIRCARPRI i b gt P8
J

a€l(k,n) a€l(kn) \j=l1

Piiklady. O w = ze* Vdx Ady € ER?), dw = e Vdx Ady A dz

@ W = (IL‘l — l‘g)dl‘lgg — I sin l‘3d$145, dw = ZI1 COS l‘3d$1345

@ w = Fidx+ Fady, (F; jsou funkce proménnych z, y), dw = (% — %—Zl)da:/\
dy,

Poznamky.

e operace d zvySuje tad formy o 1

e operace d je linearni, tj. d(w +n) = dw + dn

e znamend dz; a) jeden z prvku 7%(R™), nebo b) diferencidl aplikovany na
skaldrni funkci z1? Vyjde to nastejno, nebot dle b) je

" Ox
=25,
J

j=1

d.Tj = d.Tl .

Véta 29.1. Pro libovolnou formu 7 je d(dn) = 0.

Definice. Forma w € E¥(O) se nazve:
1. uzaviend, jestlize dw = 0;
2. exaktni, jestlize existuje n € E*~1(O) takova, 7e dn = w.



Poznamky.

e dle vety 29.1. exaktni = uzaviena

e opa¢nd implikace plati jen v nékterych O (napt. pro konvexni, jednoduchd
souvislost obecné nestaci)

e situace je zobecnénim problému ”existence potencialu” vs. "nulovost ro-
tace”

Véta 29.2. [Gradované Leibnizovo pravidlo.] Necht w € E*(O), n € EY{(O).
Potom
dwAn) =doAn+ (—=1)fwAdny.

Definice. Necht w € E'(0), kde O C R, tj. w m4 tvar
Z WadTa, N+ Ndzg, .
acl(l,n)

Necht Q C R* je oteviend, ® : Q — R" je C™ zobrazeni, ®(Q) C O.
Potom definujeme formu ®*(w) € E'(Q) piedpisem

(W)= > (Wao®)AdDg, A---AdD,, .
acl(l,n)
Operace ®* se nazyva preneseni (”pullback”).

Piiklady. @O w = f(z,y)dx Ady, ® : (r,u) — (rcosu,rsinu) ... potom
O*(w) = f(rcosu,rsinu) rdr A du
@ w = Fidry + Fydxy + Fydrs, ¢ : R — R? ... ¢*(w) = (Fo¢)- ¢, kde

Véta 29.3. [Vlastnosti pienaseni.] Necht w, n € E*(0), a ® : Q — O,
U:M—=Q kde O c R*, Q Cc RF, M C R®. Potom

L ¢ (w +n) = &*(w) + ()
2. @ (wAn) = *(w) A D*(n)
3. U(2*(w)) = (P o V)" (w)
4. & (dw) = dP* (w)

Poznamka. Body 1 a 2 predchozi véty: prenaseni je homomorfismus algeber
(tj. zobrazeni, které respektuje operace + a A). Dle 4 respektuje téz operaci

d.
Lemma 29.2. Necht w € E*(O), kde O C R*, tj. w m4 tvar

w= fdry N+ Ndxy .
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Necht Q C RF je oteviend, ¢ : © — R* je hladké zobrazeni, ¢(Q) C O.
Potom

¢"(w) = (fod)Joduy A--- N duy.
(Proménné v €2 znacéime uy, ..., ug.)
Definice. S C R™ se nazve k-plocha (piipoustime 1 < k < n), pokud
S = ¢(), kde Q C R* je oblast (tj. je oteviena, souvisld), a ¢ : Q@ — S
splnuje
(i) ¢ je C1, prosté
(ii) ¢_1 : S — Q je spojité
(iii) h(V¢) = k vsude v 2
Dvojice (¢, £2) se nazyva parametrizace plochy.

Definice. Necht S C R" je k-plocha. Integral 1. druhu z funkce f: S — R

definujeme
/Sdek = /Q(fmb) det(VoTVo)du .

Specialné k-rozmérnou miru S definujeme
or(S) = / Vdet(VoTVo)du.
Q

Lemma 29.3. Necht A € R™* je matice se sloupci v; € R", j = 1,...,k.
Necht R(vy,...,v;) je rovnobéznostén, uréeny témito vektory. Potom

or(R(vy, ..., vp)) = 1/det(ATA).

Poznamka. Je-li w € AF, € Al je w Anp = (—1)"nAw. Specidlné, skaldry
jsou prvky A° a mohli bychom psat 2 Aw = w A 2; misto toho piseme prosté
2w.

Leibnizovo pravidlo (Véta 29.2) téz plati pro k = 0, tj. pro skaldrni funkci f
a libovolnou formu 7 je

d(fn)=df An+ fAdy.

Orientace. (Pfedbéznd tivaha.) Necht S C R" je k-plocha, (¢, ), (¥, s)
jeji parametrizace. Potom existuje (jednozna¢né uréeny) ¢§ : Q0 — 4 diffeo-
morfismus takovy, ze 1) = ¢ o §. Navic jakobian Jd neméni v €2y znaménko.

Definice. Rekneme, ze parametrizace (¢,€), (1, Q) plochy S vyjadiuji
stejnou orientaci, pokud Jd§ > 0. Vyjadiuji opacnou, pokud Jo < 0 (vsude v
Q). — 4§ je difeomorfismus z predchozi tivahy.
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Tim se vSechny parametrizace rozdéli na dvé tiidy; parametrizace z téze
ttidy vyjadiuji stejnou orientaci. Parametrizace z rozdilnych t¥id vyjadiuji
opacnou orientaci.

Plocha je orientovana, zvolim-li jednu z téchto tiid, kterou prohldsim za
kladnou. Jeji prvky jsou parametrizace ”ve shodé” s orientaci plochy.

Definice. [Integrél z formy.]

1. Necht w € E¥(Q), kde Q C R¥. Tj. w = fduy A --- A dug. Potom

klademe
/w::/fdkk,
Q Q

integral vpravo chapeme jako Lebesgueuv.

2. Necht S C R" je k-plocha, w € E*(O), kde O D S je oteviend mnozina.

Potom definujeme
/ w = / ¢ (w),
5 Q

kde (¢, () je libovolnd parametrizace ve shodé s orientaci S. Integral
vpravo je definovan ve smyslu predchoziho bodu.

Definice. Necht S; C R" jsou k-plochy s parametrizacemi (¢;, ), i =
1,...,s. Retézcem (neboli zobecnénou k-plochou) rozumime (forméln{) sumu

S
ci=) nigy,
i=1

kde n; = £1. Integral ptes fetézec definujeme

s
/w:g ni/w.

Poznamka. Retézec je sjednoceni S;, kde n; = +1 znaci, ze ¢ast .S; bereme
s orientaci stejnou/opacnou jako je ta, kterou vyjadiuje parametrizace ¢;.
Definice. Pro krychli I = [0,1]* definujeme I; C R¥"! jako priumét I do
roviny {z; = 0}. Zobrazeni ¢, : [; = I,

ij,a(yla .. 'ykfl) = (yh e, Q.. .,ykfl) s 1

'Konstanta « stoji na j-té pozici.



kde 1 < j <k, a =0, 1 parametrizuji stény /. Okrajem I rozumime fetézec

1
D (1Y%

1 a=0

ol =

k
j=

Definice. Plocha S se nazve k-dimenzionalni singuldarni krychle, pokud ex-
istuje parametrizace (¢, Q) takova, ze Q = (0, 1)

Pokud ¢ ma vlastnosti parametrizace na néjaké oteviené 0o [0, 1]%, definu-
jeme okraj S jako Tetézec

1

k
0S = Z Z(—l)j+0‘¢ 0 Wi

7j=1 a=0

V tom piipadé se S nazyva singularni krychle s okrajem. VysSe uvedeny
rozklad dava 0S orientaci, kterd je "sladéna” s orientaci S, uréenou pomoci
¢.

Véta 29.4.2 [Obecnéa Stokesova véta.] Necht S C R™ je k-dimenziondln{

singuldrni krychle s okrajem 9S. Necht S a 0S maji sladéné orientace, a
w € EF¥1(0), kde O D S je oteviend. Potom

/dw:/ w.
s as

Poznamka. Jde o velmi obecné tvrzeni, které jako specialni piipad zahrnuje
Gaussovu vétu (Véta 19.5, Véta 20.1), Greenovu vétu (Véta 19.6) ¢i Stoke-
sovu vétu v R? (Véta 20.5.)

2Bez dikazu.



