
29. Diferenciálńı formy.

Definice. Nechť V je vektorový prostor nad R dimenze n. Vněǰśı součin se
ř́ıd́ı následuj́ıćımi pravidly (u, v, w ∈ V , a ∈ R):

(0)
(av) ∧ v = u ∧ (av) = a(u ∧ v)

(i) distributivńı zákon:

u ∧ (v + w) = u ∧ v + u ∧ w

(u+ v) ∧ w = u ∧ w + v ∧ w

(ii) asociativńı zákon:
(u ∧ v) ∧ w = u ∧ (v ∧ w)

(iii) antikomutativita:
u ∧ v = −(v ∧ u)

Pozorováńı. Je u ∧ u = 0 pro ∀u ∈ V . Obecněji plat́ı:

u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ uk = 0 ,

právě když vektory u1, . . . , uk jsou lineárně závislé.

Definice. Pro k ≤ n definujeme

Λk(V ) = Lin
{

v1 ∧ · · · ∧ vk; vk ∈ V
}

.

Prvky Λk(V ) se nazývaj́ı k-vektory. Zjevně Λ1(V ) = V . Klademe Λ0(V ) =
R.
Tzv. Grassmanova algebra nad V je

Lin
(

n
⋃

k=0

Λk(V )
)

.

Poznámky.

• Nemá smysl definovat Λk(V ) pro k > n = dim(V ), neboť dle předchoźıho
pozorováńı jsou všechny k-vektory pro k > n nulové.
• Λk(V ) je vektorový prostor – prvky lze sč́ıtat, odč́ıtat, násobit skalárem
• Λ∗(V ) je algebra – vektorový prostor, jehož prvky lze nav́ıc násobit.
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Jiná definice. Nechť e1, . . . , en je báze V . Množina multiindex̊u stupně k,
k ≤ n je

I(k, n) = {α = (α1, . . . , αk); 1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ n} .

Pro α ∈ I(k, n) znač́ıme

eα := eα1
∧ eα2

∧ · · · ∧ eαk
.

Potom
{

eα; α ∈ I(k, n)
}

je báze Λk(V ). Speciálně dimΛk(V ) rovná se počet prvk̊u I(k, n), tj.
(

n

k

)

.

Př́ıklad. u = (1, 0, 2, 3), v = (−1, 0, 0, 1) ∈ R
4. Nechť ei je kanonická báze.

Potom

u ∧ v = (e1 + 2e3 + 3e4) ∧ (−e1 + e4) = 4e14 + 2e13 + 2e34 .

Báze Λ2(R4) je zde {e12, e13, e14, e23, e24, e34}.

Lemma 29.1. Nechť {vj}
k
j=1 a {uj}

k
j=1 splňuj́ı vj =

∑k

l=1 aljul, kde A =
{aij} je matice k × k. Potom

v1 ∧ · · · ∧ vk = (detA) u1 ∧ · · · ∧ uk .

Poznámka. Plat́ı dokonce: nechť {vj}
k
j=1 jsou LN, {uj}

k
j=1 jsou LN. Potom

Lin{v1, . . . , vk} = Lin{u1, . . . , uk}

právě když existuje λ ∈ R, λ 6= 0 takové, že

v1 ∧ · · · ∧ vk = λ u1 ∧ · · · ∧ uk .

Definice. V daľśım se vyskytuje vektorový prostor

T ∗(Rn) = Lin{dx1, . . . , dxn} .

Vektory dx1, dx2 (někdy ṕı̌seme dx, dy, nebo dt, du) se odvozuj́ı od jmen
proměnných daného prostoru; maj́ı význam diferenciálu.

Definice. Nechť O ⊂ R
n je otevřená množina. Diferenciálńı formou řádu k

v O rozumı́me C∞ zobrazeńı ω : O 7→ Λk(T ∗(Rn)). Tj. (formálńı součet)

ω =
∑

α∈I(k,n)

ωαdxα , (1)
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kde ωα : O → R jsou C∞ funkce, a dxα = dxα1
∧ · · · ∧ dxαk

jsou k-vektory.
Ek(O) znač́ı množinu všech forem řádu k v O.

Př́ıklady. 1© ω = z ex−y dx ∧ dy ∈ E2(R3)
2© ω = (x1 − x2)dx123 − x1 sin x3dx145 ∈ E3(R5)

Poznámky.

• E0(Ω) ztotožňujeme se skalárńımi funkcemi z O do R.
• ω ∈ E1(Rn) má obecný tvar ω =

∑n

j=1 ωjdxj , tj. lze ji považovat za funkci
z O do R

n se složkami ω1, . . .ωn.
• obecná ω ∈ Ek(Rn) má

(

n

k

)

složek ωα, α ∈ I(k, n).

Definice. Vněǰśı diferenciál d formy ω ∈ Ek(O) definujeme takto:
1. pro ω ∈ E0(O), tj. skalárńı funkci, klademe

dω =
n
∑

j=1

∂ω

∂xj
dxj .

2. pro ω ∈ Ek(O) obecnou, tj. ve tvaru (1) výše, klademe

dω =
∑

α∈I(k,n)

(

dωα

)

∧ dxα =
∑

α∈I(k,n)

(

n
∑

j=1

∂ωα

∂xj
dxj

)

∧ dxα .

Př́ıklady. 1© ω = z ex−y dx ∧ dy ∈ E(
R

3), dω = ex−y dx ∧ dy ∧ dz
2© ω = (x1 − x2)dx123 − x1 sin x3dx145, dω = x1 cos x3dx1345
3© ω = F1dx+F2dy, (Fi jsou funkce proměnných x, y), dω =

(

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)

dx∧
dy,

Poznámky.

• operace d zvyšuje řád formy o 1
• operace d je lineárńı, tj. d(ω + η) = dω + dη

• znamená dx1 a) jeden z prvk̊u T ∗(Rn), nebo b) diferenciál aplikovaný na
skalárńı funkci x1? Vyjde to nastejno, neboť dle b) je

d(x1) =

n
∑

j=1

∂x1

∂xj
dxj = dx1 .

Věta 29.1. Pro libovolnou formu η je d(dη) = 0.

Definice. Forma ω ∈ Ek(O) se nazve:
1. uzavřená, jestliže dω = 0;
2. exaktńı, jestliže existuje η ∈ Ek−1(O) taková, že dη = ω.
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Poznámky.

• dle věty 29.1. exaktńı =⇒ uzavřená
• opačná implikace plat́ı jen v některých O (např. pro konvexńı, jednoduchá
souvislost obecně nestač́ı)
• situace je zobecněńım problému ”existence potenciálu” vs. ”nulovost ro-
tace”

Věta 29.2. [Gradované Leibnizovo pravidlo.] Nechť ω ∈ Ek(O), η ∈ El(O).
Potom

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη .

Definice. Nechť ω ∈ El(O), kde O ⊂ R
n, tj. ω má tvar

∑

α∈I(l,n)

ωαdxα1
∧ · · · ∧ dxαl

.

Nechť Ω ⊂ R
k je otevřená, Φ : Ω → R

n je C∞ zobrazeńı, Φ(Ω) ⊂ O.
Potom definujeme formu Φ∗(ω) ∈ El(Ω) předpisem

Φ∗(ω) =
∑

α∈I(l,n)

(ωα ◦ Φ) ∧ dΦα1
∧ · · · ∧ dΦαl

.

Operace Φ∗ se nazývá přeneseńı (”pullback”).

Př́ıklady. 1© ω = f(x, y)dx ∧ dy, Φ : (r, u) 7→ (r cosu, r sin u) ... potom
Φ∗(ω) = f(r cosu, r sin u) r dr ∧ du
2© ω = F1dx1 + F2dx2 + F3dx3, φ : R → R

3 ... φ∗(ω) = (FFF ◦ φ) · φ′, kde
FFF = (F1, F2, F3)

Věta 29.3. [Vlastnosti přenášeńı.] Nechť ω, η ∈ E∗(O), a Φ : Ω → O,
Ψ :M → Ω, kde O ⊂ R

n, Ω ⊂ R
k, M ⊂ R

s. Potom

1. Φ∗(ω + η) = Φ∗(ω) + Φ∗(η)

2. Φ∗(ω ∧ η) = Φ∗(ω) ∧ Φ∗(η)

3. Ψ∗(Φ∗(ω)) = (Φ ◦Ψ)∗(ω)

4. Φ∗(dω) = dΦ∗(ω)

Poznámka. Body 1 a 2 předchoźı věty: přenášeńı je homomorfismus algeber
(tj. zobrazeńı, které respektuje operace + a ∧). Dle 4 respektuje též operaci
d.

Lemma 29.2. Nechť ω ∈ Ek(O), kde O ⊂ R
k, tj. ω má tvar

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk .
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Nechť Ω ⊂ R
k je otevřená, φ : Ω → R

k je hladké zobrazeńı, φ(Ω) ⊂ O.
Potom

φ∗(ω) = (f ◦ φ)Jφ du1 ∧ · · · ∧ duk .

(Proměnné v Ω znač́ıme u1, . . . , uk.)

Definice. S ⊂ R
n se nazve k-plocha (připoušt́ıme 1 ≤ k ≤ n), pokud

S = φ(Ω), kde Ω ⊂ R
k je oblast (tj. je otevřená, souvislá), a φ : Ω → S

splňuje
(i) φ je C1, prosté
(ii) φ−1 : S → Ω je spojité
(iii) h(∇φ) = k všude v Ω
Dvojice (φ,Ω) se nazývá parametrizace plochy.

Definice. Nechť S ⊂ R
n je k-plocha. Integrál 1. druhu z funkce f : S → R

definujeme
∫

S

f dSk =

∫

Ω

(f ◦ φ)
√

det(∇φT∇φ)du .

Speciálně k-rozměrnou mı́ru S definujeme

σk(S) =

∫

Ω

√

det(∇φT∇φ)du .

Lemma 29.3. Nechť A ∈ R
n×k je matice se sloupci vj ∈ R

n, j = 1, . . . , k.
Nechť R(v1, . . . , vk) je rovnoběžnostěn, určený těmito vektory. Potom

σk
(

R(v1, . . . , vk)
)

=
√

det(ATA) .

Poznámka. Je-li ω ∈ Λk, η ∈ Λl, je ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω. Speciálně, skaláry
jsou prvky Λ0, a mohli bychom psát 2∧ω = ω ∧ 2; mı́sto toho ṕı̌seme prostě
2ω.
Leibnizovo pravidlo (Věta 29.2) též plat́ı pro k = 0, tj. pro skalárńı funkci f
a libovolnou formu η je

d(fη) = df ∧ η + f ∧ dη .

Orientace. (Předběžná úvaha.) Nechť S ⊂ R
n je k-plocha, (φ,Ω1), (ψ,Ω2)

jej́ı parametrizace. Potom existuje (jednoznačně určený) δ : Ω2 → Ω1 diffeo-
morfismus takový, že ψ = φ ◦ δ. Nav́ıc jakobián Jδ neměńı v Ω2 znaménko.

Definice. Řekneme, že parametrizace (φ,Ω1), (ψ,Ω2) plochy S vyjadřuj́ı
stejnou orientaci, pokud Jδ > 0. Vyjadřuj́ı opačnou, pokud Jδ < 0 (všude v
Ω2). – δ je difeomorfismus z předchoźı úvahy.
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T́ım se všechny parametrizace rozděĺı na dvě tř́ıdy; parametrizace z téže
tř́ıdy vyjadřuj́ı stejnou orientaci. Parametrizace z rozd́ılných tř́ıd vyjadřuj́ı
opačnou orientaci.
Plocha je orientovaná, zvoĺım-li jednu z těchto tř́ıd, kterou prohláśım za
kladnou. Jej́ı prvky jsou parametrizace ”ve shodě” s orientaćı plochy.

Definice. [Integrál z formy.]

1. Nechť ω ∈ Ek(Ω), kde Ω ⊂ R
k. Tj. ω = fdu1 ∧ · · · ∧ duk. Potom

klademe
∫

Ω

ω :=

∫

Ω

f dλk ,

integrál vpravo chápeme jako Lebesgue̊uv.

2. Nechť S ⊂ R
n je k-plocha, ω ∈ Ek(O), kde O ⊃ S je otevřená množina.

Potom definujeme
∫

S

ω :=

∫

Ω

φ∗(ω) ,

kde (φ,Ω) je libovolná parametrizace ve shodě s orientaćı S. Integrál
vpravo je definován ve smyslu předchoźıho bodu.

Definice. Nechť Si ⊂ R
n jsou k-plochy s parametrizacemi (φi,Ωi), i =

1, . . . , s. Řetězcem (neboli zobecněnou k-plochou) rozumı́me (formálńı) sumu

c :=

s
∑

i=1

niφi ,

kde ni = ±1. Integrál přes řetězec definujeme

∫

c

ω =
s
∑

i=1

ni

∫

Si

ω .

Poznámka. Řetězec je sjednoceńı Si, kde ni = ±1 znač́ı, že část Si bereme
s orientaćı stejnou/opačnou jako je ta, kterou vyjadřuje parametrizace φi.

Definice. Pro krychli I = [0, 1]k definujeme Ij ⊂ R
k−1 jako pr̊umět I do

roviny {xj = 0}. Zobrazeńı ϕj,α : Ij → I,

ϕj,α(y1, . . . yk−1) = (y1, . . . , α, . . . , yk−1) ,
1

1Konstanta α stoj́ı na j-té pozici.
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kde 1 ≤ j ≤ k, α = 0, 1 parametrizuj́ı stěny I. Okrajem I rozumı́me řetězec

∂I =

k
∑

j=1

1
∑

α=0

(−1)j+αϕj,α .

Definice. Plocha S se nazve k-dimenzionálńı singulárńı krychle, pokud ex-
istuje parametrizace (φ,Ω) taková, že Ω = (0, 1)k.
Pokud φ má vlastnosti parametrizace na nějaké otevřené Ω̂ ⊃ [0, 1]k, definu-
jeme okraj S jako řetězec

∂S =

k
∑

j=1

1
∑

α=0

(−1)j+αφ ◦ ϕj,α .

V tom př́ıpadě se S nazývá singulárńı krychle s okrajem. Výše uvedený
rozklad dává ∂S orientaci, která je ”sladěná” s orientaćı S, určenou pomoćı
φ.

Věta 29.4.2 [Obecná Stokesova věta.] Nechť S ⊂ R
n je k-dimenzionálńı

singulárńı krychle s okrajem ∂S. Nechť S a ∂S maj́ı sladěné orientace, a
ω ∈ Ek−1(O), kde O ⊃ S je otevřená. Potom

∫

S

dω =

∫

∂S

ω .

Poznámka. Jde o velmi obecné tvrzeńı, které jako speciálńı př́ıpad zahrnuje
Gaussovu větu (Věta 19.5, Věta 20.1), Greenovu větu (Věta 19.6) či Stoke-
sovu větu v R

3 (Věta 20.5.)

2Bez d̊ukazu.
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