25. LAPLACEOVA TRANSFORMACE.

Definice. Definujeme prostor

Ll = {f(t): (0,400) = C méfitelnd a 3¢ € R, f(t)e " € L'(0,+00)}.

Poznamky.

° L},_ C L0, +00)

o fell = feL'(0,K)proVK < +oo (tj. je lokdlné integrovatelnd)
o f(ty=¢"¢LL

Znaceni. Pro f(t) € L} definujeme abscisu konvergence
cy=inf{ceR: f(t)e™" € L'(0,+0c0)}

Obecné f(t)e~¢rt ¢ L'(0,00); pro libovolné ¢ > ¢; f(t)e™ integrovatelné je.
Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(¢) € L} definujeme

—+00

L{f(t)}p] = F(p) = i f(t)e P dt Vp e C, Rep > cy.

Poznamky.

e pritazuje funkci f(¢) funkci F(p)

e definice je korektnf: |f(¢)]e” RP! integrovatelnd majoranta
e souvislost s Fourierovou transformaci:

= Imp

F(p) = [f(@)e R (5 L),

pricemz plati (v celé kapitole) nésledujici —
Umluva. Pro kazdou f € LY klademe f(t) =0, je-li ¢t <O0.
Véta 25.1. [Vlastnosti F'(p) = L{f(t)}.] Necht f(t) € L}. Potom
(1) F(p) e H({p € C: Rep > c;})
k
(2) 45 F(p) = L{(=t)"f(t) }[p] pro Vk € N
(3) F(p) — 0 pro Rep — +o0, Imp € R pevné
(4) F(p) — 0 pro Imp — +oo, Rep > ¢ pevné
Priklady.
® ﬁ{l} = % (Cf = O)
o L{e} = zﬁ’ Rep >a=c¢y
o £{t*} =Tt Rep > 0= ¢, proa > —1

pa+1 )




Opakovani. V souvislosti s pfedchozim piikladem pripomenme, Ze tzv.
hlavni vétev logaritmu Ln(z) je definovana jako inverzni funkce k exp(z) re-
stringované na pas {—7 < Imz < 7}.

Plat{: Ln(z) € H(C\ (—00,0]), Ln'(z) = 1/z a Ln(x) = In(z) pro z € (0, c0).

Véta 25.2. [Skalovén{ a posun L.t.] Necht f(t) € L. Potom
(1) ng(ozt)}[p] =L12{f(®)}p/a] pro @ > 0, Rep > acy

(2) L{f(t —a)}p] = e L{f(t)}[p] pro a > 0, Rep > ¢¢

(3) c{e* f(t)}p) = L{f(t)}[p — a] pro a € C, Rep > Rea + ¢;

Véta 25.3. [L.t. a derivace.] Necht fU)(¢) € L1 N C([0,400)) pro j =
0,...,n. Potom

LU = F ) - Yp 0 0),

Specialne

L{f't)}p) = pF(p) — f(0),
L{f"t)}pl = p*F(p) — f'(0) — pf(0).

Definice. Pro f(t), g(t) € L definujeme konvoluci

Feal) = [ sGite-sds 150

a nula pro ¢t < 0.

Poznamka. Diky umluve vyse (f, g = 0 pro ¢t < 0) je tato definice totozna
s definici konvoluce v Kapitole 24.

Lemma 25.1. [Konvoluce v L] Necht f, g € LL. Potom [f * g](t) ma
smysl pro s.v. ¢ a je prvkem L. Navic: ¢p., < max{cy,c,}.

Véta 25.4. [L.t. a konvoluce.] Necht f(t), g(¢t) € L. Potom
L{[f =gl }p) = L{A O} P L{g(®)}p] . Rep >max{cs ¢ }.

Dusledek. [L.t. primitivni funkce.] Necht f(¢) € LL. Oznac h(t) =
fot f(s)ds. Pozorovani: h(t) = f * Y (t), kde

, >0,

Y(t) = {0 t<0.



je Heavisideova funkce. VySe jsme ukazali, ze LY (t) = 1/p. Tedy Lh(t)[p] =
F(p)/p. Navic: ¢, < max{cy,0}.

Véta 25.5.1 [Prostota L.t.

(1) Necht f(t) € L%. Jestlize 3¢y € R tak, ze F(p) = 0 pro vechna p € C,
splaujici Rep > ¢y, je f(t) = 0 skoro vsude. (Tzv. Lerchova véta).

(2) Necht f(t), g(t) € LL. Jestlize N = {p € C; F(p) = G(p)} mé hromadny
bod v mnoziné {p € C;Rep > max{cy,c,}}, pak f(t) = g(t) skoro vsude.

Véta 25.6. [Inverze L.t.] Necht F(p) € H({Rep > cy}) a plati odhad
|F(p)| < A/|p|* pro |p| > Ry, Rep > ¢y. Oznacme

E+ioco
1
ft) =5 / F(p)e''dp  teR, £>c
&—ic0

Potom f(t) = 0 pro t < 0, f(t) € L a L{f(t)}(p) = F(p) pro kazdé
Rep > cy.

Pokud dokonce F(p) € H(C\ {p1,...,pn}), kde Rep; < co, piicemz plati
odhad |F(p)| < A/|p| pro Rep < co, |p| velké, pak

f(t) =) res,, F(p)e®,
J
pro kazdé t > 0 pevné.

Poznamka. Vyse uvedeny integral se rozumi podél kiivky o(n) = & + in,
kde n € (—o0, 00). Jeho hodnota (za predpokladu véty) je koneénd a nezavisi
na volbé & > ¢.

!Dokézano za silnéjsiho piedpokladu spojitosti f g.
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