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1 UvoD

Text vznikl prepisem poznamek k [1], nejedna se vSak jen o ,kopii“ (se vSemi klady i
zapory). Pridany byly poznamky inspirované [2] a [3] - hl. Poznamka 7, Poznamka 20,
Poznamka 24, Poznamka 26.

Vzhledem ke zpiisobu vzniku tohoto textu se v ném projevuji jisté myslenkové zkratky,
které mohou byt pro ¢tenare nezvyklé. AvSak bylo dbano, aby byl text srozumitelny.
Uved'me alespon dva typické priklady. V textu je pouZito ,=“ ve smyslu ,z toho plyne
nasledujici“ a dale symbol ,—“ ktery nabyva vyznamu aZ v kontextu, ale obecné bychom
mohli Fici, Ze 1ze ,prelozit nasledovné: ,kdyz vime ..., miZeme pokracovat takto ...

Pripadné pripominky, napady ¢i hlaSeni chyb je moZné smérovat na emailovou adresu:
andrle.jan@centrum.cz.
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3 UVODNI POZNAMKY

Pozndmka 1: Znaceni v tomto textu

Chapejme zapis f(x), f,, (x) jako oznaceni (posloupnosti) redlnych resp. komplexnich
funkci f, fi, f5, ...: I = Rresp. C. Explicitné také nebudeme vypisovat n € N. Pricemz

I € Rresp. C oznacuje neprazdny interval, neni-li feceno jinak. Dale pro vyraz ,f (x) je
spojita v I“ budeme pouZzivat diive zavedené znaceni f(x) € C(I).

Poznamka 2: Motivacni priklad

Exponenciala se v matematice definuje jako jistd mocninna rada. Pokud vSak opravdu

s exponencialou ,takto pracujeme”, miizeme i v pomérné jednoduchém pripadé narazit
na nékteré problémy. V nasledujicim prikladé se ,znicehonic“ objevi dokonce tri
operatory (integral, suma a limita) a vyvstane otazka zda, a jestli viibec, mizeme
postupovat tak, jak jsme ucinily. Konkrétné rovnost oznacena otaznikem je
problematicka z toho diivodu, jak ukdzeme pozdéji, Ze obecné neplati!

1 1 3% X 1 k
fexdx= E —dx=J lim E —dx— lim J E —dx—
n! k—+o k—+o
0 0 n=0 0 n 0

4 STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

V této sekci se budeme vénovat (pokud nas jeji ndzev samoziejmé neplete) posloupnosti
realnych resp. komplexnich funkci. Konkrétné nas bude zajimat jakym ,zplisobem“ se
funkce chovaji v limitnich piipadech. JenZe my si budeme piat preci jen o trochu vice,
nebot by vlastné stacilo dosadit do takové posloupnosti vybrané x pevné (funkce
proménné x) a zkoumat ,klasickou” ¢iselnou posloupnost viz piislusna kapitola. Nyni
vSak ptijde ono ,ale“.

U funkci nas zajima i monotonie prave viici proménné (nikoliv pouze samotné ,¢iselné”
posloupnosti), dale s funkcemi , pracujeme” (derivujeme, integrujeme, ... je). I tomu se
tedy budeme vénovat. A zjistime, Ze naSe konvergence bude vypadat trosi¢cku
komplikovanéji, avsak v prostoru funkci ndm umozni zminéné operace provadeét.

4.1 UVOD DO STEJNOMERNE KONVERGENCE

Definice 1: Bodova konvergence



Rekneme, Ze funkce f;,(x):I = C konverguji v I bodové k funkci f(x), jestlize Vx € I plati
lim, 4o f,(x) = f(x). Znacime: f,,(x) - f(x) v I.

x n
Priklad 1: f,(x) = (1+%) —>e%x€R

AN EEER

fux)=exp| nin| 1+= | | = exp] x|—>ex;n—>+oo
)
n velké —1; n—>+o

Priklad 2: f,(x) =

1+n|x|

x=0:fn(x)=%=O;Vn

X
x # 0: f,, (x) —Tlxl—)m—sgn(x),n%+oo

tedy Yx=f,(x) - sgn(x); n > +o

Piiklad 3: f,(x) = n?xe™*; x € [0, +)
x=0:f,(x)=n?-0-e°=0; Vn

x> 0: f,(x) = n?xe ™ - 0;n - +o, exponenciala siln&jsi

tedy Vx=£,(x) - 0; n » +0 v [0,+x)

Poznamka 3: Nevyhody bodové konvergence

R

obecné: f, (x) spojité a f,,(x) = f # f spojité, viz Priklad 2!
obecné: f, - fvla,b] # fab fn— fab f, viz P¥iklad 3 ([a, b] = [0,1])

y = nx
d ¢
konkrétné: fol n’xe ™ dx = é =x f ye Ydy iy tj. fixuji x, prestoze
y €[0,n]

vSak jde integrand k nule, plocha pod grafem funkce ziistava stejna (,,bakule” se jen
posouva - nakreslete si graf).

Pozndmka 4: Diivody hledani lepsi definice konvergence

1. Problémy z predchozi poznamky (Poznamka 3)
2. Neékteré jevy nelze (lehce) popsat nad mnozZinou R resp. R"
3. Z pf‘edchozi anal;’rzy zﬁstalo mnoho nedofeéen;’rch problémﬁ (integrély, derivace

vvv/s

(spisSe sekce 5. Stejnomérna konvergence rad funkcf).
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Definice 2: Stejnomérna konvergence

Rekneme, Ze funkce f,(x):I = C konverguji v I stejnomérné k f(x), jestliZe:
(Ve > 0)(3n, € N)(Vx € I)(Vn = ny)[|f,(x) — fF(X)] < €]

Poznamka 5: Bodova konvergence v podobé kvantifikatort

Pro porovnani miizeme rozepsat vyrok (Vx € I) ,plati limita“ (Definice 1):
(Vx € (Ve = 0)(3n, € N)(Vn = ny)[lfn(x) — fF()| < €]

Tedy rozdil je jen v poradi kvantifikatort - volby n, v zavislosti na x.

V obou ptipadech jsou funkce f;, od jistého n v e-novém pasu/okoli funkce f, avSak
rozdil nastava ve volbé n,- v pripadé stejnomérné konvergence nezavisi na pozici resp.
proménné x, a tedy pro n = n, jsou f, celé ve zminéném e-novém pasu.

Poznamka 6: Znaceni stejnomérné/bodové konvergence

Jiz vime, Ze f,, = f symbolizuje ,f,, konverguji bodové k f“. Obdobné budeme znacit
stejnomérnou konvergenci f,, = f. Budeme-li chtit oznacit jen obecnou charakterizaci
(Y. ,ze konverguje“), miizeme pouzit f,, - resp f,, 3.

4.2 VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGUJICiCH FUNKCI

Poznamka 7: Prehled zakladnich vlastnosti stejnomérné/bodové
konvergence

Jestlize f, 3 fviI pakf, = fvl.

Jestlize f, 3 fv I, Vi€ N;pak f,, 3 fvlI kdel := Ujey ;... konecné sjednoceni!
Necht I kone¢nd mnozina,pak: f, 3 f e f, > fvl.

Jestlizel'claf, 3 fvi=>f, 3fvI.

BN e

DOKAZ: BUNO se zaméfime pouze na (In, € N)(Vx € I) resp. (Vx € [)(An, € N); €
pevné dano:

1. JestliZe jsme nalezli n, tak, Ze pro Vx plati zavér, tim spiSe nalezneme pro kazdé
vybrané x pevné vlastni n,.

2. Nalezli jsme n) - Vx € I;, pak zjevné n, :== max{n}, ...} - Vx € I, nyni vidime i
dilezitost konecnosti, nebot maximum nekone¢né mnoZiny by mohlo byt
nekonecné.

3. Jednu implikaci jsme jiZ dokazali, viz bod 1. Druhou implikaci intuitivné nahlédneme
z diikazu bodu 2, kde interval rozdélime na intervaly zahrnujici pouze dané x pevné.
Na tomto intervalu jiz dokaZeme nalézt prislu$né n}, nebot zde bodové konverguje.

4. Zjevné - piimo z definice resp. ziZeni na interval I'.
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Véta 15. 1: O prenosu spojitosti stejnomérné konvergujicich funkci
Necht jsou dany f,(x) € C(I), necht f,, =3 f v I. Potom f(x) je téZ spojita v I.
DUKAZ: vypiSeme definici spojitosti (cil):

(Vxo € D(Ve>0)35 > 0)[x e U(xo,8) NI = f(x) € U(f(xy),€)]

Fixuj x, € I,e > 0; vime f, 3 f A f,, € C(I) = spec. f,, spojita v I

. EInO:VnZnO:VxEI:|fn(x)—f(x)|<§
o 36> 0:x € U(xo,6) NI: |f, () = fo (0| <3
e U(xy,6) NI cI:déle Pozndmka 7 bod 4

Celkem: x € U(x,,8) N1 libovolné: |f(x) — f(x,)| =
= |G = frg () + frg () = frtg () + frng (x0) = f (x| S [F(0) = fo, O] +

troj.

|y ) = foug )| + |y (o) — F(x0)] <3x§=e

~————
predch. tvahy a odhady

Véta 15. 2: O konvergenci integralu stejnomérné konvergujicich funkci

Necht jsou dany funkce f,, (x) € C([a, b]), necht f, 3 f v [a, b]. Potom
b

nl_i)rpoofﬁq(x)dxsz(x)dx

a

DUKAZ: € > 0 dano, vime: f;, 3 f = 3Iny:Vn = ny:Vx € [a,b]: |f,(x) — f(x)| < ﬁ
Nyni jiZ jen odhadneme integral rozdilu f,, (x) — f(x) - vypustime proménnou x:

ﬂﬁ—L@ ;fm—ﬂsL:faSE

Ve > 0:3Any:Vn = nyg:

f%—ﬂ

Poznamka 8: O konecnosti intervalu v predchozi vété (Véta 15. 2)

Alternativné lze rozdil odhadnout: |f;ﬁ, — f;f| < (supaplfy — F)(b—a) - 0.



Tedy predpoklad omezeného intervalu je podstatny (jinak by nam hrozilo hledani
suprema v nekone¢né mnoziné, které by mohlo byt obecné nekonecné), ukazme si navic
i protipriklad:

1 +o0
ful) = {Z”‘ €Omn) f fi=1+0..av8akf, 20vR
0;x€ (0,n)

Poznamka 9: Typ integralu v predchozi vété (Véta 15. 2)

Rychla odpovéd - jakykoliv / podrobna: f, € C([a, b]) = f € C([a, b]) (Véta 15.1)...
Integraly ((V); (R); ...) maji smysl a rovnaji se, obdobné jejich vlastnosti (linearita, ...).

Lemma 15. 1: Ekvivalentni podminka pro stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci

Necht f,,(x):1 » Ra f(x):I » R jsou dany. Potom nasledujici je ekvivalentni:

1. fu3fvl
2. g, > 0,n > +oo,kde g, = sup,¢|f(x) — f(x)]
3. pro libovolnou posloupnost {x, },,ey € I plati: f;,(x,,) — f(x) - 0,n - 4+

DUKAZ: DokazZeme dvé ekvivalence 1. (1. 2.) a 2. (2. 3.):

1. (lLe2)
1.1. (1.= 2.): tedy cil: (Ve > 0)(3n, € N)(Vn = ny)[|o,, — 0| < €], kde a,, dle definice

€ dano, vime: f, 3 f = In,Vn = nyVx € I: |f,, — f] < g horni odhad
§ > |a,| = |supgeilf, — fll... plyne z piedchoziho — 0 < g, < % <e€
1.2.(1.2.):vime g, » 0> (Ve > 0)(3ny, € N)(Vn = ny)[lo,| <€l =>0<o0, <€
lf, = fl <0, <eVx€l.. lvlsuprema=f, 3 fvl
2. (2.3)
2.1. (2.2 3.): {x,,}pen € I déno, libovolné, pozoruji (1. vl. suprema):
0 <|fp,(xp) — f(xp)| < 0, = 0 ... véta o dvou straznicich
2.2.(2.€3.): 2.vl.suprema: g, — n"! < g, = Ax, € I: | f,(x,) — f(x,)| > 0, —
nle0<o, <|f(x,) —f(x,) +n71 > 0... opét straZnici

Poznamka 10: Metoda ovéreni f, 3 f

1. Ukazeme, Ze f,, = f v I (jediny kandidat! - promyslete si, z ceho tak lze usoudit??)
2. Spocteme (odhadneme shora!) g,, = sup,e; |, (x) — f(x)]
3. Ukdzemeo, -0 f, 3 f

1 Stadi si uvédomit (Poznamka 7 bod 1.), Ze plati: f,,(x) 3 f(x) = f,(x) = f(x) na daném intervalu.
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Poznamka 11: Metody vyvraceni f, 3 f

Primo — tj. pomoci definice

o, » 0

Nalezneme {x, },ey C I posloupnost, Ze neplati: f,,(x,) — f(x) » 0,n > +oo

Funkce splni dalsi predpoklady predchozich vét (Véta 15. 1 a Véta 15. 2), ale nesplni
prislusné zaveéry.

B w N e

Piiklad 4: f,(x) = sin (%) na [~100,100]

Funkce bodové konverguji ke konstantni funkci f(x) = 0 (podrobnéji!). Nyni
odhadneme og,, = sup,¢|f,(x) — f(x)| resp. vlastné jen |f,,(x)| < 1%0, uZzitim zndmého
odhadu [siny| < |y|,y € R. Zjevnfélfl—0 — 0 pron — +oo, tedy f, 3 0.

nx
1+(nx)?

Priklad 5: f,(x) =

na [0, +]?

Funkce bodové konverguji ke konstantni funkci f(x) = 0. Nyni dokadZeme a,, » 0 resp.

vySetfime priabéh funkce £, (x) - f, (%) = 0MAX - f, (%) = % 0.

Definice 3: Lokalné stejnomérna konvergence
Rekneme, Ze f,, (x) konverguji k f (x) lokalné stejnomérné v I, jestliZe:
(Vxo € D@6 > 0)[fyu(x) B fX) VvINU(xy, )]
Poznamka 12: Znaceni a vlastnosti lokadlni stejnomérné konvergence
e Znaceni: fnlgcvl, v tomto textu vSak budeme pouZivat f,, = f v I, - jen kviili

rychlosti psani na PC, navic Ize rychleji nahlédnout nasledujici bod (I, < I).
o fu,3fvI=>f,3fvlIy..vizpredchozi Poznamka 7 (jeji dikaz)

Véta 15. 1: Véta 15. 1 pro lokadlné stejnomérné funkce
Necht f, spojité v I, necht f, 3 v Iy. Potom f € C(I).

DUKAZ: pirepiseme: (Vx, € I)(38 > 0):f,, 3 fvIy c I..nyni Véta15.1atedy f € C(Iy).
Tedy vime f spojitad v jistém okoli Vx, € I = f spojitd v I (pouziti prislusné véty).

Poznamka 13: O dalezitosti lokalni stejnomérnosti

2 Autor textu si tuto funkci oblibil, takZe se k ni budeme ¢asto vracet, a postupné budeme aplikovat dalsi
nabyté znalosti a odvolavat se na predchozi ivahy. Neni tedy na Skodu si tento priklad opsat a podrobné si
promyslet a zapsat vsechny kroky!
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vvvvv

vvvvvv

stejnomérné konverguje, neZ mnoZzina, kde tomu tak neni. DalSi vyhoda lokalni
stejnomérnosti téZ lehce plyne z predchozi véty (Véta 15. 1), pripadné dalsSich (jen

=7?tak, Ze f, 3

zuZeni intervalu).
na [0, +], resp. v I c [0, 4],

nx

Priklad 6: f,(x) = Ty
Schematicky vidime funkce na nasledujicim obrazku, pricemz jak uz vime (Priklad 5)
maximum maji funkcev x = % a na pavodnim intervalu neplati f,, 3.V ¢em tedy nastava

7 — .
ERTENI
/ ‘\
I
I ,II \ ._." \\\
ll \ \\\
7 I ” \ N
I ] hN
[} :
| PGS
/ \ .
] 3 \ SO T
-4 " \\\
] : \ \\\
"‘ :.. \ \\\\
[ - N s
i n=1 N \\\
1 . Sso
i i |- n=2 N SSeeo
! N SO T
= N0 SO T
n=3 - -
S~
— — n=4 ~~
-~ ~
™~ -~ —
T T T T 1

problém? Zjevné na ,,(prudce) rostoucich usecich“, zkusme tedy zdzit plivodni interval
na (vVn > 0 pevné): f,, 3 0 v H := [n, +). Nyni jiZ vZdy nalezneme n,, tak, Zze ¥n > n,
jsme jiz jen v ,klesajicich usecich®, tedy a,, := supyeulfn(x) — 0] = supyeq frn (%)...
pricemZ (BUNO n velké) = % <n = vH f,(x) klesajici & g, = f,(n) = 0.
Déle tvrdime3, Ze f,, 3 0 v R, tedy: Vx, € (0,4+00)385 > 0: f;, 3 0v (0,4+0) N U(x,,5)
volme 1 € (0, x,), volme § > 0 malé tak, Ze (0, +0) N U(x,, 6) < H. Hotovo!

Poznamka 14: Pripomenuti Bolzanovy - Cauchyho podminky
Posloupnost {a, },ey € R konverguje (tj. 3a € R:a,, - a,n - +») je ekvivalentni s

{a,}nen splni (B. C.) podminku pro posloupnosti (kapitola 7), tedy:
(Ve > 0)(Any € N)(Vm,n = ny)[la, — a,| < €]

(B.C)
Definice 4: Stejnomérnd verze Bolzanovy - Cauchyho podminky

~10 ~
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Funkce {f,, (x)}en splfiuji v I Bolzanovu - Cauchyho podminku stejnomérné
konvergence pokud splni (B. C. st.), tedy:

(B.C.st) (Ve > 0)(3ny € N)(Vm,n = ny)(Vx € D[|fn(x) — f(x)]| < €]

Véta 15. 3: Ekvivalentni formulace f, 3 pomoci (B. C. st.)
Jsou dany f;, (x):I » R. Potom je nasledujici ekvivalentni:
L 3fG)fux) 3 f)vI
2. fu(x) spliujivI (B.C.st.)
DUKAZ:
1. (1.= 2.):tj. chci ovérit (B. C.st.) =cil ... e > 0 dano, vime f,, 3 f v I, pro jisté f, tedy:
€
AngVn = nyVx € I |f,,(x) — f(x)| < 3
atedy: vm,n = ny,Vx € I (formalné bez proménnych)

€
|fn_fm| < |fn_f| +|f_fm| < 2X§=6
2. (1. 2):t. f,, splnuji (B. C. st.) = cil: f,, 3... pozoruji Vx € I pevné, posloupnost
{f,()}en © Rdiky (B. C. st.) splni téZ (B. C.), spec. pro tato x 3lim,,_,,, f,,(x) € R.
Oznacme tuto limitu f(x)... f, — f (kandidat na f,, 3). Tedy zbyva ovérit pravé zda
fn 3 f.PouZijme (B.C.st.) s %, tedy:

AnVm,n = nyVx € I: |f,,(x) — f,(x)] < %...fm(x) - f(x),m - +oo

€
n = ny, x € I fixuji, | f;, (x) — f(x)] S§< €

Poznamka 15: Dilisledek predchozi véty (Véta 15. 3)

Prostor C([a, b]) je Gplny metricky prostor s metrikou p(f, g) == supye(qplf (x) — g(x)I.
Pri¢cemz plati ekvivalence: f,, = f vicip © f,, 3 f v [a, b].

DUKAZ: Za¢neme nejprve dikazem ekvivalence. Vyrazem ,f,, = f vii¢i p“ rozumime
p(fn, f) = 0,n - +oo... pficemz jsou si definice p a ¢ (viz Lemma 15. 1.) ekvivalentni.

Nyni diikaz Gplnosti. Vyraz ,prostor je Gplny“ chapeme, f,, € C([a, b]), {f;.}nen
cauchyovska vii¢i p = 3f € C([a, b]): f,, » f vici p — rozpis vyrazu ,cauchyovska“:

(Ve > 0)(3n, € N)(Ym,n = no)[p(fn, fn) < €]

vv/s

Vx € [a, b]: |f,(x) — fin (x)] < €, coZ je definice (B. C.st.) = 3f (x): f,(x) 3 f(x) v [a,b],
navic f,, € C([a, b]) = f € C([a, b]) viz Véta 15. 1... tedy celkem f,, — f viici p!
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4.3 ZAMENY OPERATORU A STEJNOMERNA KONVERGENCE

Poznamka 16: Zdména operaci — archetypalni situace

Necht' X vektorovy prostor a L: X = X linearni operator... L(x + y) = L(x) + L(y) &
zaména operaci ,+“a , L"“.

Necht' f(x): U(x,) = R spojita funkce v x, ... lim,_,  f(x) = f(lim,_, x) © zadména

«

operaci ,f“a,lim,_, “

Poznamka 17: Zdména operaci obecné vs. stejnomérna konvergence

Obecné neni zaména moZna kromé definici, prip. dokazanych vét. Specialné tedy obecné:

fn(): (0, 400) o R:limy, 4o (liMye 4o f (X)) # im0 (liMys 400 fr (X))

[ (x) 5 f(x) = f/(x) » f'(x),n > +oo... piipadné i stejnomérna konvergence
iMoo [y () dx # [ limy o0 f(x) dx .. protiptiklad?

0%y f # 05 f ... viz kapitola 14

a dalsi? ...

SANE e

Stejnomérna konvergence = nékdy fungujici dodatecny predpoklad!
v X
PROTIPRIKLAD k 1. bodu: funkce f;, (x) = arctan (5)

n pevné, x - +oo: f, (x) - g = (leva strana), ale
x pevné, n - +oo: f, (x) » 0 = (prava strana)

PROTIPRIKLAD Kk 2. bodu: funkce f;,(x) = n™!sin(nx) nal = R

Funkce jde bodové ke konstantni funkci f(x) = 0 a g, = sup,¢|f,(x) =0 =n"1 > 0.
Tedy f,,(x) 3 0, ale f,, (x) = cosnx + 0!

Nasledujici tri véty nam zajisti zamény 1, 2 a 3.

Véta 15. 4: Moore - Osgoodova véta
Necht' f,,(x), f(x) jsou definovany na jistém P (x,, §); x,, 6 pevna.

Necht:

1. fu3fVvP(xy9)
2. proVnpevna3c, € Ric, = lim,_,,, fr(x)

Pak:



a. AceRic=lim, .y
b. lim,, f(x)=c

Tedy ,1b=2a" - lim,_,, (lim,_q fr(x)) = limn_hLoo(limx_w0 fn (x)).

DUKAZ: Provedeme ve dvou krocich: diikaz 3¢ (tj. bod a) a rovnosti lim,_,, f(x) = c (tj.

bod b).

1. Vime 3 limity © (B. C.) - tj. cil: (Ve > 0)(3n, € N)(Vm,n = ny)[lc,, — cn| < €], tedy
€ > 0 dano a z predpokladd vime, ze f,, 3 f resp. f, spliuji (B. C. st.) v P(x,,d) a tedy
fn = f, celkem dostavame:

IngVm,n = nyVx € P(x,, 6):2 > |frn (x) = ()| = ey — cpl, kde jsme jiz vyuzili
limitniho prechodu x = x, (absolutni hodnota zachovava limitni prechod), diky cemuz
ziskavame pozZadovany zaveér:

|C — Cnl < § < € a dle prislusné véty (kapitola 7) 3c € R:¢,, » ¢,n > 4+

2. cil: f(x) = ¢, tj. (Ve > 0)(An > 0)[x € P(xy,n) = |f(x) — c| < €] ... dale
pro x = x,,€ > 0 dano a n dostatecné velké, Ze

e |c,—c|< § ¢ limita ¢,
o |f(x)—f,(0)| < § Vx € P(xy,1) ... prvni predpoklad (,f stejnomérna limita f,,“)
e volmen:0<n<é&:|f,(x) —c,| < § Vx € P(xg,1)... druhy piedpoklad

Celkem:|f(x) —c| < |f(x) — £, + |fu(x) — cpl + |c,, — c| < ena P(x4,7)

Véta 15. 5: O derivaci posloupnosti funkci ¢len po ¢lenu

Necht I c R je otevieny interval, necht f, (x) jsou diferencovatelné* v I. Necht' existuji
funkce f(x), g(x) spliujici:

1. i) > fvli
2. fux) 390 Viy

Potom:

a. f(x)jetézv I diferencovatelna
b. f'(x) =gx)vx el

Tedy ,1b=2" - (lim,,_, 4 f5,(x))" = lim,_, ;¢ fi (x).

DUKAZ: Idea dlikazu spociva v souvislosti derivace a limity - tedy aplikace predchozi
véty (Véta 15. 4). Z toho divodu si zavedeme pomocné funkce ¢, (x), ¢(x) a Yy, (%) viz

4 Pripomenme, Ze v takovém pripadé ma vlastni derivace vSude a tedy jsou funkce spojité!
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déle v textu. Vime, Ze f;, (x) = g(x) v I - tedy:
38 > 0:f, 3 gnaP(xy,9)

Cilem je 3f'(x,) arovnost s g(x,)

Necht x, € I dano; pomocné funkce na P(x,, 6):

P () = (f,(0) = fn(x0)) - (x —x0) 72
p(x) = (f(x) — f(xg)) - (x —x) 7}
lpmn(x) = fm (X) - fn(x)

Pozorujeme: lim,_,,, ¢, (x) = f, (x,) - definice derivace o které vime, Ze existuje a
@n(x) = @(x) proVx € P(xy, §) pevna, nebot vime, Ze f,, = f.

V souladu s prislusnymi predpoklady viz Véta 15. 4 plati: ¢,, = f,; (x,), ¢ = g(x,) a
pokud ¢, (x) 3 @(x) plati i prislusné zavéry. Pouzijme (B. C. st.), tedy:

(Ve > 0)(An, € N)(Vm,n = no)(‘v’x € P(x, 6))[|<pm(x) —p, ()| < €]

om0 = 900 = (00 = fn () - G = 2007 = (a0 = fu&0) ) - (x = 20) ™ =
= Wmn = Yam) + (6 = %)™ = P (X
Posledni rovnost plyne z Lagrangeho véty, Cili ¥ € (x, xy) a tedy X € P(x,,5).
Vime, Ze 3f, atedy Y,,n = fin — fn dava smysl.

Ukézali jsme: x € P(x,,8) dano = 3% € P(x,, §) tak, Ze plati: |¢p,,(x) — ¢, (x)| =
|fmn (X) = £ (.

Vime, Ze f,, 3 g < plati (B. C. st.) pro f,, na P(x,, §); (diskutovano drive - z
predpokladii).

Celkem tedy mame (B. C. st.) pro ¢, na P(x,,§) © ¢, 3 (prozatim ne nutné k ¢)! Avsak
diky piedchozimu (¢, (x) - ¢(x) a dale Poznamka 7 bod 1 -tedy ¢,, 3 § = ¢, > § =
@ = @)! Nyni Véta 15. 4:

Vime, Ze ¢, (x) a ¢(x) jsou definovany na jistém P(x,, 6); xo, & pevna.
Vime/dokazali jsme predpoklady véty (Véta 15.5):

1. ¢ 3 @VvP(x,06)
2. proVnpevna 3c, € R: f;(x0) = ¢, = limy_,, 0, ()

A tak ddvame pozadovany zavér:

a. AceRic=1lim, 1€, = |g(x0) = lim,_ ;e fn’(xo)l ... jiZ vime

b. limy, @(x) = ¢ =[f'(xg) = g(xo)]
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Véta 15. 5: O integrovani posloupnosti funkci ¢len po ¢lenu

Necht u,,(x) = u(x) v I, necht U, = [ u,,(x)dx v I, necht U,(x) - U(x) v 1. Potom
fux)dx=Ux)vI.

DUKAZ: Cil: U'(x) = u(x),Vx € I (definice integralu). Oznac f,,(x) = U,(x) — U(x), dale
fi(x) = u,(x) 3 ulx) vlI..nynijiz aplikace predchozi véty (Véta 15. 5).
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5 STEJNOMERNA KONVERGENCE RAD FUNKCI

Pri zavedeni Taylorovych polynomt miize (méla by) vyvstat otazka, zda je mozné
takovym polynomem opravdu zcela piresné rekonstruovat ptivodni funkci. I

v nasledujicich kapitolach se budeme setkavat s riznymi aproximacemi funkci pomoci
»polynomi“ a podobné jako v teorii Taylorovych polynomu zjistime, Ze ¢im zvySujeme
stupeni ,polynomu®, tim téZ zlepSujeme kvalitu aproximace. Konkrétné si polozme
otazku, dokaze nekonecny Tayloriiv polynom (nekone¢na suma mocnin) - tedy
nekonecny soucet ady - konvergovat (stejnomérné) k pivodni radé? Respektive v této

sekci poloZime zdklad pro dokazani takové vlastnosti.

Definice 5: Znaceni a definice stejnomérné konvergence rad funkci

Jsou dany f; (x): 1 = R(C). Oznaéme s, (x) = X¥_, fx (x),Vx € I. Rekneme, Ze fada
funkci Y352, fi (x) konverguje stejnomérné v I, jestlize 3s(x): I ~ C tak, Ze posloupnost
sp(x) 3 s(x) v I. Uvedena fada konverguje lokalné stejnomérné v I, pokud posloupnost

sp(x) 3 s(x) v Iy, pro shodné s(x). Nezapomerime na rozdil znaceni stejnomérné

konvergence s, (x)lg,cs(x) v I a dale v textu budeme pouzivat s, (x) 3 s(x) v I.

Pozndmka 18: Konvence a poznamky ke znaceni v této sekci

Formulaci ,jsou dany f; (x)“ dale v textu rozumime vySe zapsané fi, (x):1 » R(C).
Souétem fady Y.£ %, fi (x) rozumime jiZ zavedenou funkci s(x): I » R(C), tedy s(x) =
lim,,_,; o S, (x) - ma smysl pokud s,, (x) -.

5.1 PRAVIDLA PRO STEJNOMERNOU KONVERGENCI RAD

Poznamka 19: Opakovani konvergence pro rady

a, € C: Y12 a, konverguje & Ja € C: s, > a © ay splni (B. C. 1) - viz V. 10. 11.
(B.C.1) (Ve > 0)(3n € N)(vn > ny)(vp € N)[|Zp2E,, ax| < €]

Nutnd podminka konvergence (V. 10. 1.): Ya; konv. = aq; = 0,k — +oo.

Véta 15. 6: Nutna podminka stejnomérné konvergence rady funkci

Necht fada Y f; (x) konverguje stejnomérné v I. Potom f;, 3 0 v [.

DUKAZ: cil: (Ve > 0)(3n, € N)(Vn = ny)(Vx € D[|f,,(x) — 0] < €].

Vime, Ze s,(x) = XF-; fx (x) 3 s(x) v I, pro néjaké s(x)...€ > 0 dano:
€
AnyVn = nyVx € I: s, (x) — s(x)| < 3

také: Vn = ngVx € It | fup1 ()| = Ispe1(x) — s, = |spy1 — s+ 5 — 5, < 2 g
resp. prezna¢ n :=n — 1!
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Definice 6: Bolzano - Cauchyho podminka pro fady - stejn. verze

Rekneme, Ze funkce f; (x) spliiuje Bolzano - Cauchyho podminku stejnomérné
konvergence pro rady pokud plati (B. C. f. st.).

(B.C.-.st) (Ve > 0)(3n, € N)(Vn =ny)(vVp € N)(Vx € I)[|ZZI£+1fk(x)| <el

Véta 15. 7: Ekvivalentni definice stejnomérné konvergence pro rady

Necht f, (x): I » C dana. Potom je nasledujici ekvivalentni:

1. Y fi (x) spliuje (B. C. 1. st.).
2. Yfi(x) konverguje stejnomérné v I (tj. s, 3 vI).

DUKAZ: Pfevedeme na posloupnosti, konkrétné vime: s, (x) := X}, fi(x),Vx € . Bod 2
je ekvivalentni s: 3s(x): s, (x) 3 s(x) vI © s, (x) splni (B. C. st.) viz Véta 15. 3, tedy
konkrétné: (Ve > 0)(In, € N)(Vm,n = ny)(Vx € I)[|s;,(x) — s,(x)| < €]. Pozorujeme,
BUNO m > n, ozna¢ p '= m —n, potom:

n+p
Sm(x) — s, (x) = Z fi (x) tedy bod 21
k=n+1
|
Definice 7: Absolutni stejnomérna konvergence fady
Rekne, ze Fada Y. f, (x) konverguje (lokalné) absolutné stejnomérné v I, pokud Y| f;, (x)|
konverguje (lokalné) stejnomérné v I.
Véta 15. 8: Absolutné stejnomérné konvergujici fada konverguje téz
stejnomérné
Necht rada ) f; (x) konverguje absolutné stejnomérné v I, Potom tato fada konverguje
stejnomérné v I.
DUKAZ: PrepiSeme piedpoklad i zavér pomoci (B. C. I. st.) viz Véta 15. 7. PricemZ
aplikujeme trojihelnikovou nerovnost, konkrétné:
n+p n+p n+p
> A= D IROI=| ) I
k=n+1 k=n+1 k=n+1
Pozorujeme, Ze véta popisuje zjevny fakt (predpoklad je silnéjsi nez zaveér).
|
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Véta 15. 9: Weierstrassovo kritérium

Jsou dany f, (x): I » C, necht 3{a; }, ey Ciselnad posloupnost nezapornych ¢lent takova,
Ze plati nasledujict:

1. |fi®)| <a,,Vxel,VkeN

2. Y ai konverguje

Potom )}, fi (x) konverguje absolutné stejnomérné v I.

DUKAZ: )}, fi (x) konverguje absolutné stejnomérné v I < splni zde (B. C. f. st.) pro
Yl fie ()] = cil. Dale vime };, a; konverguje < splni (B. C.t.). Celkem tedy (s
predpokladem 1 & € > 0 dano):

n+p n+p
Ing € NVn = nyVpvx € I Z lfi O] < Z ag| <€
k=n+1 k=n+1

Poznamka 20: Srovnavaci kritérium (obecnéjsi formulace Weierstrassova
kritéria)

Jsou dany fi (x):1 » Ca g, (x):1 » R{. Necht Vk € N pevna plati nerovnost

|fi G| < g (x),Vx € I.Pokud X7% gx(x) 2 vI, pakiXiZ fi (x) 3 vIaplati
nerovnost %% |fi, (0| < X2 gy (x).

DUKAZ: Z predchoziho diikazu viz Véta 15. 9 vime, Ze stali prepsat ,3“ pomoci
kvantifikatort (B. C. I. st.) a vyuZzit predpokladané nerovnosti.

Poznamka 21: Weierstrassovo kritérium - poznamky

1. Protadu X} gx(x) z pfedchozi pozndmKky (Pozndmka 20) se nékdy pouziva
oznaceni ,majorantni rada“, tj. fada majorizujici (,omezujici“ resp. odhadujici) radu
21 fi ()| z téZe poznamky (nékdy oznacované jako ,minorantni fada“).
2. Véta 15.9 (Poznamka 20) plati jen jednim smérem, v tom smyslu, Ze divergence
majorantni rady nic nerika o radé minorantni!!!
3. Véta 15.9 (Poznamka 20) lze vyhodné pouZit pti majorizovani ¢iselnou fadou
¥ ag. Kde ay == supye|fi (x)| resp. ay == sup,e; gx (x). PricemzZ g (x) miize byt
vhodnd ,aproximace” vznikla s ohledem na horni odhad ptivodni sumy.

Priklad 7: X7 fi (%), fir (x) = sin (%)x €R
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Tvrdim, Ze fada nekonverguje stejnomérné v R, nebot’ neplati' fi(x) 3 0vR! Ovérime
Ok = SUPerlfix(x) =0 =1 » 0,k > +oo; voll'me —=- + 2Nt resp. x = k? ( )dale

viz Lemma 15. 1.

Uvazme (v duchu Poznamky 13) interval x € I = [-M, M], kde M > 0 pevné, odhad

()] = [sin (5)] < |k2|—"‘2'_k2=:ak

... hruby odhad, ale ,nepresnosti“ se schovaji do ,definice M“. Nyni jiZ staci aplikovat
Weierstrassovo kritérium viz Véta 15. 9, nebot’ vime Y k~? konverguje & b > 1. Celkem

tedy 042 fie(x) 3 1.

Priklad 8: ¥} fi (X)), fi (x) = x € RY

1+(k )2’

Z piedchoziho vime: f;,(x) 3 0v I := [1,+),t > 0 libovolné pevné. Opét provedeme
hruby odhad |f; (x)] < %i ... odtud ptrimo neplyne divergence, ale jsme jiZ nahlodani

takovou myslenkou. Zkusme tedy aplikovat negaci (B. C. I. st.):

n+p

Je > 0Vny3an >ny,Ip € N3Ix z fi(@)]| > €
k=n+1

Vime f; (x) 3 0, pokud by $la monoténné, mohli bychom pouZit odhad (n = p = ny):

2710
2nyx
= —22 = 1 =€
T+4ngx?| _ 1
Jx 2n0

fk(x)

k=n0+1

Monotonii vii¢i k ovérime nasledovné (x = ¢):
x + k?x3 — 2k?x3 (1 —%k?)
Orfre(x) =

0
(1 + (kx)?)2 0 symbolicky (-, 0)(< )

( ZkZ)Z e (> 0)

Monotomie zjevné nastava az pro tk > 1.

Definice 8: Stejnomérné verze omezenosti a monotonie funkc¢nich rad
1. Rekneme, Ze f}, (x) jsou stejnomérné omezené (SO) v I, jestliZe:

(3K > 0)(vx € )(Vk € N)[|f,(x)| < K]

2. Rekneme, Ze Y f;, (x) méa stejnomérné omezené ¢aste¢né soucty (SOCS) v I, jestlize:

Zn:fk(x)
k=1

(3K > 0)(vxe)(Vn e N) <K
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3. Rekneme, Ze je posloupnost {f, (x)}xen stejnomérné (ryze) monoténni v I, jestlize:

klesajici
nerostouci
neklesajici

rostouci

(Vx €I ...pevna)(Vk € N) | fi, (x) fir1(x) &

NINIV V

4. Rekneme, Ze f, (x) ma v I predchozi vlastnosti od jistého n, stejnomérné, pokud:
.. (@ny e N)(Vx € )(Vk = ny) ...

Poznamka 22: Postacujici vlastnosti v ndasledujicich vétach (Véta 15. 10,
Véta 15. 11 a Véta 15. 12)

Staci prislusné vlastnosti z Definice 8 (body 1-3) od jistého n, stejnomérné viz Definice 8
(bod 4). Analogie z ¢iselnych rad: konvergence rady ,nezaleZi na kone¢ném poctu
rozdilnych ¢lenti” viz prislusné Lemma.

Véta 15. 10: Leibnizovo kritérium - stejnomérna verze

Necht' g, (x) 3 0 v I, necht je navic posloupnost {g) (x)},cy stejnomérné nerostouci v I.
Potom plati: X}& (—1)*g,(x) 3 v 1.

DUKAZ: Pomoci obecnéjsi véty (Véta 15. 11), piipadné: aplikujeme Lemma 15. 1 na
Sp(x) = 20_, (—1)* g (x)... tedy (zapis o, [s,] chdpeme jako , 0, pro s,“):

> Drge)

on[sp] = sup [s(x) — s,(x)| = sup
x€l k=n+1

< sup|gn41(x)| > 0
X€I X€I

Posledni nerovnost samoziejmeé plyne z vlastnosti ,stejnomérné nerostouci“ a
Supyerl gns1 ()| = 0, [gn (x)] = 0, nebot’ g, (x) = 0 (opét Lemma 15. 1). V diikazu jsme
byli ponékud nepoctivi, protoZe ndm s(x) spadlo z nebe. Uvédomme si, Ze Vx pevna plati
grx(x) 3 0= gi(x) = 0 (i ve smyslu ¢iselné Fady) a dale {gy (x)}rey Stejnomérné
nerostouci je téZ nerostouci. A nyni dle ,klasického“ Leibnize dostavame nase s(x).

kx +
1+ (kx)?2 X ER

Piiklad 9: X2 (—1Dkgr(x), g (x) =

Pokusime se tedy aplikovat Leibnizovo kritérium - z predchoziho vime, Ze smysl ma
pouze interval I := [, +), nebot zde g, (x) = 0 dokonce stejnomérné monoténné

(pFedpoklady véty). Tedy celkem plati: X} % (—=1)*g,(x) 3 v 1.

Navic dokonce Y}% (—1)* g, (x) 3 v R, tj.: Vxo € (0, +00)3n > 0 t.z Fada konverguje
stejnomérné v (0, +o0). Ze tomu tak opravdu je lehce nahlédneme: x, > 0 dano, volme
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1>0:0<1<xy&nN>0:x9g—n >1>0... schematicky —t —(n-x,-1n)——

Poznamka 23: Abelovo sumacni lemma - opakovani resp. obecnéjsi
formulace

Necht ng,p € N; a;,; € C,i = ngy,ny + 1, ...,n + p. Oznaéme B; := Z;;:no B, pak:

No+p ng+p—1
(A.S) z I Z (@g+1 — ap)By
k=n0
Specialné pokud® 3K Vj = ny: |B | <KAa;=aj; = =0,pak:
Nno+p
(A.L) Z aPr| < an K,Vp =1
k=n0

DUKAZ: Provedeme pro obé tvrzeni naraz (v podstaté stejné jen opakovani), pricemz
n:=ny+pABy,_4 =0:

n

z P = Z (Bx — Br-1)ay = Z Bay — Z Bj-1a, =

=N
z Bray — z Braygy = Z By (ay — ay41) + Bpay — By _10, =
~————
k= =Ng— 1 =0
teleskopicka suma
n n—1 n-1 \
- Z“kﬁkﬁz By ||k — Qp+1| + |Bu| |2 SK'Z(ak_ak+1)+an|:Kano
Nt ~— ! N
k=ng k=ng I =K e <K1l1=20 k=ng /

Podtrzené Casti jsou vlastné prislusné zavéry z véty.

Poznamka 24: Abelova parcidlni sumace

V predchozi poznamce (Poznamka 23) jsme preformulovali Lemma 10. 3., jeZ jsme
nazvali Abelovo sumacni lemma. Alternativné se pouziva téz oznaceni Abelova
(parcialni) sumace a my jsme ji v kapitole vénované ¢iselnym Ffadam vyuzili pti diikazu
Abelova/Dirichletova Kritéria, ostatné tak uc¢inime i tentokrat pro jejich stejnomérné
verze.

5>V kontextu zavedeného znaceni: f; ma (v I) SOCS a {aj}jeN stejnomérné klesajici (v I) posloupnost

nezapornych clent.
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Nez tak u¢inime, zamérime se na vzorec (A. S.), ktery miiZe pripominat vzorec pro
metodu per-partes z teorie Newtonova integralu. A opravdu to neni podobnost Cisté
nahodna, pri uvazeni (neformalné): derivace < rozdil funkénich hodnot na krajich
daného intervalu déleny délkou tohoto intervalu a integral < ,,suma funk¢nich hodnot”
v daném intervalu vynasobend opét délkou tohoto intervalu (,plocha pod grafem
funkce“). Rozvedeme nyni tuto ivahu podrobnéji, byt stale za hranici korektnosti.

Méjme spojité funkce f(x), g(x) naintervalu [a, b] a uvazme ekvidistantni déleni tohoto
intervalu ve smyslu kapitoly Riemaniv integral - tj. déleni se ,stejnou délkou“ h. Potom

jisté mizZeme nadefinovat n = b%a,fi = x; ... krajni body délenia f(§;) = f(x;) € a;

analogicky g(x) a B;. Pro }; ha;8; = hY; a;B; pak plati, Ze konverguje k Riemanoveé
integralu. Pri uvaZeni (A. S.), prislusné véty pro charakterizaci Riemanova integralu
pomoci primitivnich funkci (ve smyslu Newtonova integralu) a h - 0,n = +oo, plati:

n

n—-1
Z ayfr = anB, — Z(ak+1 — ay)By
k=1

k=1

Nyni roznasobime obé strany rovnice h a provedeme limitni prechod, diky cemuz leva
strana konverguje k Riemanové integralu. Pravou stranu upravime nasledovné (s
tmluvou G (x) = [ g(x)dx):

n-1

[ reogets = aphe, - 3 1 (E2=% ) o r36) - [ Froceods

h
k=1

NezZ zcela opustime vzorec (A. S.), zkombinujeme nyni integralni a sumarni nadhled na
(A.S.). Zavedme a, = a(x) & %,,Bx & 1= B, =|x],R3x = |x]| + {x} a pfeformulujme
(A. S.) takto:

[x] x

Z ayPBr = a, B, — J. a;B.dt
1

k=1

Nyni tedy po dosazeni a Gipravach (ozna¢ H, = X1 <p<|x| %):

H, = x| N j-x |t] x — {x} N J‘x t — {t} {x} fx )

7 t_Zdt: X 2 dt=1—7+logx—
V limité x — +o0 pak plati (ne zcela precizné):
U . .
y=1-— f t_zdt = xlllll (H, —logx) = 0,577215 ... Eulerova konstanta
1 —>+ 00

Vyznam této konstanty (v tomto kontextu) spoc¢iva v onom odecitani nekonecen (fada
H, diverguje a In x téZ v nekonec¢nu nabyva +o0).
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Véta 15. 11: Dirichletovo kritérium - stejnomérna verze

Necht' f;, (x) ma SOCS v I, necht g, (x) = 0v I A{gy(x)}rey stejnomérné monoténni a
nezaporna posloupnost v I. Pak 1% fi (x)gx(x) 3 v I.

DUKAzZ: Vime ,3<(B. C. I st.)“, dale pokud |} f; | < K A g, 2 0 monoténné aplikujeme
(A.L.) amame poZadovany zavér. Nyni tedy ovérime tyto predpoklady:
VypiSme jesté nejprve (B. C. I st.), konkrétné:

n+p

(Ve > 0)(Any € N)(Vn = ny)(Vp € N)(Vx € 1) z fie(X)gr(0)| < €
k=n+1

1. fi.(x) ma SOCS = |Yf;| < K (udélame obecnéji s predpokladem ,stejnomérné od
jistého n,“):

Tedy plati 3K > 03n,Vn = n,Vx € I: |s,(x)| < K a tedy:
|ZRel ) fie ) g O < |Snap )] + I, ()] < 2K ... ¥pYn = nyvx € 1

2. omezime | g, (x)| pomoci (B. C. st.)
Vime g, 3 vI = In,Vk = n,Vx € I:|g,(x) — 0] < % <e€..Vp

Navic BUNO ptepokladejme {g; (x)}xen stejnomérné nerostouci.
3. Nyni aplikace na (B. C. . st.) - vol n, := max{n,,n,} a aplikuj (A. L.):

n+p

Z [ () gk ()| < gne1(X)2K < €..Vn =nyVp = 0Vx € [
k=n+1

Pozndmka 25: O funkcich se SOCS®

e (—1)*: funkce nezavisld na x & |s,,(x)| < 1, odtud vychazi Véta 15. 10
e ... adalsi ¢iselné posloupnosti s omezenymi ¢aste¢nymi soucty
e sinkx resp.coskx:Vx € R\ {2km, k € N} plati (Lemma 10. 4.):

[ o] < ) Ll )

cos inX
sin>
pouZili jsme pti tom [] ve smyslu ,pro“ a {} ve smyslu ,bud anebo”.
—_x)k ik
o ¢ ’2 : trivialni, ale téZ modifikace - nap¥.: ( x)k <...atd.
X 1+x

6 CasteCné soucty budeme oznacovat s, (x)
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Priklad 10: T4 fo(¥)g (), fe(®) = sinkx, gy (x) = k™
Pozoruji: g, (x) = 0 v R, > 0, stejnomérné monoténni; V& > 0 pevna: fi, (x) ma SOCS
v :=[68,2m — &§]... konkrétné |s, [fi, (x)]]| < sin™?! g,‘v’n > 0Vx € [...tedy dle
dirichletova Kkritéria plati s, [fi, (x) g (x)] 3 v I..V6 > 0.7

Naintervalu J := [0, §] prepokladame divergenci (pro¢ ?) — neni splnéna (B. C. f. st.),

konkrétné ,dokaZzeme" jeji negaci, tj.:
n+p

de > 0Vny3an >ny,Ip € N3Ix Z fi(x)| <e
k=n+1

/ U wologx =" pen. e(Em
ny € N dano, volme n = n, tak, aby% € (0,6):poloz x = P =N € ( , )

4’2
n+p on . _km on . T
sin kx Slnm Smﬁ 1 1 1 1 1
I N A
k=n+1 k=n+1 k=n+1 2 L V2

Véta 15. 12: Abelovo kritérium - stejnomérna verze

Necht Y fi (x) 2 v I.Necht g, (x) jsou stejnomérné omezené v I a posloupnost
{gx (X)}ren stejnomérné monotdénni v I. Potom ¥ fi, (x) g (x) 3 v 1.
DUKAZ: Vime ,3<(B. C. I. st)“, opét jej tedy nejprve vypiSeme:

n+p

(Ve > 0)(3n, € N)(Vn = ny)(vp € N)(vx € I) Z £ (09| < €

k=n+1

Vime: 3M > 0:|g,(x)| < M ...Vx € I Vk...Vx € I pevné, navic BUNO {g, (x)}xen
stejnomérné nerostouci v /= 3 limy,_, , o, g (x) konecna ... ozna¢me ji g(x).

Nyni v duchu dtikazu ,klasické” verze definujme: h; (x) = g, (x) — g(x) ... zZjevné h;, - 0
a {hy (%) }ren stejnomérné klesajici posloupnost nezapornych ¢lent v I. Navic

|h GO < 1 g (O] + [g(x)] < 2M.

Necht € > 0 dano: vime Y f; (x) 3 (B.C. . st.) ... tedy:

n+p

€
dnyVn = nyVp = 1Vx € I: z fr(0)] < I

k=n+1

Celkem: |Yfi, () gk )| < 1Xfi () g + 1Y fi () ()| & P, + P,

7 Pouzili jsme opét zkraceny zapis s, [ ... ] ve smyslu ,Castecné soucty pro funkci ...“
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- Py = |gIIEfi (0] < MB_M = g

€
- P, < Rpyi(x) - max|Yfi ()| < 2M —— = ~€
w7 3M

Celkem:P1+P2<€

Piiklad 11: X% (—1)k- 1x =In(1+x)..x € (—1,1) .. viz min. sem.
Rada konverguje v I := [0,1] ... tj. ,protdhneme“ do x = 1.
Vime, Ze Fada f, (x) = konvergu]e dle ,klasického“ Leibnize, dokonce stejnomérné -

nezavisi na x. Dale gk(x) = x* .. |ge ()| < 1Vk, x¥ > x*1 vx € [0,1].

S+e(1) = Jim 5,0 (x) = Jim (In1+4x) =1n2

spojitost "="na P (1)

5.2 VLASTNOSTI A ZAMENY OPERATORU STEJNOMERNE KONVERGUJICICH RAD

Véta 15. 13: O prenosu spojitosti stejnomérné konvergujici rady
Necht f,(x) € €(I),Vk € N, necht Y f,(x) 3 vI.Potomisoucets(x) € C(I).

DUKAZ: Z minulého semestru: s, (x) = Y7_; fi (x) € C(I),Vn € N. Nyni jiZ pouZijeme
predpoklad s, (x) 3 s(x) vIanyni Véta 15. 1 = s(x) € C(D).

Pozndmka 26: Diniho véta

Véta 15. 13 vybizi k otazce, zda by naopak ,pouze” spojitost ¢lenti Fady a jejiho souctu
nestacila k tomu, aby fada konvergovala stejnomérné. A opravdu, jeSté pri uvazeni jisté
zavislosti mezi stejnomérnou a bodovou konvergenci (Pozndmka 7 bod 1.), mame

v podstaté celou vétu, ktera toto zarucuje, konkrétné:

Necht fi (x) € C(I), necht 3s(x) € C(I): X.fx (x) = s(x). Necht s, (x) = X}i_; fu(x) A
{s,(x)} stejnomérné monoténni v I. Pak Y. f;, (x) =3 v I.(Pozn.: | omezeny a uzavieny
interval).

?
DUKAZ (rdmcovy): Lemma 15. 1.: ¢ = sup; |s, — s| = 0.,,7 souvisi s predpoklady -
spojitost, monotonie, omezeny a uzavreny interval.

~ 25 ~



Véta 15. 14: O integrovani rad ¢len po ¢lenu

Necht f,(x) € C(I), kde I := [a, b] omezeny uzavreny (tedy kompaktni) interval. Necht
Sp(x) =211 fi(x) &s, 3 vI.Potom:

jb (i fk(x)) dx = i <fbfk(x)dx>
@ \k=1 k=1 V"¢

! lim,, 0 Xhey “... Vime: 3s(x):s, 3 sv ... nyni Véta 15.5 pro

&
(¢aste¢né) soulty = lim [ s, & [ s“— ,LS & PS"

DUKAZ: , )2

PS: s, (x) = s(x),pakijisté s, = s pro Vx € I pevna ...aplikuj

LS: [ sy = [ $fe L3 fi ... aplikuj lim

Ad (1): linearita + kone€ny soucet

Pozndmka 27: Typ integralu v predchozi vété (Véta 15. 14)

Rychla odpovéd - jakykoliv / podrobna: f, € C([a, b]) = s, € C([a,b]) = s € C([a, b])
(Véta 15. 13)... Integraly ((V); (R); ...) maji smysl a rovnaji se, obdobné jejich vlastnosti
(linearita, ...).

Véta 15. 15: O derivaci fad ¢len po ¢lenu

Necht f; (x) jsou diferencovatelné (a tedy spojité) v I, kde I c R otevieny. Necht Vx € I
pevna s, (x) = Y. fi(x) =, necht ) f;(x) =3 v I,. Potom i soucet s(x) je diferencovatelny
a plati:

+00 ! +00
(Z fi (x)) =) fi)
k=1 k=1
DUKAZ: s,,(x) zjevné diferencovatelné (konecna suma — VoAritmetice derivaci viz prvni

semestr). Tj. zaruci predpoklady stejnou vlastnost i pro s(x)? Vime:

3s(x):s, 3 s Vx € I pevna
Ag(x):s;, 3 glx)viy

Zjevné tedy jiZ jen staci aplikovat piislusnou vétu pro posloupnosti (Véta 15.5) = s(x)
je diferencovatelna a navic s'(x) = g(x)Vx € I. Z definic s(x) = X{Z fi (x), g(x) =

= 2i2 fe ().
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6 ZAVERECNE POZNAMKY

Poznamka 28: MoZna zobecnéni predchozich vét

Resp.uvazeni f, fi,(x): I » Y ... c X ...(X, p) A (Y, 0) metrické prostory. Tedy zjevné
plati predchozi véty pri uvazeni kapitoly Metrické prostory z predchoziho semestru.
Specialné:

Pro posloupnosti - pro prenos spojitosti (Véta 15. 1) mlze byt X obecny metricky
prostor, Véta 15. 2 lze téZ primocare aplikovat pro X obecny prostor s mirou avsak
(analogicky problém viz Poznamka 8) mira celého prostoru musi byt kone¢na. Véta 15. 4

- zde lze konvergence x, = x, resp.n = +oo nahradit libovolnymi konvergencemi
v jakémkoliv metrickém prostoru.

Pro rady - Y vektorovy prostor.
Pro véty o B. C. podmince musi byt Y uplny prostor.

Pozndmka 29: Poznadmky k mocninnym fadam

1. Necht 3r,R:r < R = moc. fada konverguje absolutné stejnomérné v U (0, ).
2. (Abelova véta) Necht moc. fada konverguje (i nebodové) pro x = z € C, zde |z| = R.
Potom mocninna fada = na tse¢ce mezi 0 a z.

3. (Abelovavéta) Necht 3¢ € R: Ya, (Rei‘p)n konverguje, pak mocninnd rada

konverguje stejnomérné na mnoziné {z = te'?,t € [0, R]}.

DUKAZ (¢astecny): pro 1. tvrzeni staci pouZit stejnou definici pro R jako v prislusné
kapitole a pro x € U(0,r) pak staci rozsitit cleny posloupnosti p/p... p > r a ¢ast omezit
konstantou (definice R) a druhd ¢ast dava dle Weierstrasse poZadovany zavér. Pro 3.

. . n
tvrzeni vyuZijeme a, (te“p)n = a, (Re“”)n (%) & Abelova kritéria. 2. tvrzeni je jen

trividlnim dlisledkem pro ¢ = 0.
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