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Mili ¢tenafi,
stojite na prahu predmétu, ktery bude vasim témér kazdodennim chlebem po nasledujici ¢tyti semestry.
Pokud vytrvate, ziskate predev§im piehled o zdkladnim aparatu, ktery je zapotiebi pro ,,péstovani fyziky*.
Stejné jako jiz po mnoho let, které jste stravili ve vzdélavaci masinérii, se budete ucit predné praktické
postupy, nezbytné pro kvantitativni popis jevi, naptiklad fyzikalnich. Zaroven se ale pfed vami odhali
jesté druhd tvar matematiky jako logické konstrukce, v niz vypocetni pravidla ,nepadaji z nebe“. Umét se
po této konstrukci pohybovat prinasi hned dvé vyhody: ukéze se, ze mnoho véci lze odvodit, a neni tudiz
nutné si je pamatovat, a za druhé ziskate zru¢nost v logickém uvazovani. A to vdm, doufame, umozni
¢init spravné zavéry nejen v matematické analyze.

Drzime vam tedy palce a tésime se na shledanou v druhém semestru.

Vladimir Soucek, Jana Gfondilové, Daniel Kral, Dalibor Smid
Svatopluk Krysl, Karel Vyborny, Petr Zemla



Znaceni
V textu budou pouzivany nésledujici symboly:

M = {...} mnozina zadand vy¢tem prvki nebo charakteristickou vlastnosti svych prvki,

identicky rovno (napf. dvé funkce maji v§ude na dané mnoziné stejné hodnoty),

df o o .. . .
= definitoricky rovno (pfi definici nového pojmu),

VYV  obecny kvantifikator, tj. ,v8echna“,  pro vSechna“,  pro kazdé“ ...,
3 existencni kvantifikdtor, tj. ,existuje“, ,,pro néjaké“ ...,

3! existuje pravé jedno,

AAB plati A a zaroven plati B, plati oba dva vyroky A, B,

AV B plati A nebo plati B, tedy plati alespon jeden z vyroka A, B,

A =B, B< A A implikuje B, z A plyne B, pokud plati A, pak plati B,

A & B A je ekvivalentni s B; A plati pravé tehdy, kdyZ plati B; A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati
B; plati-li A, plati B, neplati-li A, neplati B,

(a,b),{a,b), (a,b),(a,b) omezené intervaly na mnoziné redlnych ¢isel: uzavieny {Vz € R,a < z < b}, po-
louzavieny (polootevieny) {Vz € R,a <z < b}, {Vz € R,a <z < b} a otevieny {Vz € R,a < z < b},

(a, ), (—o0,a), (a,oc),(—00,a) intervaly neomezené, z jedné strany uzaviené {Vz € R,a < z},

3

{Vz € R,z < a} a oteviené {Vx € Ra < z}, {Vz € R,z < a}.



1 Funkce jedné redlné proménné

§1. ZAKLADNI POJMY: CISELNE MNOZINY, ZOBRAZEN(

Definice 1: Shora, zdola omezena mnoZina, omezena mnoZina

Necht je na mnoziné A definovano usporadani <. Mnozinu B C A nazveme shora, resp. zdola omezenou,
pravé kdyz (Ja € A)(Vz € B)(z < a), resp. (a < z).

Mnozinu B nazveme omezenou, pravé kdyz je omezend shora i omezena zdola.

Pozndmka: Priklady omezenych a neomezenych mnozin viz v Givodni pozndmce o intervalech.

Definice 2: Supremum, infimum mnoZiny

Bud B C A a necht je na A definovano usporddani <. Prvek a € A nazveme supremem mmnoZiny B, pravé
kdyz [(Vz € B)(z < a)] A[(VB € A)((B < @) = (3z € B)(z > B))].

Podobné ¢&islo w € A nazveme infimem mnoZiny B, pravé kdyz [(Vz € B)(w < )] A [(Vx € A)((w <
<x)=> (FzeB)(z<x))].

Definice 3: Realna éisla

Necht R je neprazdnd mnoZina s definovanymi operacemi s¢itdnim (+) a ndsobenim (.) a relaci <. Mnozinu
R nazveme mnozinou realnych ¢isel, pravé kdyz jsou splnény néasledujici vlastnosti:

1. (Va,B €R)(Iy e R)(y =a+ )

2. (Va, B € R)(a + 8=+ «), tj. komutativita s¢itani,

3. (Va, 8,7 € R)(a+ (B+7) = (a+ B) +7), tj. asociativita s¢itani,
4

S ot oy i o - df
. (3n e R)(Vz € R)(n +2 =x+n = x), tj. existence neutralniho prvku vié séitani, zna¢ime n = 0,
n nazyvame téz nulovym prvkem séitani,

(Vz € R)(Fa € R)(a + z = ¢+ a = 0), tj. existence prvku inverznfho k x. Znacime a a —x,
—2x nazyvame téz opacnym prvkem k z,

(Va, € R)(3y € R)(y = a.p)

(Va, B € R)(a.f = B.a), tj. komutativita ndsobent,

(Vo 8,7 € R)(.(8.7) = (a.0).7), tj. asociativita nasoben,

b
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(3 € R)(Vz € R)(j.xr = z.j = x), tj. existence neutrdlniho prvku viiéi ndsobeni, znaéime j u 1,
1 nazyvame téz jednotkovym prvkem nasobeni,

10. (Vz € R\ {0})(3a € R)(a.z = z.a = 1), tj. existence prvku inverzniho k z, zna¢ime a u 1

% nazyvame téz prevracenym prvkem k x,

(Va,b,c € R)(a.(b+ ¢) = a.b+ a.c), tj. distributivita nasobeni viiéi séitani,
(Va, 8,7 € R): (< a);

(a<B)A(B<a)=(a=p);

(@a<BAB<Y) = (a<y);

pro Va, 8 € R nastane alespon jedna z moznosti a <3, f<a, a=0, tj. relace <
je neostré tiplné usporadani!

13. (Yo, 8 € R)((0 <a)A(0<B) = (0<ap)) addle (Va,B,7€R)((a <) = (a+v<B+7),

14. kazda shora omezend podmnozina R ma supremum.

11.
12.

Prvky mnoziny R nazveme realna ¢isla.

Pozndmka (terminologickd):  Spliiuje-li mnozina M s definovanou operaci séitanim vlastnosti 1 5,
nazyvame strukturu (M; +) komutativni (Abelovou) grupou. Vlastnosti 1 10 lze tedy shrnout, Ze struk-
tury (R; +), (R \ {0};.) jsou komutativni grupy. Jsou-li na mnoziné M splnény dokonce podminky 1-11
(podminka 11 svazuje obé operace), nazyvame strukturu (R; +,.) komutativni téleso neboli pole.

IPosledni pozadavek odpovida souvislosti.



Pozndmka (shrnujici definici redlnych éisel):  Podminky 1-14 lze rozdélit do étyt skupin: axiomy 1-11
zajistuji operace s¢itdni a nasobeni (tedy zarucuji, Ze se tyto operace na R chovaji tak, jak jsme zvykli).
Axiom 12 zarucuje, Ze pomoci relace < muzeme realna Cisla usporadat, tedy u kazdych dvou realnych
Cisel fici, které z nich je vétsi, pripadné Ze jsou si rovna. Axiom 13 vztahuje operace s¢itani a nasobeni
k relaci < a spoleéné s axiomem 12 zajistuje Ze lze redlna cisla ,sefadit od nejvétsiho k nejmensimu”,
lépe feceno umistit je na c¢iselnou osu a prohlasit, ze a < b & ,,a je na ¢iselné ose nalevo od b“. Konec¢né
axiom 14 mluvi o hustoté redlnych ¢isel, jak to osvétli dalsi poznamka.

Pozndmka: Vsimnéme si blize axiomu 14: vynechame-li jej, splni nasi definici i napf. mnozina vSech
racionalnich ¢isel. Tento axiom nam tedy tyto dvé mnoziny umozni rozli§it. Je samoziejmé mozné jej
nahradit ekvivalentnim axiomem (¢i systémem axiomt), nap¥. Dedekindovym axiomem?, nebo piedpo-
kladem platnosti Archimédova a Cantorova principu (Kopackova Matematika pro fyziky I., str.40).

Poznamka navic: Takto jsme mnozinu R popsali pomoci axiomt platicich pro jeji prvky. K pojmu
redlného Cisla vSak lze dospét i jinak. MZzeme napt. vychédzet z pfirozenych ¢isel (ta je v8ak nutno opét
definovat axiomaticky, napt. pomoci Peanovych axiomi). Snadno definujeme ¢isla celd a racionélni (viz
nize). Reédlna ¢isla pak miizeme definovat budto pomoci fezlt (provedeno v Jarnikové Diferencidlnim
poctu) nebo pomoci napt. dekadického zapisu redlného ¢isla (tedy pomoci posloupnosti {a,}5>,, a, €
€{0,1,2,..., 9} jeho cifer v dekadickém zapisu). Lze pak ukazat, Ze pro takto zavedend redlna ¢isla plati

axiomy 1-14 (kli¢ové je samoziejmé ovéfeni podminky 14).

Cviceni: Navic.
1. Dokazte jednoznacnost neutralniho prvku grupy (M, o) (tj. Zze grupa m& pravé jeden neutralni
prvek). Névod: postupujte sporem a zkoumejte prvek n; ¢ ns.
2. Dokazte jednoznacnost inverzniho prvku grupy (M, o). Navod: postupujte opét sporem, vyuZijte
asociativitu na grupé.
Definice 4: Dals§i mnoZiny ¢iselné (pfirozend, celd, raciondlni, komplexni &isla)
Mnozinu pfirozengch ¢isel zavedeme obvyklym zpisobem N = {1,2,3,...}.
Mnozinu Z = {z € IR‘ (z € N) V(-2 € N) V (z = 0)} nazveme mnoZinou celych &isel.
Mnozinu Q = {%‘p €Z,q€ N} nazveme mnozinou vSech raciondlnich cisel.

Mnozinu C = {(a, ﬂ)‘ a,f € ]R{} nazveme mnozinou vSech komplexnich ¢éisel. S¢itani, ndsobeni a rovnost
na ni definujeme nasledujicim zptisobem:

(@) =(1,0) & a=yAf=0
(@B +(1,0) = (a+v.0+0)
(,8)-(1,8) = (ay - B3,ad + Bv).

Poznédmka k definici pfirozenych ¢isel: ~ Dilezitymi vlastnostmi mnoziny N, pomoci kterych ji bézné
formalné zavadime jsou 1 € Na (z € N) = (z + 1 € N). Zde jsme zvolili pFehledné&jsi zptisob definice.

Poznamka: Zde podana definice komplexnich ¢isel se ovSsem shoduje s klasickym modelem; plati
a +i8 = (a, ). Absolutni hodnotu z komplexniho ¢isla tedy definujeme klasicky: |(a, 8)] = /a? + 32.
Cvideni: Ovéite pomoci pravé uvedené definice, Ze i> = —1 a poté obecné srovnejte pravé zavedené
nasobeni komplexnich ¢isel s ,klasickym* soufinem (« + i) (v + id).

Oznacdeni: Polozime R* = RU {oo, —o0}.

Definice 5: Kartézsky soudin
Mno#inu A x B = {(a, b)|(a € A)(b € B)} nazveme kartézskym soucinem mnoZin A, B.

Poznamka: Kartézsky soucin A x B je mnozina vech usporadanych dvojic, jejichz prvni ¢len je z A
a druhy clen z B.

Oznaéeni: Analogicky bychom definovali kartézsky soucin M; x My x ... x M,, jako mnozinu vSech
uspofddanych n-tic, jejichz i-ty ¢len je prvkem M;,i € {1,2,...,n}.

2Dedekindiiv axiom se vztahuje k ¥ezim, o nich# bude ¥e¢ v nésledujici poznamce



. ’ o Ve s df . . , . . R
Kartézsky soudin mnoziny M se sebou oznac¢ime M x M = M? a analogicky n-nisobny kartézsky soucin
" df
M se sebou oznac¢ime M x M x ... x M = M".

Definice 6: Zobrazeni

Nepréazdnou mnozinu ¢ C M x P nazveme zobrazeni z M do P (zna¢ime ¢ : M — P), pravé kdyz
(V(a,b),(z,y) € ¢)((a = z) = (b =1y)). Déle oznatime Dy = {z € M|(3y € P)((z,y) € ¢)} definicni
obor zobrazeni ¢ a Ry = {y € P|(3z € M)((z,y) € ¢)} obor hodnot® zobrazeni ¢.

Oznadeni: Skutecnost, 7e (z,y) € ¢ zapisujeme té7 jako ¢(r) = y. Mnozinu Dy nazyvame téZ mnozinou
vzorl a Ry mnozinou obrazi zobrazeni ¢.

Poznamka: Uvédomme si, 7e funkce tak, jak je zndme, byvaji ¢asto zobrazenim 7 jedné mnoziny
Ciselné do jiné, casto R — R.

Pozndmka: Lze také fici, 7e zobrazeni pfifazuje kazdému prvku M (tedy prvnimu ¢lenu usporaddané
dvojice) nejvyse jeden prvek P (tedy druhy prvek z uspofddané dvojice). Definice vylucuje ptipad, kdy
by jednomu prvku z M bylo pfirazeno vice rtiznych prvkt z P. Na druhou stranu ale nevylucuje moznost,
kdy nékterému prvku z M neni prifazen ani jeden prvek z P, tedy ve ¢ neni ani jedna usporadand dvojice,
v niz by byl tento prvek na prvnim misté.

Definice 7: Druhy zobrazeni

Budiz ¢ : M — P zobrazeni. Paklize Dy = M, nazveme jej zobrazenim mnoZiny M (pokud Dy # M,
mluvime o zobrazeni z mnoZiny M). Pokud naopak Ry = P, jedna se o zobrazeni na mnoZinu P (surjekci),
na rozdil od piipadu Ry C P, kdy jde o zobrazeni do mnoZiny P.

Zobrazeni ¢ nazveme prosté (injektivni, injekce), pravé kdyz (Vz,y € Dy)[(¢(z) = ¢(y)) = (z = y)].
Zobrazeni nazveme vzdjemné jednoznaéné (bijektivni, bijekce), pokud je prosté a na.

Poznamka: Prosté zobrazeni je definoviano implikaci. Tuto implikaci mtizeme obménit a dostaneme
ekvivalentni definici, kterd rika, Ze prosté zobrazeni je takové, ze libovolnym dvéma rtiznym vzorim z,y
pfifadi riizné obrazy ¢(x), ¢(y).

Definice 8: Suda a licha zobrazeni
Zobrazeni f : R — C nazveme sudé, resp. liché, pokud plati (z € Dy) = ((—z) € Dy) a zaroven

f(x) = f(=x), resp. f(x) = —f(-x).

Definice 9: Inverzni zobrazeni
Necht ¢ : M — P je prosté. Zobrazeni ¢! : P — M nazveme zobrazeni inverzni k ¢, pravé kdyz pro
kazdé z z M a kazdé y z P plati (y = ¢(z)) & (z = ¢ '(y)).

Pozndmka: Je oviem tieba ovérit, Ze inverzni zobrazeni ve smyslu definice vyhovuje také definici
zobrazeni. Toto tvrzeni v8ak snadno odvodime z pfedpokladu, Ze ¢ je prosté, a z definice prostoty.

Poznamka: RovnéZ snadno ukdZeme, 7e plati Dy = Ry-1 a Ry = Dy-—1 a dale, Ze ¢! je prosté
(sporem: piedpokladejme, 7e Iz # y, ¢~ ' (z) = ¢~ ' (y)).

Cvideni: Existuje-lig~!, pak (¢~ ')~ = ¢. Dokazte. Neopomeiite tvrzeni z minulé poznamky (dokazte
jel).

Definice 10: SloZené zobrazeni

Nechf ¢ : M — P, 9 : P — Q jsou zobrazeni a déle bud Ry "Dy, # 0. Zobrazen{ ¢o ¢ : M — ) nazveme?
sloZengym zobrazenim ¢ a 1, plati-li:

Dyop = {z € Dy |p(x) € Dy }
(¢ 0 ¢)(x) = ¢((x)).

Poznédmka: Snadno ovéfime, 7e Ryop = {(y € Rw)‘(ﬂx € Dy NRy)(v(z) =y)}.

3R z anglického range.
4N&kdy se uziva i opaéné konvence: (1 o ¢)(x) o gb('x/)('r))
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Obrazek 1: K definici limity.

Cviceni: Ukazte, e pro ¢ prosté je po ¢ ' =1Idg, a ¢ ' o ¢ = Idp,, kde Idy znadi identitu na M,
tj. zobrazeni, jez kazdy prvek z M zobrazi sdm na sebe.

Pozndmka o grafech zobrazeni: Mnozinu M x P vyobrazime (v pfipadé R x R, vezmeme list papiru
a na ném zvolime soustavu soufadnou) a pak v této mnoziné vyznacime vSechny prvky ¢.

Piiklad: Nasledujici funkce se obcas zjevuje jako protipfiklad na ptilis elegantni tvrzeni v matematické

analyze:
(1 jelizeq,
f(z) { 0 jelizeR\Q

Ziejmé se jednd o neprosté zobrazeni R do R, nebo téz R na {0, 1}.

Pozndmka: V kartézské (pravothlé) soustavé soufadné jsou grafy funkce f a funkce f—! k nf inverzn{
soumeérné podle osy y = x.

Pozndmka: Jeli¢: R — C, pak (3!f1, fo: R = R)((Vz € R)[f(z) = fi(z) +if2(z) = Re (f(z)) +
+iIm (f(z))]).

Definice 11: Interval
Mnozinu M C R nazveme interval, préavé kdy# (Va,b € M)(c € R)((a < ¢ < b) = (c € M)).

§2. LIMITA A SPOJITOST FUNKCI: DEFINICE A ZAKLADN{ VLASTNOSTI

Definice 12: Limita funkce
Uvazujme funkci f : R — C a bod a € R, k nému? existuje kladné « takové, 7ze mnozina (a—a,a+a)\ {a}
je podmnozinou defini¢niho oboru funkce.
Necht existuje A takové, e (Ve > 0)(33 > 0) tak, ze (Vo € (a —d6,a+6) \ {a})(f(z) € (A—c, A +¢)).
Pak nazyvame ¢islo A limitou funkce f v bodé a a piSeme
lim f(z) = A.
Pozndmka:
e Porovnejte definici s obrazkem.

e Uvédomte si, 7e ¢ je zdvislé na €. Zmen8ovanim & omezujeme rozmezi, v némz se smi pohybovat
funkéni hodnota, a tedy obecné musime zuzovat i povoleny interval pro vybér x — tim padem
zmensovat 9.

e Pokud vime, Ze jsme schopni najit § pro v8echna dostatecné mald £ (tedy mensi nez néjaké pevné

€0), staci ndm to k diikazu existence limity, protoze kdyZ je na néjakém intervalu funkéni hodnota
mezi A —eg a A + &g, pak je na tém? intervalu i mezi A — e a A + ¢ pro vechna ¢ > g¢.



e Podobna ,selska“ tivaha vede k tomu, 7e kdyZ je nerovnost pro funkéni hodnoty splnéna na néjaké
mnoziné (a — do, a+ dp)\{a}, pak je splnéna i na libovolné podmnozing, tj. pro libovolné § € (0, dp).

e Pro urceni limity neni dilezité, jaké funkéni hodnoty nabyva funkce primo v bodé a. KdyZ si
poradné prohlédnete definici, zjistite, 7e se tam nikde s f(a) nepracuje. Klasickym piikladem je
funkce f(z) = £=L. Tato funkce neni v bodé = 1 definovéna, a piesto tam m4 limitu (rovnou
dvéma). Z toho také plyne jeden dtlezity poznatek, a sice 7ze pokud pro né&jaké dvé funkce f(z),
g(z) existuje 6 > 0 takové, Ze na (a — d,a + 0) \ {a} plati f(z) = g(z), pak limita f(z) v bodé
a existuje pravé tehdy, kdyZ existuje limita g(z) v bodé a, a pokud existuji, rovnaji se. V bodé a
samotném se funkce rovnat nemuseji.

Priklad: Pro ilustraci uvedeme diikaz jednoduchého tvrzeni, ze hm1 x? = 1. Standardni postup (po-
r—

kud neméame zadné véty o limitach) spociva v nalezeni predpisu, jak pro kazdé kladné, piipadné kazdé
dostateéné malé kladné e urcit ¢ tak, aby byly splnény nerovnosti z definice. Jedna se tedy o hledani
jakési funkce § v zavislosti na € a jak uvidime, neni tato funkce v jednoduchych pfipadech vibec slozita.
V konkrétnim p¥ipadé funkce f(z) = z? se miizeme omezit na ¢ < 1, Hleddme § takové, aby pro

€ (1-6,1+8)\{1} platilo z? € (1—¢, 1+¢). ,Nélezeni néceho do intervalu® predstavuje dvé nerovnosti —
jejich feSeni v nasem piipadé dava z € (v/1 — e,1/1 + €). Definice sice vyzaduje kolem jednicky symetricky
interval, ale neni nic jednodugsiho, nez zvolit 6 = min{\/1 4+ —1,1— /1 — €}, coz je uré¢ité kladné &slo.

Oznadeni: Pro mnoZinu (a — 4, a + §) zavaddime nazev dplné okoli (p¥ip. tplné §-okoli) bodu a a znaéime
Us(a). Pro mnozinu (a — d,a + d)\{a} (neboli tplné okoli bodu a bez bodu a samotného) zavadime nazev
redukované (nékdy prstencové) okoli bodu a a znacime Uj (a).

Cviceni: Maly kviz: Ktera vlastnost je ekvivalentni s tim, ze funkce nemé v bodé a zadnou limitu?

Nabizime vam tyto kandidaty:
L (3 > 0)(VA € R)(VS > 0)(Iz € Uz (a)) (|f(z) — A| > ¢)
2. (Fe > 0)(VA 6[R)(36>0)(V:U€U§(a))(\fx 25
>

3. (VA e R)(Ze >0)(V5>0)(3m€U§‘(a))(\f x )
Ktery z vyroka je spravny? A je to viibec néktery z nich?
Navod: Zkuste systematicky znegovat definici limity a vysledek porovnejte s nabizenymi vyroky. Roz-
myslete si, co selze u vyrokt, které nejsou ekvivalentni se znegovanou definici a zkonstruujte si piiklady
funkci a boda, u kterych to selze.

Priklad: Dirichletova funkce D : R — R je dana predpisem

1 proz € Q
D(z) = ’ 1
(z) {0 proz € R\ Q. (1)
Tato funkce nemé v zadném bodé a € R limitu. Nejprve dokdzeme, Ze nema limitu rovnou nule. Budeme
postupovat sporem piesné podle definice limity: zvolme naptiklad € = % Pak musi existovat § > 0

takové, Ze pro z € (a — d;a+ J) rtizné od a plati |D(z) — 0| < ]3 Je ovSem jasné, Ze at zvolime § libovolné
malé, v uvedeném intervalu (bez bodu a) bude lezet vzdy alespoii jedno racionélni &slo® r. Pak bude
D) =1L

Podobné bychom mohli dokazat, Zze limita neni rovna jedné. Diikaz, Ze limita neni rovna zadnému
dalgimu ¢islu A by byl jesté jednodussi. Za e by stacdilo volit min{|A — 1|,|A|}. Potom jisté dokonce pro
kazdé x musi byt |D(x) — A| > e.

Tento postup ditkazu neexistence limity je sice primy, ale ponékud krkolomny. Pozdéji ukazeme po-
hodlnéjsi cestu pomoci Heineho véty.

Definice 13: Jednostranna limita

Uvazujme funkci f : R = C a bod a € R, k nému? existuje kladné a takové, Ze interval (a,a + ) je
podmnozinou defini¢niho oboru funkce.

Necht existuje A takové, ze (Ve > 0)(3d > 0) plati (Vz € (a,a+6)) (f(z) € (A—¢, A+¢)). Pak nazyvame
¢islo A limitou zprava funkce f v bodé a a piSeme

lim_f(x) =

z—at

5Pro libovolné § > 0 zvolime dostateénd velké prirozené &islo g tak, aby mnozina (gla — 6];q[a + d]) \ {ga} obsahovala
alespon jedno celé ¢islo p. Potom ¢islo % je raciondlni a lezi v (a — d;a + 0).



Naprosto analogicky — zdménou intervall (a,a + 0) za (a — d,a) dostdvame definici limity zleva, ktera
se znaci

lim f(z) = A.

T—a~

Oznacdeni: Pro potieby jednostrannych limit zavedeme zvlastni pojmenovani i pro intervaly (a,a + 0),
(a,a+9), (a—90,a) a (a —0,a). Budeme je nazyvat pravym iplngm, pravym redukovanym, leviim uplngm
a levym redukovanym okolim bodu a a znacit U; (a), U (a), U; (a) a U; ™ (a).

Toto znaceni ndm dopomiize mimo jiné k ponékud tspornéjsi formé zapisu definic. Jako ptiklad symbo-
licky zapiSeme definici limity zleva:

Definice 14: Jednostranna limita jinak

Necht f: R = C, a € R, 3U; (a) C Dy.

Necht 3A € R takové, ze (VU.(A))(3U; " (a)) (Vz € Uy (a)) (f(z) € U-(A)). Pak se A nazyvé limitou
zleva funkce f v bodé a.

Pozndmka: Jako ptfiklad funkce s lisicimi se jednostrannymi limitami v néjakém bodé muze slouZit
napftiklad funkce signum v bodé nula.

1lproz >0
sgnz =< Oproz =0
—lproxz <O

Nyni formulujeme o limitach nékolik zasadnich vét.

Véta 1: Jednoznacénost limity
Necht f: R - R, a € R, 3U;(a) C Dy. Pak méa funkce f(z) v bodé a nejvyse jednu limitu.

Poznamka: Podobné véty se nejsnaze dokazuji sporem  predpokladame, Ze véta neplati, a z tohoto
predpokladu odvodime néjaké tvrzeni odporujici néc¢emu, z ¢eho jsme vychazeli. V nasem ptipadé musi
dle definice limity platit, Ze pro libovolné malé € lze najit takové aplné okoli, Ze vSechny funkéni hodnoty
f(x) pro x z tohoto okoli nebudou od limity vzdaleny o vice nez e. My ov8em pro spor predpokladame
existenci alespon dvou limit, feknéme A a B, A > B. Kdy7 si zvolime € mensi nez je polovina jejich
rozdilu, je intuitivné jasné, 7ze x nemohou padnout soucasné do obou intervalii, a to je ten hledany spor.
Pro lepsi predstavu si cely postup zrekapitulujte obrazkem. Nyni provedeme dikaz formalné:

Dukaz: Sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje funkce f(z) majici v a alesponi dvé limity a ozna¢me je A, B,
bez jmy na obecnosti A > B. Podle definice limity musi platit (YU.(A)) (3U; (a)) (Vz € U; (a)) (f(2) €
€ U.(A)) a soucasné (VU.(B)) (U3 (a)) (Vz € U; (a)) (f(x) € U-(B)). Ziejmé existuje g9 > 0 takové, 7e
Ueo(A) NU.,(B) = §; protoze A > B, stadi zvolit eg = (4 — B)/2. Pak pro (Vz € U;in{{;l’{;z}(a)) (f(z) €
€ U(A,B)/Q(A)) a soucasné f(x) € Uia_pg)/2(B). Obé okoli jsou ale disjunktni, ¢islo f(z) nemfize lezet
zaroven v obou, a to je spor.

Cviceni: Zkuste si sami formalné zapsat dikaz pro pfipad jednostranné limity.

Cviceni: Zapiste nasledujici dvé tvrzeni pomoci definice limity a presvédcte se, Ze jsou ekvivalentni:

lim [f(x) ~ f(@)| =0 a lim f(x) = f(a).

r—a r—a

Limita (oboustrannd) a obé jednostranné limity funkce f v daném bodé a spolu jednoduse souvisi.

Véta 2: Souvislost oboustranné a jednostrannych limit
Limita funkce f : R = C v bodé a € R existuje a je rovna A, pravé kdyz existuji obé jednostranné limity
f v bodé a a jsou obé rovny A.

Diuikaz: Ekvivalenci dokdzeme jako dvé implikace. Nejprve smérem <.

Abychom v tomto piipadé ukazali, Ze existuje (oboustrannd) limita f v bodé a rovna A, musime pro
libovolné & > 0 najit takové § > 0, ze pro kazdé = € Uj(a) je |f(z) — a| < e. Jednostranné limity vSak
zarucuji, ze existuji d1,0, > 0 takova, 7e

Ve eU; (a): |f(z) —Al<e a VzeU; (a): |f(x)—Al<e. (2)



Pokud zvolime § = min{d, d»}, plati
Us(a) CU; (a) WU (a) = VYo e Us(a): |f(z) — Al < A

Implikace ve vété = je jesté jednodussi. Pro zadané € > 0 existuje § > 0 patfi¢nych vlastnosti. Zvolime-li
01 = 02 = 0, pak plati (2), éimz jsme dokézali existenci a hodnotu obou jednostrannych limit.

Poznamka: Uvedeme ted nékolik tvart tzv. trojihelnikové nerovnosti, abychom je mohli pii dal§ich
ditkazech vyhodné vyuzivat. Za zakladni tvar této nerovnosti se obvykle povazuje

VYa,be R: |a|+ |b] > |a+b|. (3)
Misto tohoto tvaru lze psat také
la — bl +[b] > |(a—b) + b,

odkud plynou nerovnosti

la—b > lal b}, la— b= |b—al > |b| - |al, dohromady a— b| > |[a| - [b]|
Véta 3: Limita funkce s komplexnimi hodnotami
Budiz f:R—>C, fi,fo: R = R aa, A, A € R Necht existuje § > 0 takové, ze pro kazdé = € U} (a)
plati f(z) = fi(z) + if2(z). Potom plati nasledujici ekvivalence
( lim f(’I‘) = A1 + 7142) <~ ( lim fl(’I‘) = Al) A (zh—r)I}z fg(’l‘) = Ag)

T—ra T—ra

Dukaz: je typickym piikladem vyuziti trojihelnikové nerovnosti (pro implikaci <). Ekvivalenci opét
dokazujeme ve dvou krocich.

=. Chceme dokazovat existenci a hodnotu dvou limit promoci existence a hodnoty limity jiné; budeme
vychézet pfimo z definice limity. Zvolme libovolné pevné € > 0. Vime, 7e musi existovat § > 0 takové, ze

(Vo € Uy (a) NDy) (|f(z) — Al <e).

Vime také, 7e pro libovolné komplexni ¢islo y = y1 + iy2,y1,y1 € R plati® [y| > |yi], |y| > |yo|. Tim
padem je Yz € U (a) splnéno

e>|f(x) — Al = |(fi(z) — A1) +i(fale) — A2)| > | fi(z) — A4

a stejné i € > |fo(x) — Az|. Celkem jsme tedy pro libovolné e > 0 nali redukovana okoli bodu a
(mimochodem stejné pro fi i f2), takovd, Ze pro vSechny body z téchto okoli jsou funkéni hodnoty fi a
fo blize nez ¢ k ¢islam A; a As.

<. Pro libovolné zvolené £ > 0 tentokrat existuji d;,ds > 0 takova, Ze

(v € U5, (@) (If2(w) — Aa] < 5),

(v € Us, (@) (If2(e) ~ 42] < 5).

Pokud zvolime 6 = min{d, d2}, zlstanou obé tvrzeni v platnosti, zaménime-li §; a d2 za 6 — u jednoho
tvrzeni se touto zdménou nestane nic, u druhého se jen ,zp¥isni“ predpoklady. Se¢teme-li obé nerovnosti,
ziskdme

e > |fi(e) — A+ fa(x) — As| = |fi(x) — Ar|+|i(fa(z) — A2) | > |fi(x) — Ay +ifa(e) —ido| = [f(2) — Al

Na kli¢ovém misté zde vystupovala trojihelnikova nerovnost (3). Celkem jsme tedy pro libovolné e > 0
opét nalezli takové redukované okoli bodu a, jehoz vSem bodim piisluseji funkéni hodnoty f blizsi k A
nez €.

Véta 4: Limita absolutni hodnoty
Necht f: R = C, a € R, 3U5(a) C Dy. Necht existuje lim f(z) = A. Pak existuje lim |f(z)| = |A|.
z—a z—a

6P¥epona pravotihlého trojahelniku v Gaussové rovin& komplexnich &isel je deli ne? kazd4 z odvésen.

10



Diikaz: Plati (Ve > 0)(3U;(a)) (Vz € Uj(a))(|f(z) — A| < €). Z trojuhelnikové nerovnosti pak plyne
pifmo [|f(2)| — |A]| < [f(z) — A] <e.

Pozndmka: QObracené tvrzeni neplati. Protipfikladem je tifeba funkce signum v bodé nula.

Véta 5: O omezenosti plynouci z existence limity
Necht f : R — C, a € R, 3Uj(a) C Dy. Necht existuje lim f(z) = A. Pak (3U;(a)) 3K > 0)(Vz €
r—ra

€ U (0)) (If ()] < K).

Diikaz: |f(z)] < |f(z) — A| + |A| (to je trojthelnikovd nerovnost) a soudasné (3Uj(a))(Vz €
€ Uj(a)) (|f(z) — A] < 1) (to je definice limity, v niz volime € = 1), a proto | f(z)| < |A| + 1.

Véta 6:
Necht f: R — C, a € R a necht existuje liin f(z) = A#0. Pak (3U;(a)) (Vz € Uj(a)) (| f(z)| > |A]/2).

Drikaz: Podle definice limity (3U;(a)) (Vo € Uj(a)) (|f(z) — A| < |A]/2). (V tomto piipadé je jedno, zda
piseme < nebo <, rozmyslete!) Pomoci trojahelnikové nerovnosti |f(z) — A| > |A| — | f(z)| dostavame
[A]/2 > |A] = | f(2)], po Gpravé [f(z)| > [A]/2.

Véta 7: Algebraické operace s limitami
Necht a € Ra f: R - Cag: R — C Necht existuji lim f(z) = A, lim g(x) = B. Pak existuji
r—a

r—a
nasledujici limity a plati pro né:

lim[f(z) + g(z)] = A+ B

r—a

lim [f(a)g(a)] = A~ B

Necht navic lim g(z) # 0. Pak
r—a
flz) _ A

inag(z) B

Dukaz:

1. Plati (Ve/2 > 0)(3U§‘1(a))(Vaz € Ug‘l(a))(|f(a:) — Al < €/2) a soucasné (Eng(a))(V:U €
€ Ug;(a)) (|g(m) - Bl < 5/2). Potom pro (Va: € U;}in{{;l’{;z}(a) plati Hf(a:) +g(z)] - (A+ B)‘ <
<|f(z) = Al +|g(@) - Bl <.

2. Vyraz |f(z)g(x) — AB| se pokusime upravit tak, aby se ndm objevily vyrazy |f(z) — A|, |9(z) — B|,
pro néz mame vhodné nerovnosti:

|f(2)g(z) — AB| = |f(2)[g(z) - B] + B[f(z) — A]| < [f(2)||g(z) - B| +|B||f(z) — Al.

Podle véty o omezenosti (5) vime, ze (3K > 0)(3U; (a)) (Vo € U; (a))(|f(z)] < K), a z defi-

nice limity (Ve/(K + [B|) > 0)(3U;,(a))(Vz € Uj,(a))(|f(z) — A] < €/(K + |B])) a soucasné
(305, (a)) (Vz € Uz, (a)) (l9(x) — B| < /(K +|B|)). Potom

|f(x)g(x) — AB| < e.

Protoze € je kladné, je i e/(K + |B|) > 0.

3. Staci dokazovat specidlni pfipad této véty: Pokud llg}l f(z) = A, pak llg}l ﬁ = %, zbytek plyne

z véty o limité soucdinu funkci. Postup je stejny jako v predchozim:
SRS LI LOREN

(i o) v e Gi) |77 - 5| = oy < e

Nerovnost je odtivodnéna vétou (6). Pro kazdé ¢ > 0 mtizeme jisté zvolit U (a) C Uj (a), na némz
plati | f(z) — A| < |A|?¢/2. Na tomto okoli pak bude zfejmé [1/f(z) — 1/A| < e.
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Véta 8: O dvou straznicich
Budte a € R a funkce f,g,h : R = R. Necht (3U; (a))(Vz € U; (a))(f(z) < h(z) < g(z)) a dale
lim f(z) = lim g(z) = A.
TrT—a TrT—a
Pak lim h(z) = A.
r—a

Dukaz: (U} (a)) (Vz € U; (a)) (f(x) > A—e) asoucasné (U}, (a)) (Vz € U, (a)) (9(z) < A+¢). Odtud
Vz € Uy (a) NU;, (a) N Uj, (a)

A—e< f(z) <h(x)<glz)<A+e = h(z)eUla).

Poznamka: Poslednich nékolik diikazi je aplikaci stale stejnych principd konstrukce, vyuzivaji se zde
pouze definice a trojuhelnikova nerovnost, proto jsme je neopatfili témér zadnym slovnim doprovodem.
Doporucujeme vam, abyste si je timto doprovodem doplnili sami — procvicite si tak nezbytnou formulaéni
obratnost a snaze je pochopite. Kresleni obrazkd uz snad ani nemusime pfipominat.

Véta 9: O limité sloZzené funkce

Necht a € R, f: R — R, 3U; (a) C Dy, existuje li_r)n f(x) =b.

Necht g : R — C (3U; (b) C [Dy N f(Dy)]) 7, existuje lin})g(y) = A
9 y—

Necht (3U; (a)) (Vz € Uz (a)) (f(x) #b).
Pak lim (g o f)(x) = lim g(f(x)) = 4.

Poznamka: U této véty stoji za to se zastavit. Pro¢ uvaddime jesté dodatecny predpoklad o tom, ze
vnitini funkce se musi na né&jakém redukovaném okoli lisit od své limity? Uskali spojend s vynechanim
tohoto pfedpokladu uvidime nejlépe na prikladé — funkce f(z) = zsin(l/z) ma v bodé 0 limitu 0.
Vezméme za vnéjsi funkci g(y) definovanou

s ={ 170

I funkce g(y) ma pro y — 0 limitu 0. SloZena funkce ale k nule jit nemtze — z takova, Ze v nich g(f(z))
nabyva hodnoty 1, jsou na libovolné malém okoli.

Z toho je vidét, Ze néjaké omezeni pro f(x) mit musime. Musi ndm ofetfit to, Ze se pfi poc¢itani limity
g(z) nezajimame o jeji hodnotu v bodé b. K celému problému se da pristoupit i z druhé strany, kladenim
dodateénych podminek na g(x). Az budeme mit definovdn pojem spojitosti, dokdzeme, ze staci, kdyz

g(z) je spojita.

Diikaz: Vlastné jen piepisujeme definice:

(V6>0)(377>0)(Vy€U )(|g — A| <z—:)
(Vn > 0)(36, > 0)(Vz € U;, (a)) (| f(z) — b] <n),
(360 > 0)(Va € Us, (a)) (| f(z —b\>0)

)
1

)
Na U; (a) N U; (a) plati, 7e (|f(x) —b] € (0,n)) © (f(z) € Ur(a)). Kdyz pak v prvnim fadku misto
symbolu y piSeme f(z), dostdvdme rovnou definici limity s 0§ene funkce.

Definice 15: Spojitost v bodé
Funkce f(z) : R — C je v bodé a € R spojité, pravé kdyz lim f(z) = f(a).

r—a
Pozndmka: Srozumitelny, i kdyZ zdaleka ne presny vyklad spojitosti je tento: graf funkce spojité ve
vSech bodech intervalu lze na tomto intervalu nakreslit bez zvednuti tuzky z papiru.

Definice 16: Jednostranna spojitost v bodé
Funkce f(z) : R — C je spojita zprava v bodé a € R, pravé kdyz hm = f(a).

Funkce f(z) : R — C je spojita zleva v bodé a € R, pravé kdyz 11m = f(a).

Piiklad: Funkce f(z) =z a g(z) = A, A € C jsou spojité pro viechna z € R.

Tf(A) mati {y € ]R| (Fz € R)(y = f(x)) }, tedy f(Dy) = Ry.
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V prvnim piipadé tedy chceme dokdzat lim z = a. Dikaz provedeme piimo z definice limity. Pro e > 0
a

z—
volime 6 = €. Pro x € Uj(a) je totiz zfejmé |z — a|] < § = ¢, coz bylo dokazati.
Druhy pf¥ipad je snadnéjsi. Pro libovolné e > 0 staci volit naptiklad § = 1, nebot |g(xz) — A| = 0 pro
vSechna =z € R.
Priklad: Funkce
1 pro z >0,
sgnx = 0 pro z =0,
-1 pro z <0
je spojitd ve v8ech bodech R kromé nuly. Pro z € (—00;0) a z € (0; ) je to totiz konstantni funkce,
jejiz spojitost jsme dokazali v minulém pfipadé. V z = 0 ma funkce jednostranné limity: zprava rovnu 1,
zleva rovnu —1. Funkéni hodnota v nule je ovsem 0, tedy funkce neni spojita ani zleva ani zprava. Podle
véty (2) neexistuje oboustrannd limita v nule, tedy nemtze byt fe¢ ani o oboustranné spojitosti v nule.
Pokud bychom definovali napfiklad sgn 0 = 1, byla by funkce v nule spojita zprava, ale nikoliv zleva a
oboustranné. Funkce tohoto typu, tedy ,se skokem® ndm budou pozdéji slouzit jako modelovy priklad
funkce nespojité pouze v jednom bodé.
Ptiklad: Dirichletova funkce ze za¢atku tohoto paragrafu neni spojitd v zddném bodé R, nebot limita
lim,_,, D(x) neexistuje pro 74dné a € R. Funkce f(z) g xD(x) nem4 limitu v Z4dném bodé x # 0. Lze
to dokdzat bud pracné pfimo, nebo sporem: ma-li f limitu v z # 0, pak podle véty o limité podilu musi
mit v z limitu i f(z)/z = D(z), coz neni pravda. V nule ma f limitu rovnu 0 (volime § = e, provedte
sami), a protoze f(0) =0, je f spojitd v nule. Mame tedy piiklad funkce, ktera je spojita v jediném bodé,
,vsude okolo“ je nespojita. V tomto p¥ipadé jednoduchy vyklad pomoci kresleni grafu bez zvedani tuzky
selhavé, nebot graf nelze tuzkou nakreslit.

Véta 10: Spojitost souctu, soudinu a podilu funkci
Necht f,g: R — C jsou spojité v a € R. Pak
1. f(z) + g(z) je spojitd v a.

2. f(z)g(zx) je spojitd v a.
3. Necht navic g(a) # 0. Pak f(z)/g(z) je spojitd v a.

Diikaz: Plyne ptimo z prislusnych vét o limitéch.

Priklad: S pomoci této véty jiz snadno dokdZzeme spojitost libovolného polynomu P(z) = anz™ +
+ ... 4 a1z + ag. Diky tvrzeni o soucinu spojitych funkci jsou spojité funkce x -z, 2% - x, atd. a dale pak
i a; - 2'. Pomoci véty o souctu pak sec¢tenim viech téchto ¢lentl dostaneme té% spojitou funkei.

Cviceni: Prevedte i ostatni véty o limitach na véty o spojitosti.

Poznamka: Nékdy se pro ditkazy hodi ekvivalentni definice spojitosti rozepsana pomoci okoli:

f(z) jespojitd va << (VU.(f(a))(3Us(a))(Vz € Us(a)) [f(z) € U.(f(a))].

Je podobna definici limity s tim rozdilem, ze se zde objevuji Gplna okoli misto redukovanych.

Véta 11: Spojitost sloZzené funkce
Necht f(z) : R = R, g(y) : R = C jsou spojité v a € R. Pak g o f je spojitd v a.

Dukaz: Staci zapsat definice spojitosti v souladu s pfedchozi pozndmkou a ztotoZnit obrazové okoli f(x)
s vzorovym okolim g(y).

Véta 12: Limita sloZzené funkce jinak

Necht f: R > R, lim f =ba g: R — C, g spojitd v a € R. Pak lim q(f(T)) = g(b).
r—a

r—a

Duikaz: 7 definice limity:

(VU-(5)) (3U3 (@) (V2 € U3 (@) (f(z) € U-(b)).

7 definice spojitosti:
VU (9(0))] (3U-=(0)) (Vy € U=(0)) [9() € Uy (9(0))].
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Syntéza obou definic dava:

(YU, (9(0))] (3U5 (a)) (V2 € U5 (@) [9(f () € Upn(9(®))],

coz uz je hledany vysledek.

§3. DERIVACE FUNKCf JEDNE PROMENNE

Definice 17: Derivace
Necht f: R — C a pro a € R existuje U(a) C Dy. Rekneme, 7e funkce mé v bodé a vlastni derivaci f'(a)
rovnou ¢islu A, pokud

@)~ f@)

T—a Tr—a

existuje a je rovna A.
Necht f: R — C a pro a € R existuje UT (a) C Dy,resp.U (a) C Dy. Rekneme, 7e funkce ma v bodé a
vlastni derivaci zleva, resp. zprava, (znacime f) (a), resp. f' (a)) rovnou éislu A, pokud

o 1@ = F@ L @) - f(a)
T—a— r—a z—a+ r—a
existuje a je rovna A.
Pozndmka: Podivejte se na obrazek 2. V ném plati
f(z) — f(a)

tgp =
€r—a

pFi¢em? primka prochézejici body [a, f(a)] a [z, f(x)] je seéna grafu funkce f. P¥ilimité x — a pfiblizujeme
bod z k a, a se¢na prechazi v teénu. Takto vidime, Ze

f'(a) =tge,
kde ¢ je Ghel, ktery svird te¢na grafu funkce f v bodé [a, f(a)] s osou z. Tento limitni pFechod zapisujeme

nékdy také A
7@ = Jim 2 @)= L@, wde Agta) = 1) - f(a).

Posledni zapis derivace je prisné vzato nutno chapat jako nedélitelny symbol, ktery zastupuje jiny symbol,
a to f'(a). Naznacuje v8ak, jakym myg§lenkovym pochodem se k pojmu derivace dospélo. Pak ovSem neni
divu, 7e s derivacemi lze v mnohych piipadech formalné pocitat jako se zlomky. Uplné analogii zde
ovSem brani limitni pfechod, a proto v nasledujicim textu dokdzeme pro takové pocitani jednotlivé véty.
V praxi tedy analogie mezi derivacemi a zlomky budeme pouzivat pouze jako mnemotechnické pomticky.
Se symboly dz se budeme setkdvat i pozdéji, nazyvame je diferencidly.

Poznamka: Pokud derivujeme funkci f, kterd ma komplexni hodnoty, plati vztah

fl@) = fi(x) +if2(z), fi,f2: R R, f(z) = fi(@) +ifs(z). (4)

Tvrzeni plati z jednoduchého divodu: derivace je definovana jako limita a pro pocitani limit funkci
f : R = C mame vétu (3):

f'(a) = lim w ~ lim filz) - fl(a):_i(f(m) —fo(@) _
= IEM +1EM = fi(@) +ifs(x).

Piiklad: Spoctéme derivaci funkce f(z) =z + a,a € C v bodé zy.
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Obrazek 2: Ke geometrické interpretaci derivace funkce f v bodé a.

Pii a € R je geometricka interpretace jednoducha: grafem funkce f je pfimka svirajici s osou z thel 45°,
tena ke grafu v libovolném bodé Zo je opét tataz pfimka a proto f’(azg) = tg 45° = 1 nezéavisle na .

vvvvvv

Flag) = Tim 28 = F@) _p x¥azso—a oy
Tr—To Tr — :I,'O T—Iq Tr — :I,'O T—Iq

Véta 13: Derivace souétu, souéinu, podilu
Necht existuji f'(a) a g'(a) vlastni, pak v bodé a plati
L(f+9)'=[f=*¢g,
2. (fo)' =19 + f'9,
3. (f/9)" = (f'g — fg')/9>, pokud navic g(a) # 0.

Obdobné véty plati pro vlastni derivaci zleva nebo zprava.

Poznédmka o analogii se zlomky: Prvni pravidlo odpovida tpravé

dif +9) _df  dg
dz de dx
A(f +9)(a) = (f(z) + g(z)) — (f(a) + g(a)) = f(z) = f(a) + g(z) — g(a) = Af(a) + Ag(a).

Druhé pravidlo je sloZitéjsi, nebot obecné neplati A(f - g) = Af - Ag. Je tfeba uvaZovat takto:
(

A(f-g)(a) = f(z)g(x) — f(a)g(a) = f(2)g(x) — fla)g(z) + f(a)g(z) — f(a)g(z) =
= g(2)(f(z) — f(a)) + f(a) (9(2) — g(a)) = g(x)Af(a) + f(a)Ag(a).

V limitnim pfechodu Az — 0 pak piejde f(z) na f(a) a miiZzeme psat
d(fg) _gdf +fdg _ gdf

dz dz s dT
V poslednim tvrzeni ndm pomiize rovnost
1 _ 1 1 g(@) —g(a)  Aga)
Al = ((1) = - - - — 3
g 9(z)  g(a) 9(x)g(a) 9(x)g(a)

pri¢emz posledni vyraz prejde v limité Az — 0 opét v — (Ag)/gQ.
Nasledujici formalni dikazy jednotlivych tvrzeni budou opisovat pravé provedené konstrukce.

, nebot plati

Lemma:
Maé-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

Diikaz lemmatu: Podle véty (5) mizeme uvazovat nésledujicim zptsobem:

i £@) — 1@

r—a T —a

= (3K € R)(3U;(a)) (Vz € U;(a)) <M < K) =

v —d
= (V2 € Ui (@) (If(@) - f(@)] < K|z —al) = lim |f(z) = f(@] =0 = lim f(z) = f(a)
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Rozeberme piedposledn{ krok: jak je tfeba volit n, aby Vz € Uy (a) hodnota |f(z) — f(a)| byla mensi nez
predem zadané £? Z¥ejmé postaci volit n = ¢/(2K).
Posledni krok byl probran v minulém paragrafu jako cviceni.

Ddtkaz véty:
1. Pro soucet:

(F 4 ) (0) = timg LV H06) @) —gl) _ T @) 0) 0@)

r—a T —a r—a T —a r—a Tr—a

pro rozdil budeme postupovat analogicky.

2. Pro souéin:

(o) (@) = i L0098 —T@0(0) _  [@)gle) —S(@)gle) + S @gle) — S(@ole) _

r—a Tr—a r—a r—a

= lim f@) = o) lim g(x) + lim 9@) — 9(a) lim f(a) = f'(a)g(a) + ¢'(a) f(a).
r—ra Tr—a T—a Tr—ra Tr—a T—a
3. Staéi dokazat, ze plati (1/g)" = —g'/g>. Zbylé se poté dokaZze pomoci tvrzeni o derivaci souéinu
(f-(1/9)).
1 1 —(9(z)—g(a))
x - a . x a . 1 . 1 . -
fim 20 9@ o Te@ele) tim L pi 9@ —9(@) _
voa T —a eva T —a 1~a g(z) e=a gla) eoa T —a
1 1 g'(a
L (2)
g(a) g(a) g(a)

Pozndmka: Prosoucin n funkci dokdZzeme matematickou indukci jednodus$e vzorec pro derivaci jejich
soudinu.

!
(frfooiifn) =ffoeo ot frfofa o fot . froo for o
Pro n = 2 tvrzeni plati podle pfedchozi véty. Dale necht plati tvrzeni pro néjaké n € N. Pak

(fr-foefudusr) = (Frofoo fo) + Froo fufhoi

Prvni ¢len na pravé strané ale obsahuje pouze n Cinitell, tedy mizeme pouzit indukéni predpoklad a psat

(Frofoooifufuir) =Flfoeeifat froe fofusr + Froos fucfhi
Indukéni krok je tedy hotov.

Véta 14: O derivaci sloZené funkce
Necht je f: R — R a g: R — C. Necht existuje f'(a) a g'(f(a)). Potom existuje derivace slozené funkce

, '
(g0 f) aplati (go f) (a) = g'(f(a)) f'(a).
Poznamka o analogii se zlomky: Tvrzeni této véty formalné zapisujeme jako rozsifovani zlomku

bolem df:

dz df dax’
Diikaz: Definujme pomocnou funkei A na celém definiénim oboru D, nésledujicim zptisobem:

9(y) — g(f(a))
y — f(a)

Tato funkce je spojitd v bodé y = f(a): limita h pro y — f(a) je z definice derivace rovna g’ (f(a)) Pro
funkci h ovSem plati

h(y) = pro y # f(a) a h(f(a)) = ¢'(f(a)). (5)

Vz € Dgof :
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Pro v8echna z, kde f(z) # f(a) sta¢i dosadit definici funkce h (5), pokud f(z) = f(a), jsou obé strany
rovny nule.
Na obé strany rovnosti nyni aplikujeme limitu  — a, ¢im7 dostavame pozadované tvrzeni.

Véta 15: O derivaci inverzni funkce
Necht plati:
1. Funkce f zobrazuje U, (a) prosté na Us(f(a)).

2. Plati f'(a) # 0.

3. Inverzni funkce f~! je spojitd v f(a).
Potom plati: (f’l)'(f(a)) =1/f'(a)

Poznédmka o analogii se zlomky: V tomto pripadé piSeme

d dz\ !
L= () (). ke y = 7o), A= fla)
Zlomek na pravé strané chapeme tak, Ze x je funkci nezdvislé proménné y, ktera odpovida funkéni hodnoté
funkce f v bodé x. Na levé strané tak mluvime o derivaci funkce y = y(z) a na pravé strané o derivaci
inverzni funkce = z(y). Do prvni funkce ovéem musime dosazovat prvky z definiéniho oboru f, zatimco
do druhé funkce prvky z oboru hodnot f. Proto ve vzorci piSeme jednou a a podruhé f=1(A4), i kdy? jsou
si tato ¢isla rovna.

Dukaz: Nejprve si uvédomime, 7e existuje U*(a) takové, ze Vo € U*(a) : f(x) # f(a), nebot podle véty

(6) plati:
f(x) — f(a)

r—a

_ 1)

5 > 0.

Déle definuji na tomto okoli pomocnou funkci h nésledujicim zptisobem: h(z) = (z — a)/(f(r) - f(a))
pro z # a a h(x) = 1/f'(a) pro = a. Funkce h je potom spojitd v bodé a: jeji limitu pro x — a mizeme
snadno spocitat pomoci véty o limité podilu (7) a vyjde samoziejmé 1/ f'(a). Diky tomu mtzeme pouit
vétu (12).

f ) — 1 (fla)

(1) (@) = tim = =l () = lim h(e) = e

nebot f~'(f(a)) = a.

Pozndmka: Predpoklad o spojitosti inverzni funkce je nadbyteény. Navic v nasledujicich pfikladech,
kdy tuto vétu budeme pouzivat k vypoctu derivaci konkrétnich inverznich funkci, jej nelze jednoduse ové-
tit. Je proto dilezité prozradit doptedu, ze v kapitole 4 dokdzeme vétu, ktera potvrdi nadbytec¢nost tfetiho
predpokladu. Je samoziejmé, Ze k dikazu piislu§né véty nepouzijeme ani vétu (15) ani jeji disledky.

Poznédmka: Specidlné pro b = f(a) tedy plati (f~1)'(b) = 1/f(f~1(b)).

Priklad: Abychom mohli spoéitat derivaci sin z, musime nejprve spoéitat limitu (sinz)/z pro z — 0.
Pouzijeme tuto tvahu: podle obrazku plati pro x z (0; %) resp. 7 (—%;0). Usecka TZ je ziejmé kratsi
nez oblouk T'Z a ten je krats$i nez lomend ¢ara TY Z. Protoze je ale trojuhelnik T XY pravouhly, musi
byt |TY]| < | XY, a tudiz | X Z| delsi nez oblouk T'Z.

sinm<m<tanm sinm>m>tanm

- resp. -

2 2579 S R
T 1 T 1

1< — 1< — < .
sinr  cosz sinr  cosT

Protoze lin}) 1/cosz = 1, podle véty o dvou strdznicich (8) musi byt obé jednostranné limity funkce
Tr—r

xz/sinz pro z — 0 rovny jedné. Véta (2) pak fikd, Ze i oboustrannd limita je rovna jedné a koneéné
s pomoci véty (7) uréime i limitu prevracené funkce:

. sinx
lim =1.
r—0 I
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Obrézek 3: K vypoctu limity (sinz)/z.

Nyni jiz piseme

. , . siny—sinz ] cos(”;z)sm(yf) ) y+z . sinigE
(sinz)' = lim = lim — = lim cos lim ——
y— Yy—x y—z y2” y—x Yz y2,,
. y+x . sinz
lim cos lim = Ccos .
y— z—=0 z

V pifedposlednim kroku jsme pouzili vétu o limité slozené funkce (9). Ovéite jeji pfedpoklady — zv1asté
proberte posledni!
Podobné bychom mohli ukdzat, %e (cosz)’ = —sinz.

§4. EXPONENCIALA, OBECNA MOCNINA

V tomto paragrafu se budeme zabyvat otdzkou, co mame rozumét vyrazem a’, kde b je libovolné
realné ¢islo a a je libovolné kladné realné ¢islo. Pro b € Q vypocet provést umime

beN: d"=g-a-...-a, a/"=Va>0% (\’J/E)b:m
b

beZ: a'=1/d", o =1,

b:E,pEZ,qGN: a’ = ar.
q

Pro ostatni realné ¢isla b provedeme definici a® nasledujicim nekonstruktivnim zptisobem.

Véta 16: O exponenciale
Bud a > 0. Pak existuje pravé jedna spojita funkce f, Dy = R, Ry = (0;00) takova, ze f(z) = a” pro
kazdé = € Q. Tato funkce je prosta.

Existuje pravé jedno ¢islo e € R, pro které plati (%)’ = e®, Vo € R. Toto ¢&islo je iracionalni a je rovno
2,71828 . ...

Definice 18: Exponenciila a logaritmus

Funkci z prvni ¢asti pfedchozi véty s a > 0 nazyvame exponencidlni funkce se zdkladem a. Funkci k ni
inverzni nazyvame logaritmus o zdkladu a a znac¢ime ji log, .

Cislo e ze druhé ¢asti véty nazyvame Eulerova konstanta, logaritmus o tomto zdkladu nazyvame prirozeny
logaritmus a znacime jej Ina.

Véta 17: Pravidla pro poditani s exponencialami

Voz,ye R: "™V =¢®.¢¥, e = (e")”,

(Va,b € RY) (Ve €R) :  (ab) =a’b® a (Ya€ (1;00))(Vh,c € R)[(b < c) = (a’ < a®)].
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Definice 19: Obecna mocnina
Obecnou mocninu, tj. funkci fo : RY — R, fo(z) = 2% pro a € R definujeme pomoci obratu (7) s tim,
7e pro a > 0 rozsitfime f,(0) = 0. Navic pokud je @ = p/q, kde p € Z a q je liché ptirozené &islo, lze f,(x)

X

. . [ f
yrozumné“ definovat i pro zaporna x, a to vztahem f(—x) u —f(z) pro z > 0.

Poznédmka k dikazu: Vétu o exponencidle dokdzeme az v kapitole o fadach. Myslenka dikazu bude
nasledujici. Pro libovolné z € C budeme uvazovat fadu

o n

> (6)

n=0
Jak tomuto zapisu rozumét? Mame tim na mysli, 7Ze definujeme funkci

N
"

z) = lim N
n=0
O této funkci nejprve ukézeme, 7e je skuteéné definovdna pro vSechna z € C (fikdme, 7e fada konverguje

na C) a déle ze pro z € Q plati f(z) = e*, kde e g f(1)  timto pFedpisem je také moZno ¢islo e spocitat
s libovolnou presnosti.

Pomoci vét o stejnomérné konvergenci potom ukazeme jednak spojitost funkce e” na R a dale vlastnost
(e”)" = e”. Podle téchto vét lze totiz provést Gpravy

n=0 n=0 n=1 n=0

O exponencidle zapsané pomoci fady dokazeme ,klasickd“ algebraicka pravidla uvedena v prvnim fadku
ve vété (17).

S pomoci tvrzeni e®¥ = (e”)¥ pak miZeme definovat exponencidlu pii libovolném kladném zakladé, a
to timto jednoduchym obratem

ab: (elna)b:eblna- (7)

Vyseuvedend algebraicka pravidla potom snadno rozsifime i pro tuto obecnou exponencidlu.
Zatim tedy ponechdme vétu o exponencidle a vétu (17) bez dikazu.

Pozndmka: Pomoci exponencidly definujeme i tzv. hyperbolické funkce, hyperbolicky sinus (shz ¢
sinh z), hyperbolicky kosinus (ch x ¢ cosh ) a hyperbolicky tangens (th x nebo tgh z).

ar e’ —e "

shx =

re’ +e” ¢ shx e’ —e”
. che ¥ T T 7
2 2 chz et +e

Priklad:

(a“)l = (emlna)l =e"™%ng =a%lna.

Piiklad: Spocitejme (log, z)'. V pozndmce za vétou (15) bude nyni f(y) =¥, f~'(x) = log, z:

(10 x)’— 1 1
Ba Cd°.lng  zlna
Specidlné (Inz)' = 1/x.
Priklad: Proa € R pocitejme
(ma)’ — (ealnm)’ — ealnm(alnm)l = az® -.’1271 — (],.’17"‘71.

Priklad: Podobné jako pfi vypoctu derivace logaritmu:

1 1 1

. = R R = 2 .
cosarcsinz /1 _gin?arcsinz V1 -7

(arcsinz)’ =
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Poznamka: Zavérem poslednich dvou paragrafi shriime nase poznatky o derivacich nékterych funkei:

(z") = nz" ', neR, n#£0,

(e“)lzem, ((za"‘)l:a””lna,aelR+

1 / 1

Inz) ==, log, ) = ,a€R

(Il’]“) z’ (ogar) a:lna‘ae ,
(sinz)' = cosw, (cosz) = —sinx,
(shx) =chu, (chz) =shu,

1 1
tgx) = —— otgx) = ———
(tg) cos? x (cotg ) sin? 2’

1 1
(arcsinz)’ = (arccosz) = —, (arctgz) =

1422

V1=

§5. PARCIALNI DERIVACE A DERIVACE FUNKC{ S KOMPLEXN{MI HODNOTAMI

Definice 20: Parcialni derivace

Parcidlni derivaci funkce f : R* — R, tedy funkce y = f(x1,%2,...,2Zn), v bodé a € R™ to jest v bodé
a = (ay,as,...,a,), podle z; rozumime
of 1f
a_,r(a)(:goi(a’lx @l(w) :f(a’lz'":ai7]7w7ai+]="':an)' (8)
T

Pozndmka: Necht f: Ry - R, ag: R, —» R Oznacim y; = f;(z1,...,2x). Potom proi=1,...,k
plati

d(g o "9 o
2L ) =3 g (@) 52 )

Diikaz tohoto vzorce bude podan v kapitole o funkcich vice proménnych.

Piiklad: Ze stavové rovnice pV = nRT s konstantami n, R mizeme vypocitat p = p(V,T), V =
=V(p,T), T =T(p,V). Tyto t¥i funkce miizeme parcidlné derivovat; spocitejme, ¢emu je roven vyraz

Funkce p(V,T),V(p,T),T(p,V) jsou pomoci stavové rovnice zadany implicitné. Nejprve je potfeba je

vyjadrit explicitné, tedy vztahem, na jehoz levé strané stoji pouze napf. p, zatimco na druhé strané se p
nevyskytuje®.

nRT nRT pV
= V= T=—.
b v p nR
Dale mtzeme parcidlné derivovat
Op nRT 0V nR 0T \%
—(V\T) = - , —pT)=—, —=—.
A vz e D= B, T nR

P#i parcidlnim derivovéani napt. funkce p(V,T') podle V tedy derivujeme obvyklym zpiisobem s tim, 7e V
povazujeme za proménnou a T' za konstantu.

Vynéasobenim uvedenych tii vyrazi zjistime, 7ze hledany souéin je roven —nRT/pV = —1. Obecné by
soucin nékterych tii parcidlnich derivaci vySe zminénych funkci mohl zaviset na p,V i T, ale v tomto
pripadé je konstantni. V jiz zminéné kapitole o funkcich vice proménnych dokdzeme vétu o implicitné
zadanych funkcich, ktera ndm ukéze, ze k tomuto podivnému vysledku jsme nedospéli ndhodou. V§imnéme
si také, ze se symboly 0z /0y nemizeme zachdzet stejné jako se zlomky a nemizeme je kratit; kromé toho,
7e nas k jakémukoliv kraceni nic neopravinuje, vidime, 7e soucin parcialnich derivaci by takto musel vyjit 1.

8Funkce je zaddna implicitng, pokud defini¢ni vztah nem4 tento ,jednoduchy“ tvar.
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Pozndmka: Pojem parcidlni derivace lze téZ alternativné definovat nasledovné. Necht f : R, — R.
Definuji funkei ¢; (t) = f(a+te;), kdea € R,,t € Rae; = (0,...,0,1,0,...,0) € R,,. Potom df(a)/0z; =
= ¢i(0). e

Pozndmka: Obdobné pro libovolny jednotkovy® vektor v € R,, miZeme vzit ¢,(t) = f(a + tv) a
definovat derivaci ve sméru v 9, f(a) = ¢, (0).

Definice 21: Exponenciala v komplexnim oboru
Pro libovolné z € C, z = z + iy, xz,y € R definujeme exponencidlni funkci e* : C — C takto:

z

e® = e”(cosy +isiny). (9)

Pozndmka: Jak uz jsme se zminili, v kapitole o fadidch najdeme vhodné vyjadieni exponencidly
pomoci nekoneéné fady. To pak zaroven povede k definici logaritmu jako ptislugné inverzni funkce a
k definici obecné mocniny. Zde uvedenou definici exponencidly pak prohlasime za vétu, kterou dokazeme.

Pozndmka (doporuceni): Vztah (9) se bude pouzivat na mnoha mistech dale a je velmi vhodné si jej
osvojit.

Piiklad: Nechtz € Ra € Ca f(x) = e**. Ozna¢im a = ay +ias. PouZijeme-li pozndmku za definici
derivace, miizeme vypocitat

a1x

fl(x) = (e*7(cos agr + isinagx)) = (e cos agz)' +i(e® " sinasx) =

= q1e** cosarr — aze®'*sin asz + i e®F sin asx + iane®'”’ cos anr =

alx alx alm( ar

= (a1 +iaz)e™ T cosasr +i(a; +ic)e™ P sinasz) = (1 +iag)e cos aox + i sin anx) = e

Priklad: Budiz « € C. Plati (z + @)’ = 1, coz miZzeme snadno ovéfit piimo z definice derivace, resp.
primym vypocétem limity.

Priklad: Necht « € C an € Z. Potom plati

(@ +a)") =n(z+a)" ",

(wror) = (Gaam) = Grapr

V tomto piipadé jsme rozepsali mocninu jako soudin a pouzili véty o derivovani soucinu funkci'® a
pfedchoziho pfikladu. Pro n = —1 zderivujeme 1/(z + a) jako podil funkci dle véty (13) (s vyuZitim
pfedchoziho piikladu) a pro obecné zadporné mocniny (x + «) pouZijeme stejny postup jako pro kladné
mocniny.

Priklad: Necht z € (0;00) a a € R. Potom plati:

(ma)l — (ealnm)’ — aiealnm — (l.’IJa71.

§6. VYSSf DERIVACE

Definice 22: Vyssi derivace
Necht existuje derivace funkce f v okoli Us(a) bodu a € R a necht dile existuje derivace funkce f'(z)
v bodé a rovna A € C. Potom ¢islo A nazveme druhou derivaci funkce f v bodé a a piSeme:

_ s

)= fP(a) = 35 = A (10)

9Délku vektoru (z1,...,T,) politdme jako \/z
notkové.
10Viz pozndmku za vétou (13).

f + ...+ x2. Presvédcte se, %e vektory z predchozi poznamky jsou jed-
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Obdobné se definuje tieti, ¢tvrtd a dal$i vyssi derivace.

Pozndmka: Obdobné definujeme vyssi derivace funkce vice proménnych. Necht existuje 0f/0z;(a)
a 0/0z;(0f/0z;)(a); potom tuto druhou derivaci oznacujeme 9? f /0z;0z;(a).

Véta 18: Leibnizova
Necht existuji n-té derivace funkci f a g v bodé a. Potom plati:

n

10 @ =Y (1) 7% @)

k=0
Dukaz: Diikaz provedeme matematickou indukci. Tvrzeni plati pro n = 1. Pfedpokladame, Ze tvrzeni
plati pro vSechna n < ny dokazujeme jej pro n = ng.
Oy | ’
> ( y )f““g”“’“) (a) =
£ :

(19" (@) = (9" ") (@) = (

k=1

_ ((%())f(())g(no) +ni1 (ﬂlf:)f(k)g(nok) + (ZZ) f(”“)g(°)> (a) = (i <nl;0>'f(k)g(n0k)> “
] k=0

Pti apravach vyrazt s kombinacénimi ¢isly jsme pouzili zndmych vztahi

(oD (o) =) ()= )=() =

§7. LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE 2. RADU S KONSTANTN{MI KOEFICIENTY

Ve fyzice, ale i v jinych oborech jsme ¢asto stavéni p¥ed problém najit na intervalu (a,b) (tfeba i
neomezeném) funkci y(z), kterd pro kazdé = € (a,b) spliuje ur¢ity vztah. Pokud se v tomto vztahu
vyskytuji derivace funkce y(x) a hodnoty téchto derivaci i funkce samotné jsou brany pouze v bod&!! =,
nazyvame jej diferencidlni rovnici. RAdem diferencialni rovnice pak rozumime fad nejvyssi derivace y(z),
kterd se v ni vyskytuje. Nejjednodussi diferencialni rovnice prvniho fadu mohou vypadat takto:

1. y'(z) =0= y(z) = k;k € C,
2. y'(z) =cosz = y(z) =sinz + k; ke C
3. y'(z) =y(z) = y(z) =ke™; k€ C

Vsimnéme si, ze v feSeni figuruje konstanta, na jejiz volbé nezavisi splnéni diferencidlni rovnice  snadno
to ovéfime dosazenim do ptvodni rovnice. V paragrafu o diferencialnich vétach o stfedni hodnoté ukizeme,
7e v piipadech 1 a 2 jsou uvedené funkce dokonce jedinym feSenim piislusnych diferencidlnich rovnic,
v piipadé 3 toto ukazeme az pozdéji v kapitole o diferencidlnich rovnicich. Vezmeme-li tato tvrzeni

1 Tedy nep¥ipoustime napt. y'(z + 1) = y(z) + 3.
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prozatim jako fakt, vidime, Ze feSeni rovnic 1-3 nejsou sice jednoznacnd, avSak je lze zapsat v urcitém
tvaru ,s jednim stupném volnosti“.

Obratme nyni pozornost ke slibenym diferencidlnim rovnicim druhého #adu.
Méjme funkce ag(x), a1 (x),as(z), f(x) na intervalu (a,b) a hledejme funkci y(z) na (a,b) tak, aby pro
kazdé = € (a,b) platilo bud

a(@)y" (2) + a1 (2)y' (2) + ap(2)y () = O, (11)

nebo
ax(@)y" (2) + a1 (2)y/ (2) + ao(@)y(x) = £ (). (12)

Vztah (11) nazyvame homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2. fadu, vztah (12) potom nehomogenni
linedrni diferencidlni rovnici 2. fddu (téZ linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥fddu s pravou stranou).

Co miZeme Fici o feSeni takovych rovnic, funkcich y = y(z) na intervalu (a, b)? Po zkuSenosti s rovni-
cemi prvniho fddu neocekavame, ze by existovalo jen jediné reseni. Oznacme tedy mnozinu vSech feseni
rovnice (11) M,. Definujme nasobeni funkce konstantou z C a séitani dvou funkei na mnoziné I

fitfoize fi(x)+ falz), ef iz — cf(x)

a povSimnéme si nésledujici zajimavé vlastnosti M.,: necht yi,y> jsou feSeni (11) a k € C je konstanta;
pak y1 +y2 € M, a k.y; € M,  ovéite dosazenim do rovnice (11). Plati totiz
(1 +92)" =vi +u3, ()" = cyf

a obdobné pro prvni derivace: jinymi slovy derivace je linearni zobrazeni na prostoru diferencovatelnych
funkci'?; zobrazeni, které funkci p¥ifazuje jeji derivaci. Druh4 derivace je podobné linedrnim zobrazenim
na prostoru dvakrat diferencovatelnych funkei.

Bez problémii ovéiime i dal§i vlastnosti (provedte), které charakterizuji M, jako vektorovy prostor.
To je také dtivod, pro¢ rovnici (11) nazyvame linedrni. Nyni se samoziejmé nabizi otazka jaka je dimenze
tohoto prostoru. Vytesme tuto jednoduchou homogenni linearni rovnici

y"(z) = 0. (13)

Snadno zjistime, 7e (13) spliuje libovolna linearni funkce y(z) = ax + b,a,b € C. T na tomto konkrétnim
pfipadé vidime, 7e M, je vektorovy prostor. Jeho bézi by mohly tvofit naptiklad funkce y(z) = 1 a
y(z) = z (proc?), tedy dimenze M, je dvé. Nabizi se tedy myslenka, 7e dimenze prostoru vSech feseni
linedrni homogenni rovnice n-tého rddu je rovna n a zaroveil i poctu libovolné volitelnych konstant
v obecném teSeni. Toto tvrzeni skutecné plati, ale dokdzeme jej az pozdéji.

Déle oznatme M., mnoZinu v8ech feseni rovnice (12). Tato mnoZina jiz neni vektorovy prostor (pokud
flz) £ 0) uvédomte si pro¢: dosadte do (12) funkei y; + yo, kde y1,yo Fesi (12). M,, mé ale také
jednu zajimavou vlastnost. Pokud je y(z) feSeni rovnice (12) a yp(z) libovolné FeSeni pFislusné homogenni
rovnice (11), tedy rovnice (12), v niZ misto pravé strany napiSeme nulu, je funkce y + yp, feSenim rovnice
(12). Snadno to ovéfime dosazenim. Naopak pokud jsou y;,ys FeSeni (12), pak y; — yo je FeSenim (11).
To ale znamend, ze pokud najdeme jeden prvek y € M,,, pak libovolny dalsi prvek M,, lze vyjadrit
jako y + yp, kde yp, je jedno z feseni prislusné homogenni rovnice. Vzhledem k tomu, ze M, je vektorovy
prostor, nazyvame M,, afinni (posunuty) vektorovy prostor a y; jeho vrcholem.

Podstatnou podmnozinou linearnich diferencidlnich rovnic tvofi rovnice s konstantnimi koeficienty,
tedy rovnice tvaru (11) nebo (12), v nichZ ag, a1, as jsou redlné konstanty:

a2y” (z) + a1y’ (z) + apy(x) = f(z), resp. azy”(z) + a1y’ (z) + agy(x) = 0.

Princip feSeni: fe§ime-1i nehomogenni rovnici, vyfesime nejprve piislusnou rovnici homogenni a potom
najdeme jedno feSeni rovnice nehomogenni (tomuto feseni fikame partikularni feseni).

Homogenni rovnice: metoda ,ansatzu“'®. Na levé strané rovnice se vyskytuji t¥i funkce, po nichz
zadame, aby ,se odecetly“. Bylo by tedy vhodné, aby se tyto funkce néjak navzajem ,,podobaly“ — napf.

I2Mno%in& funkci majicich derivaci.
13Némecky nasada, zarodek.
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funkce Inx a 1/z se zfejmé takto odecist nepoda¥i'®. Derivace se ovéem piivodni funkci velmi podobaji
pro y(z) = e**, a € R. Zkusme tedy tuto funkci dosadit do feSené rovnice:

as(e™) + a1 (7' + age™ = 0 (14)

as?e®® + a;ae®® + age®® = 0.

Pokud posledni rovnici délime e**, ziskdme podminku pro a, kterou kdy7 splnime, bude (14) splnéna
pro kazdé z, tedy y(z) = e** bude feseni homogenni rovnice. Tuto podminku nazyvame charakteristicka
rovnice

a2a2 +ara+ ag = 0.

Pro feSeni a » této rovnice mohou nastat celkem tfi moZnosti.

Qo YXA%]

1. aj,ay € Ryay # as. Pak funkce y; = e®% yy = e fesi homogenni rovnici, a tudiz libovolnéa

7N % ’

funkce y = C1e™" + C2e??",C1,2 € R je ziejmé také feSenim. Zaroven mnozina téchto feSeni ma

dimenzi dva (pro¢?), a tedy jsme jiz nasli vsechna'® feSeni homogenni rovnice.

2. a1 = oz = a,a € C, tj. pro a = a + ib je e* 2" = e*(cosbzr + isinbz). Obecné Feseni bude
opét linedrni kombinaci téchto dvou funkci. MiZeme ovSem poZzadovat, aby toto feseni davalo pouze
redlné hodnoty (zadané rovnice 74dna komplexni ¢isla neobsahovala). Za bazi M, tedy zvolime misto
Y1 = eM® Yy = e*? jiné funkce, a to y1 + y2 a —i(y1 — y2). Jako cviceni z linedrni algebry zkuste
dokéazat, 7ze tyto funkce jsou skuteéné bazi M, za predpokladu, Ze yq,y- tvori bazi M,. Libovolné
feSeni homogenni rovnice tedy bude mit v tomto piipadé tvar y = e**(C cos bt + C sin bt).

3. a1 = as = a1/(2a2) = a. Nyni ov8em zndme jen jedno feSeni, a to e®®. MiZeme ovéfit, ze v tomto
piipadé (a pouze v tomto piipadé) bude FeSenim také funkce ze®®. Obecné FeSeni bude tedy ve
tvaru y = (Cyz + Co)e".

Shrnuti: metoda ansatzu obecné spociva v tom, ze predpokladadme feSeni v urcitém konkrétnim tvaru
(ktery nam nékdo poradi) s nékolika (Casto jednou) nezndmymi konstantami, ve slozit&j$im piipadé i
funkcemi. Dosazenim do feSené rovnice pak najdeme podminku pro tyto konstanty, pripadné ziskdme
jednodussi diferencialni rovnici pro nezndmou funkci v ansatzu.

Nehomogenni rovnice, partikuldrni feSeni: pro obecnou funkci f(z) jsme vétSinou odkazani na napové-
zeny ansatz. Pokud je ovéem f(z) napiiklad e®*, resp. sin ax (cosaz), plati pro y zdsada ,svoji k svému“
a ansatz je rozumné hledat ve tvaru soucinu polynomu a e®*, resp. ve tvaru obecné linedrni kombinace
funkci sin az a cos az. Pfitom by v tomto ansatzu mély vystupovat dvé nezndmé konstanty C, Cy, tedy
polynom by méla byt linearni funkce, pfipadné linearni funkce nasobend mocninou .

Zavérem zkusme jednu rovnici druhého tadu vyftesit.

Piiklad: ReSeni pohybu hmotného bodu konajictho tlumeny harmonicky kmit buzeny vnéjsi silou har-
monického pribéhu vede na rovnici

y"(t) + ay'(t) + by(t) = dsinct. (15)

Dejme tomu, 7e v konkrétnim piipadé vysly konstanty a, b, ¢, d po fadé rovny 2, 2,1, 3. Pti hledani obec-
ného feSeni musime tesit nejprve piisludnou homogenni rovnici. Charakteristicka rovnice je

a2+2a—|—2:O,

jejimi fesenimi jsou aj 2 = —1 + 4. Bazi prostoru vSech feSeni homogenni rovnice lze tedy vyjadfit bud
ve tvaru el 719! (=10t neho et cost, e ' sint, obecné Fefeni zapiseme ve tvaru

y(t) = e 1(Cy cost + Cysint).

Pro partikuldrni feSeni pouZijeme ansatz y = asint + bcost. Dosazenim do (15) ziskdme po provedeni
derivaci rovnici
(—a —2b)sint + (—b — 2a) cost = 3sint. (16)

14Poznamka navic: na levé strané rovnice je lineadrni kombinace funkci 3,3’ , y, chceme tedy aby tyto funkce byly linedrng&
zavislé.
15Bylo by oviem t¥eba ukazat, Ze feSeni y1,y> jsou linearnd nezavisla. To plati, ale dokazovat to zatim nebudeme.
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Tuto rovnici je tfeba splnit pro kazdé ¢, aby nas ansatz byl feSenim (15). Vezmeme-li napf. ¢ = 0 a
t = /2, dostavdme podminky

—-b—2a=0, —a—2b=3a=-1 AN b=2.

Abychom ziskali tyto podminky, mohli jsme si také uvédomit, 7e sint a cost jsou linedrné nezavislé funkce
(nebot mohly tvofit bazi néjaké mnoziny M,) a rovnice (16) neudéva nic jiného ne7 vyjadieni vektoru
(funkce) 3sint + 0cost pomoci soufadnic v bazi {cost,sint}  protoze je toto vyjaddieni jednoznacné,
musi byt —a —2b=3a —b—2a=0.

Funkce y = —sint 4+ 2 cost je tedy feSenim (15) a obecné FeSeni (15) mtlizeme zapsat ve tvaru

y(t) = —sint + 2cost + e *(C; cost + Cysint).

Zde ov8em narazime na rozpor  ziskali jsme nejednoznacéné reSeni, ackoliv o¢ekavame, ze pohyb hmot-
ného bodu bude uréen jednoznacéné. Kli¢ je v otdzce, ¢im je tento pohyb uréen jednoznacéné. Odpovéd
zni: pocatecnimi podminkami, tedy napf. polohou a rychlosti bodu v ¢ase t = 0. Budeme-li napiiklad
poZadovat, aby y(0) = 2 a y'(0) = 0, zjistime, Ze

2=y(0)=2+C1, a0=y'(0) = -1+ Cy,
¢imz jsou jiz konstanty Cy, Ce ddny a feSeni pohybu daného rovnici (15) za téchto poc¢atecnich podminek

je
y(t) = —sint + 2cost + e 'sint.
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2 Primitivni funkce

§1. ZAKLADNI POJMY: DEFINICE, PRIKLADY

Definice 23: Primitivni funkce
Rekneme, 7e funkce F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pokud Vz € T : F'(z) = f(z)
(v krajnich bodech I pak mame na mysli pfislusné jednostranné derivace F'). Primitivni funkci znac¢ime

F) = [ f(o)da,
nazyvame ji téz neurcity integral.

Poznédmka osymbolu diferencidlu:  Duvod, proc se ve vySeuvedeném symbolu piSe zrovna diferencidl,
vysvétlime v kapitole o Riemannové integralu. I zde existuje analogie se symbolem Az.

Véta 19: O nejednoznaénosti primitivni funkce

Je-li F(z) primitivni funkce k f(x) na intervalu I, pak pro kazdou funkci G(z) primitivni k f(z) na I
existuje konstanta ¢ takovd, Ze Vo € I : G(z) = F(z) + ¢. Naopak kazd4 funkce, pro niz existuje ¢ s touto
vlastnosti, je téz primitivni k f(x).

Dukaz: Vyslovili jsme ekvivalenci. Jednodussi tvrzeni je, ze vSechny funkce G(z), k nimZ existuje kon-
stanta ¢, G(x) = F(z) + ¢,V& € I jsou primitivni k f(z). Neni pfiméjsiho postupu, nez srovnat toto
tvrzeni s definici: G'(z) = [F(z) + c]’ = F'(z) + ¢ = f(z) + 0. Tedy tato ¢ast véty je v poradku.

Opacné implikace se dokaze takto: budeme predpokladat funkci h(z) = F(z) — G(x). Snadno ovéfime,
7e h'(x) = 0,Vx € I, a bude nds zajimat, zda musi byt tudiz funkce h(z) na I konstantni. Ditkaz provedeme
pomérné jednoduse s vyuzitim vét o stfedni hodnoté, které nas viak cekaji az ve étvrté kapitole. Ctendi
necht se proto zatim spokoji se vcelku ndzornou predstavou, pripadné do paragrafu o vétach o stiedni
hodnoté nahlédne.

Poznédmka (dilezitd): Paklize hleddme F(z) na intervalu I U J, I N J # 0, je mozné najit
Fi(z) = /f(a:) dz na intervalu I, Fj(x) = /f(a:) dz na intervalu J,

pficemz Vo € INJ : Fi(z) — Fy(z) = ¢ # 0. V takovém piipadé ale miizeme pomoci pfedchozi véty
ukdzat, ze napt. k Fj(z) existuje takova Gj(x), Zze Fi(z) = Gj(z),Ve € INJ  vskutku, pokud je
prinikem intervalt jediny bod a, volime G;(z) = Fj(z) + Fi(a) — Fy(a). Paklize je timto prinikem
interval A, pouzijeme pro Fy(z), Fj(z) na A pfedchozi vétu piimo.

V prvnim piipadé (I N .J = {a}) ovéite, ze funkce F definovand na I U .J

[ Fr(z) prozel
F(z) = { GII(T) pro z € J

mé derivaci v bodé a a plati F'(a) = f(a), tedy 7e F je primitivni funkci f na I U .J. Néavod: urcete
jednostranné derivace.
Cvic¢eni: V predchozi poznadmce necht I N.J = {a}. Polozme F(x) = F;(z) proz € I a F(z) = G ()
pro xz € J. Ukazte, 7e novéa funkce méa véude na I N.J derivaci a ze F'(z) = f(z). Specidlné se zaméite
na bod z = a.
Véta 20: Zakladni primitivni funkce

1. [e"dz =¢€" +¢,

2. [Ldz=In|z|+¢ z #0,
3. [(z+a)"dz = n+r](:z:—|—a)"+1 +e,n#-1,a€C nez,
4

) fmj_adm:ln\m+a\+c, a€R, x# —a,
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5. [coszdz =sinz + ¢,

6. [sinzdz = —cosz + ¢,

kde ¢ je konstanta nezavisla na z.

Dukaz: Tato tvrzeni by si zajisté ¢tenaf zvladl dokdzat opét pomoci definice primitivni funkce (tedy
zderivovanim). ObtiZe by snad mohla u bodu 2 ¢init absolutni hodnota ma-li tvrzeni platit pro z €
€ R\ {0}, mZeme vSak diikaz provést zvlast pro x kladna a zdporna.

Pozndmka: V minulé vété jsme s Zeleznou pravidelnosti psali primitivni funkce ve tvaru F(z) +
+ ¢. Konstantu ¢ nazyvame integracni konstanta a v dal$im textu jiz nebudeme v jejim pripadé tolik
dtsledni — budeme védét, ze kteroukoliv primitivni funkci ziskdme ze spocitané funkce pric¢tenim vhodné
konstanty.

Poznamka: Ctenafe mo7né napadne, pro¢ jsme u bodu 4 kladli pozadavek a € R. Pov§imnéme
si prikladd na konci paragrafu o derivacich. Zvladli jsme derivovat funkce (z + a)”,1/(z + a)” pro
a € C, n € Z,nikoliv v8ak In(z + «). Pfi¢ina je v tom, 7e zatimco 2", z € C, n € Z je dobfe definované
Cislo, In z, z € C neni. Mame tim na mysli, Ze logaritmus v komplexnim oboru neni jednozna¢na funkce;
plati napifklad e’ = e>™ = 1. Funkce komplexni proménné se vyznacuji nékterymi zvlastnostmi a jejich
problematikou se budeme zabyvat az ve Gtvrtém semestru (kapitola 13); proto také funkci (z + a)™
derivujeme zatim jako soucin funkci a ne jako sloZzenou funkci, nebot vnéjsi funkce z™ by byla C — C.

Véta 21: Integrace souctu
Necht pro f,g: R — C existuji [ f(z)dz, [ ¢(z)dz na intervalu I. Pro ¢ € C potom existuji i [[f(z) +
+ g(z)]dz a [c.f(z)dz a plat

'/[f(m) + ()] dz = / f(@)dz + /g(.?:) dz, / o.f(w)dz = c'/f(.r) dz.

Diikaz: Opét trividlné z definice primitivni funkce.

Véta 22: Integrace per partes!S
Budte f,g: R — C s existujicimi derivacemi na I. Pokud existuje primitivni funkce k funkci f(z) - ¢'(x),
pak existuje i primitivn{ funkce k f'(z) - g(x) a plati

/ £(z) - g(x) dz = f(z) - g(z) - / f(@) - g'(x) dr.

Dukaz: Zderivujeme-li pravou i levou stranu této rovnosti obdrzime tentyz vyraz, tedy opét dikaz
z definice. Stoji za pov8§imnuti, Ze tento vztah je vlastné ,zintegrovand“ véta o derivaci soucinu funkci
(napiste si ji).

Priklad: Vypoctéme [z -e” da.

Podle znaéeni z predchozi véty polozime f(z) =z, f'(z) =1, ¢'(z) = e*, g(x) = €*, a miZeme psat

/z-e“dm:z-emf/l-e“d.r:.r-emfe“.

Priklad: Spoé¢téme [Inzdz.

Tentokrat pouzijeme funkce f(z) =lnz, f'(z) = %, g'(x) =1, g(z) ==

/lnmdm:mlnmf /mldm:mlnmfm.
. ] =z

Cviceni: Spocitejte [arctgzdz, [arcsinzdz, [ 2? Inz dz. Ndvod: v prvnich dvou piipadech pouzijte
triku s ,vlozenim jednicky“ z minulého piikladu, v tfetim pripadé integrujte dvakrat per partes.

16Tntegrace po Castech.
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Priklad: Urfete [sin"zdz, n€N, n > 2.

Vezméme f(z) = sin” 'z, g'(z) = sinz. Pak plati:
/sin" zdr = —sin” 'zcosz — /(n — 1)sin" 2z cosz(— cosz)dz =

= —sin" 'z cosz + /(n —1)sin" 2 z(1 — sin® z) dz.

Nyni ozna¢ime I,,(z) = [sin” zdz, Vn € N:
I,(z) = —sin" 'zcosz + (n— 1)1, a(z) — (n— 1)1, ()
1 1
I,(z) = ——sin" ' zcosz + —In o(x).
n n

Takto jsme sice pfimo integral nespocetli, av8ak ziskali jsme rekurentni vzorec, ktery kdyz budeme
dostateénd (kone¢né ) krat opakovat, dojdeme k cilil”

Véta 23: O substituci
Bud ¢ zobrazeni intervalu I do intervalu J, necht existuje ¢'(z) na I. Potom
1. existuje-li F(z) = [ f(z)dz na J, existuje i [ f(p(t)) - ¢'(t) dt a je rovnd F(p(t)).
2. Pokud ]e navic ¢ proqte a ¢'(z) # 0 na I, pak plati pro funkci G(t) = [ f(p(t))¢'(t) dt vztah
Glpa(@) = [ f(=

Diikaz: Prvni tvrzeni potvrdime snadno zderivovanim za pouziti véty o derivaci slozené funkce. Tvrzeni
druhé ovéfime stejnym zpusobem, jen jeSté s vyuZzitim véty o derivaci inverzni funkce — budeme psat
t=p_1(z),z =(t):

1
G'(p-1(2) = G'(t) - 1 (2) = fp(t) @' (1) - o0 [ ().
Pozndmka: Tato véta nis opraviuje provést pfi integrovani novou ,ipravu®:

m:hf(t)
/ fo)dz Y / Flo(®) ' () dt,

pricem? Sipce doleva odpovida prvni ¢ast véty, Sipce doprava ¢ast druha. Napriklad pokud chceme spocitat
integral nalevo, miiZzeme misto néj pocitat integral napravo (,,pfevést jej na tento integral“) a druhy bod
véty ndm zarudi, Ze ve vypoctené funkci G(t) se mizeme substituci t = ¢_; () vratit k proménné z a 7e
funkce G(¢_1(z)) je skutetné hledanou primitivn{ funkei k f.

P¥iklad: Vypoétéme [ 122 dz.

Inx 1 1 t=Inz
“Zdrz= [ tdt==t*==-In*2.
/ v / 2" T2 " dt = Ldz

Pouzivdme druhy bod véty presné podle predchozi poznamky.

Poznamka navic: Druhy bod ovSem mizeme formulovat také jinak:

Véta 24:
Necht existuje F(z) = [ f(z)dz na I a budiz <p( ) funkce zobrazujici interval .J do I, k ni7 existuje funkce
inverzni. Potom na 7 ex1stu3e G(t) = [ f(e(t))¢'(t) dt, piicem? G (p_1(z)) je primitivni funkef k f(z).

Pozndmka: Pozadavek na existenci F'(z) miZe byt v praxi ¢asto zastoupen silngj$im tvrzenim, Ze
f(z) je spojitd. Existenci inverzni funkce k ¢(t) lze zarucit taktéz silngj$im pozadavkem monotonie —
neni ale nutné, aby ¢(t) méla nenulové derivace na .J.

17Nés vzorecek funguje pro n > 2, tedy skon¢ime ve chvili, kdy budeme poéitat I1 nebo Ig. Ani jeden z téchto integrali
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Dukaz: Zde jiz poznavame pirimy diisledek prvniho bodu predchozi véty. Tak je zajisténa existence
G(t) = F(p(t)). Protoze k ¢(t) existuje inverzni funkce, lze v této rovnosti substituovat t = ¢_; (z), ¢imz
dochazime ke vztahu G(¢_1(z)) = F(z), tedy G(¢_1(z)) je primitivni funkce k f(z).

Pozndmka (trividlni): Nezapominejme na to, %e az po zasubstituovani provedeme integraci, ziskdme
vyraz v jiné proménné nez jsme méli na zacatku. Je tedy nutné provést zpétnou substituci.

Priklad: Uréeme [1/(1+ /z)dz.

1 1 1 .
/*dw:/—-QtdtZQ/ 1———)dt= r =t
1+ .z 141 141

=2(t—In|1+t|) =2z — 2In(1 + V7). do = 2tdt

Umluva: V daliim se jiz nebudeme pii integrovani striktné drzet zdpisu [ f(z)dz, ale budeme se
symbolem dz nakladat jako s fAdnym ¢initelem (toto plati pouze z hlediska zépisu!): budeme napiiklad

d
pst [ 92 misto [ 1 da.

Na zavér tohoto tvodniho paragrafu spoc¢itdme pomoci substituce jesté dva uzitecné integraly.

Priklad: Spoétémef%7 q—é > 0.
/ dz _/ dz _/ dz B t=z+%,
2 +pr+gq 22 +pr+ 2 4q- 2 (az+§)2+q—ﬁ—2 C“qu*§7“>0
dt 1 dt 1 Ldt
Ta SR ) (R4
1/ dz LI 1 . r+5 t o4 dt
= = ——— — —arctgz = ——— arctg —=—. 2= —, dz = di.
al 2241 « & Vg —p?/4 g\/q—p2/4 Q

Piiklad: Vypotitejte [ -2 dz za podminky ¢ — Z- > 0.

/(am+b)dm _a/(2m+p)dm+/(b—%)dw _

t:m2+pm+q

w2 +pr+q 2 22 +pr+g 22 +pr+q
dt d d
o[l (e /7$:91H|t\+ y /7@“: dt— 2t
2 t 2 2 +pr+gq 2 2 +pr+q
a
= —In(z* +pz +q) + (b - —) arctg (z +p/2).
2 Va—p?/ V4

§2. INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCT

Obsah této kapitoly je nutnym piedpokladem pro zvlddnuti integrace raciondlnich lomenych funkci. Do-
kézeme zde nékolik mélo vét, v podstaté jen véty nezbytné pro dalsi rozvoj schopnosti integrovat, kterd
je motivem kapitoly.

Definice 24: Polynom, stupen polynomu, kofen polynomu
Bud f: R — R, resp. f: R — C funkce. Necht existuje n € Ny a ag, ..., a, € R, resp. aqg,...,a, € C, 7e
Vz € R plati

n

i=0
Takovou funkci f nazveme polynomem jedné redlné proménné nad télesem R, resp. C. Tuto skuteénost
formalizujeme symbolikou f € R[z], resp. f € Clz]. Stupném polynomu P nazveme nezaporné celé ¢islo
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k, pokud ay # 0 a zéroven pro i > k je a; = 0. Symbolem pro vySe uvedenou skuteénost je k = st(P).
Pro polynom P(z) = 0 stupen st(P) nedefinujme. Kofenem polynomu P nazveme kazdé ¢islo a € C, pro
n&j7 P(a) = 0. Rekneme, 7e tento koien je v-ndsobny pravé tehdy, kdyz Vz € C, resp. R Ize P zapsat ve
tvaru P(z) = R(z) - (z — a)”, kde R(z) je polynom, jehoZ a neni kofenem.

Umluva: Vyraz polynom jedné redlné proménné nad télesem R, resp. C budeme zjednodusovat na
vyraz redlny, resp. komplexni polynom.
Polynom P identicky rovny nule budeme zapisovat P = 0.

Cviceni: Provedenim sc¢itani, resp. nasobeni ukazte, ze jsou-li p,q dva nenulové polynomy, pak
st(p-q) = st(p) + st(q) a st(p + ¢q) < max{st(p),st(q)}.

Pozndmka: Polynomy mohu rozdélit mnoZzinu R do dvou disjunktnich mnozin, feknéme T a A,
na zdkladé schopnosti ¢isla nebyt ¢ byt kofenem rovnice P(z) = 0, kde P je polynom s celodiselngmi
koeficienty, tj. P € Z[z]. Formélné zapsano A = {z € R| 3P € Z[z]A P(z) =0}, T =R\ A. Cislaz T se
nazyvaji transcendentni a Cisla z A algebraickd. Raciondlni ¢isla jsou zfejmé podmnozinou A, nebot ¢islo
T = % je kofenem rovnice gx —p=0, p € Z, q € N; do A ale pat#i typicky i ,odmocniny“ z racionalnich

¢isel, napiiklad /2, v/3 + /2. Naopak T je podmnozinou iracionélnich ¢sel. Dnes vime, Ze napf. e i
7 jsou transcendentni, viz napt. B. Novak: Vybrané partie z teorie ¢isel & A. V. Sidlovskij: Diofantovy
pribliZenija i transcendentnyje ¢isla.

Nyni uvedeme velmi diilezitou vétu nazyvanou zakladni véta algebry (ZVA). Zatim ji vS8ak budeme
pouzivat bez ditkazu, nebot ten se opird teorii funkci komplexni proménné, jiz se budeme zabyvat v ka-
pitole 13.

Véta 25: Zakladni véta algebry
Bud P polynom stupné alesponn prvého. Pak P mé alespon jeden kofen v mnoZiné komplexnich ¢isel.

Véta 26: O déleni polynomu
Budte P, () nenulové polynomy. Existuje pravé jeden polynom S a pravé jeden polynom R, tak aby
identicky platilo P = Q.S + R a R splhovalo podminku st(R) < st(()) nebo R = 0.

Dukaz: Idea je velice ndzornd; spociva v algoritmu déleni polynomt.
1. Existenci ukdzeme tak, ze polynomy R, S zkonstruujeme. Budeme postupovat indukci dle st(P). Pro
st(P) = 0 je véta (26) trividlni, a proto dalsi prenechdvame ¢tenafi. Navod: rozdélte diikaz na dva p¥ipady
st(Q) =0 ast(Q) > 1.
Predpokladejme platnost véty (26) pro polynomy P stupné nejvyse p — 1, vyvodme jeji platnost i pro
polynomy P stupné p.
Je-li st(Q) > st(P), zvolme S =0 a R = P. Tehdy jisté st(R) = st(P) < st(Q), coZ bylo dokézat.
Je-li st(Q) < st(P), oznacme ¢ = st(Q) a definujme r(x) U Z—qpm”’q, kde a, resp. b, je koeficient pii
nejvyssi mocniné v polynomu P, resp. ). Polynom r je volen tak, aby st(P —r - Q) < st(P) — 1

a a
P(z) —r(z) - Q(z) = apa” +ap 127" + ...+ ag — apa? — b, b—pa:p*] - = bob—p =
q q
a
= gP! (apl — bql—p> + ...
by

Pro P —r - Q potom ale dle indukéni premisy nalezneme R, s takové, aby P —r-Q = s- @ + R, tj.
P=(s+r) -Q+ R. Tim jsem nalezli S = s + r a R, ¢imZ byla existence dokazana.
2. Jednoznacnost R, S. Predpokladejme, ze existuji dva rtizné polynomy Sy, S2 a k nim polynomy R;, R,
tak, ze jsou splnény rovnosti

P =50+ Ry, P =50+ R>.

Srovnanim mame @ - (S; — S2) = Rs — R;. Jde o identitu dvou podle pfedpokladu nenulovych polynomi,
proceZ tyto polynomy musi byt identické (viz lemma o rovnosti polynomt nize). To je ovSem spor, nebot
maji riizné stupné (viz cviceni vyse).
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Definice 25: Racionalni lomena funkce

Funkci
P(z)

Q(z)’

nazveme raciondlni lomenou funkci. Zobecnéni pro komplexni z je zfejmé.

R(2) =

Dr={z € R| Q(z) # 0}

Piiklad: Vydé&lme (ve smyslu predchozi véty) (z2 —1)% : (z* + 1).

(253244322 1) : (z* +1) =2® — 3

—:U6 — :U2
—3z'4+22% -1
3z +3
222 +2

Pifeme tedy (22 —1)% = (22 —3) - (2 + 1) + 222 + 2.

Cviceni: DokaZte, Ze mnozina v8ech polynomi nad télesem R, resp. C s operacemi s¢itani polynomu
a nasobeni polynomu redlnym, resp. komplexnim ¢islem, jak je zndte ze stifedni Skoly, je vektorovym
prostorem nad télesem redlnych, resp. komplexnich ¢isel. Ukazte na zakladé ZVA, Ze se jednd o prostor
nekonecné dimenze, najdéte jednu bazi tohoto prostoru.

Lemma:
Je-li P(z) polynom a je-li P(z9) =0, pak P(2)/(z — 2¢) je také polynom, jinymi slovy ,déleni vyjde beze
zbytku®.

Dukaz lemmatu: Pouzijeme vétu (26). Existuji polynomy R a S, takové, 7e plati P(z) = (2 — zg) -
- S(z) + R(z) pro kazdé z € C. Polynom R ovSem musi byt pro vSechna z roven konstanté ¢, nebot jeho
stupen je nula nebo dokonce neni definovan. Pokud do rovnosti dosadime z = zy, dostaneme R(zp) = 0,
tedy R = 0.

Véta 27: O rozkla(%u na korenové é¢initele

Budn € N, P(z) = Y a;2" a a,, # 0. Potom existuji z1,...,2, € Cavy,...,v, € N takova, 7e
i=0
. prokazdéi=1,...,s je z; kofen P nasobnosti v;,

. v8echna z;, ¢ = 1,...,s jsou po dvou riznd,

. pro kazdé z € C je P(z) = ap, [[ (2 — z)"".

i=1

1
2
3. n=1rn+...4+vsa
4

Mnozina kofent {z1,...,2s} a jim pfisluSejicich ndsobnosti {v1,...,vs} je aZ na pofadi uréena jedno-
znacné.
Poznamka: Zapis v bodu 4 nazyvadme kotfenovy rozklad polynomu P. Bod 3 znamend, 7e pokud

kazdy kofen pocitdme véetné jeho nasobnosti (tedy tolikrat, kolik je jeho nasobnost), ma kazdy polynom
stupné n pravé n koteni v C.

Diikaz: Indukci podle stupné polynomu n; nejprve existence. Piipady n = 0,1 jsou trividlni. Necht
tvrzeni véty plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n a necht P je polynom stupné n + 1. Podle ZVA
ma P alespon jeden kofen z v C a podle lemmatu je P(z) = P(z)/(z — Z) také polynom. Z cviceni za
definici (24) plyne, 7e P je stupné nejvyse n, procez se na néj vztahuje indukéni predpoklad. Existuji tedy
{z1,...,2s} a{v1,...,vs} spliujici 1.-4. bod véty. Dale konstruujeme mnozinu kofenti a jejich nédsobnosti
pro polynom P. Pokud z = z;, pak mnoZina kotent zlistane nezménéna a u nasobnosti se zméni pouze v;
na v; + 1. Pokud z neni kofenem P, pak jej zahrneme do mnoziny kofent P jako z511 = 2z s nasobnosti
Vg1 = 1. Body 1-4 ziejmé zlstanou v platnosti i pro P. PovS§imnéme si, ze a,, v rozkladu dle bodu 4 je
zaroven koeficientem u nejvyssi mocniny polynomu P.
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Jednoznacnost dokdzeme opét indukci podle n. Pro n = 0,1 je situace opét trividlni, indukéni krok
vypada takto. Necht

S S

P(z) = a, H(Z —2z)" = ay H(Z - 52-)9" A 15(,2)

i=1 i=1

Cislo 21 je kofenem P a musi byt i kofenem P, nebof jinak by 13(21) # P(z1) = 0. Polynomy

ar P(z) _ P(z) I G2

z — Z1 z — Z1

Q(2)

jsou ovSem stupné n — 1, a tedy pro né plati indukéni pfedpoklad, tedy maji stejny kofenovy rozklad.
Totéz pak plati i pro P a P.

Lemma o rovnosti polynomi:
Necht P(x) a R(z) jsou polynomy stupné nejvyse n. Pokud alesponn pro n + 1 riznych z € C plati
P(x) = R(x), jsou oba polynomy identické.

Dikaz lemmatu: Sporem. Pokud jsou P, R razné, pak polynom ( = P — R ma stupen nejvyse
max{st(P),st(R)} < n. Podle pfedpokladu m4 ale n + 1 kofend, coz je spor.

Poznamka: Lehce se nahlédne, 7e je-li P readlny polynom a x jeho kotenem, pak i T je jeho kofenem.
Bud z kotfenem redlného polynomu P a spoéteme P(T).

0=P(z)=P(z)=a,2" + ...+ a0, = apz” + ... + a, = P(T),
coz bylo ukdzat. Tato pozndmka usnadni poc¢inani pti hledani korenti néjakého polynomu.

Lemma o kroku pf¥i rozkladu na parcialni zlomky: B
Budte P, () nenulové polynomy, st(Q) > st(P). Je-li z kofenem @) ndsobnosti v, pak !4 € C a 3IP € C[z]
definovany rovnici

P A P(z)-(z — )

G = T ae

Q
aby pro P platilo bud st(P) < st(Q) — 1, nebo P = 0.
Diikaz: Necht Q(z) = (z — #)”.Q(z) a Q(z) # 0. Spoctéme

PR _PGE), o PE)
P RIC AR, R

Otéazkou je, zda skuteéné existuji ¢islo A a polynom P takové, aby byla posledni rovnost splnéna pro
viechna z € C. Zvolime-li v piededlé rovnici z = z, vyjde P(z)/Q(x) = A, pro viechna z miize tedy miize
vyhovovat pouze toto A. Spoctéme dale ﬁ(z), které bude-li existovat, pak také pouze pravé jedno, coz
plyne z jednoznacnosti A a z jednoznacnosti rovnosti polynomt. Staéi dokazat, Ze ﬁ(z) existuje a mé
pozadované vlastnosti. Vypocéteme

5 P(z) A-Q(z) _ P(z) —A-Q(z)

P(Z):z—xi(z—a:)”“: z—x ’

Zatim neni zfejmé, Ze se jedna o polynom  zatim vidime pouze racionalni lomenou funkci. Uvédomime-li

si ale, Ze A jsme zvolili tak, aby = bylo kofenem P(z) — A Q(z), zjistime jako jiZz nékolikrat v diikazech

pfedchozich vét, Ze lze tento polynom vydélit beze zbytku polynomem z — . B
Existence jediného mozného P(z) je ukdzéna, spoctéme jesté st(P). Jelikoz je jisté st(Q) > st(Q) a

st(P) < st(Q) dle predpokladu lemmatu, mizeme psat st(P) < st (%) = st(Q) — 1. Pokud vyjde P = 0

x
pak tato rovnost postradd smysl, nicméné tvrzeni lemmatu je splnéno rovnéz. Dikaz je uzavien.

Poznamka: Dalsi véta je findlnim vysledkem naseho snazeni. Tvzeni lemmatu jesté upravime; zlomek
zapiSeme ve tvaru
A P(z).(z—= A P(z
e A PEGen A Pl
(z — =) Q(2) (z—=z)"  Qi(z)

L
Q
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kde Q1(z) je polynom vznikly vydélenim Q(z) polynomem z—z, coZ lze beze zbytku, nebot z je kofenem Q.

Véta 28: O rozkladu na parcialni zlomky
Budte @(z), P(z) nenulové polynomy stupné n € N, budte x1,...,z, kofeny @(z) s ndsobnostmi
vi,...,vs. Existuji 4;; € C, kdei=1,2,...,5aj=1,...,v;, 7e

P(z2) = A S Ay
% 1
(2) Z (z— 1)) +Z(Z*$S)j (7

Jj=1 Jj=1

Dukaz: Staci domyslet (indukci) predeslé lemma. Ditkaz nebude pFisné formélni, slozity zapis sumaci by
spolu s indukei véc jen ponékud zatemnoval. Dle lemmatu vyse existuje A a P;(z), 7e

P(z) A Pi(2)

ez G Qi)

Jelikoz dle lemmatu st(P;) < st(@)1), mizeme jej znovu pouZit i pro tuto dvojici. Lemma zaruéi existenci

B € C a Py(z) takovych , 7ze gll((’?) = = ’);yl T+ 4. (( )) Psali jsme ve jmenovateli (z — x)”1 !, protoze
x1 je nasobnosti ¥ — 1 v )1, nebot Q1(z) = ﬁ, jak jsme uvedli vySe. Takto lze postupovat, dokud

1 bude kofenem Q;. Je zfejmé, 7ze k tomu dojde po v krocich, protoze tehdy x; nebude kofenem (@, .
Déle vezmeme koten x5 a budeme rozkladat dle lemmatu racionalni lomenou funkei P,, /@,,, kde misto
kotene x dosadime do tvrzeni lemmatu z,. Je zifejmé (korektnéji indukci), 7e takto dospéjeme k rozkladu
ve vété, kterou mame dokazat.

Pozndmka: V§imnéme si opét redlnych racionalnich lomenych funkci. Jak jiz vime, je-li  kofenem
redlného polynomu, pak i T je jeho kofenem, dokonce téZze nasobnosti jako x. Rozlozime-li racionalni
funkci na parcialni zlomky, pak jisté ke kazdému x nalezneme Ay, /(z — z)', a nebude-li 2 redlné, naleznu
i Api/(z —7). Jelikoz predpokladame R(z) = P(z)/Q(z) redlnou, mizeme i P a @ upravit tak, aby byly
redlné, a mizeme psat P(2)/Q(z) = P(z)/Q(z) = P(Z)/Q(Z), a tedy pro z € R

A A A A
L

GC-m -9 G5 -7
Porovname-li zlomky se stejnymi jmenovateli, dostaneme Ay = A,,;, nebof T = z. Budeme-li integrovat,
prepiseme vzdy

+ ...

At A Au(z=7)+ Az —2) Ap(z-7)+ Ap(z — 1)
-|- — = — = — 9 zZ € ]R:
G- o7 G- 7) (7 2w +7) + [7P)
kde jest T+ z i |z|? redlné. Vyraz v Citateli méa rovnéz redlné hodnoty, nebot
Akl(z — 7) + Aml(z — T) = Aml(z — ’I‘) + Akl(z — 7)
Dostavame tim padem funkci, kterou jiz umime snadno integrovat — viz pifiklady na konci minulého

paragrafu.

Poznamka: Ziejmé lze dodefinovat polynom jako funkci komplexni proménné, vSechny citované véty
by mély své analogie. Av8ak vzhledem k tomu, Ze pojem limity, tedy i derivace jsou zavedeny jen pro redlné
funkce, je i pojem primitivni funkce, dik kterému byla tato pasaZz o polynomech pfipravena, budovan pro
realny defini¢ni obor, a pravé proto jsme se omezili jen na P : R — C.

Véta o rozkladu raciondlni funkce na parcialni zlomky nas opraviiuje k postupu, ktery by se dal
shrnout néasledujicim zptisobem (pfedpokladame jiz, Ze stupen Citatele je mensi nez stupen jmenovatele
a vyraz ve jmenovateli je rozloZen na soucin mocnin navzdjem ruznijch linedrnich dvojélent):

1. Zakryjeme jeden z €initeld ve jmenovateli (i s jeho mocninou) a ¢islo, jez je jeho kofenem dosadime
do zbylého vyrazu (tedy jeho nezakryté ¢ésti).

2. Do vznikajiciho rozkladu zkoumané funkce pripiSeme vyraz, v jehoz ¢itateli je toto ¢islo a jmeno-
vateli zakryty'® vyraz (véetné jeho mocniny).

18 Zakryvani“ (z —xs)”s miizeme chapat tak, 7e rovnost (17) timto vyrazem vynisobime a do vzniklé rovnosti dosadime
ZTs. Na pravé strané pak budou v8echny ¢leny obsahovat z — x5 alespoh v prvni mocniné, a budou se tedy rovnat nule
s vyjimkou Cisla Ag,,, které zbylo ze zlomku Ag,, /(2 — xs)Vs.
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3. Body 1. a 2. opakujeme do té doby, nez vycerpame vSechny koteny jmenovatele.

4. Pokud nésobnost vSech kofenil jmenovatele byla pravé jedna, jsme jiz hotovi. V opa¢ném piipadé
v rozkladu stale chybéji ¢leny typu W kde n € N je mensi nez nasobnost kofene xj. Proto cely
nas dosavadni ¢astecny rozklad odecteme od rozkladané raciondlni funkce. Pokud jsme upravovali
spravné, vznikne ndm po kraceni racionalni funkce, jejiz jmenovatel bude vytvofen ze jmenovatele
funkce piivodni tak, Ze snizime nésobnosti vSech kofenii o 1 (jednondsobné nadm tedy vypadnou).
V citateli bude obecny polynom stupné nizsiho nez polynom ve jmenovateli.

5. Ziskanou ,jednodussi“ funkci opét rozkladame podle bodu 1.

Cviceni: Tvrzeni podané na konci bodu 4. si promyslete — je trividlnim disledkem lemmatu pouzi-
tého pii dikazu véty o rozkladu na parcidlni zlomky.

Priklad: Rozlozme na parcidlni zlomky

(2 -12 (-1

@+13  (E+ip(t—i)p

.. (82-1)? j o L (#2-1)2 i A% x Loy - ; o

Prot =i je % = % podobné pro t = —i je % = —1. V8imnéme si, 7e ¢isla v ¢itatelich zlomki
(t+1) 27 (t—1) 2 ’

prislusnych komplexné sdruzenym kofeniim stejné nasobnosti jsou skuteéné komplexné sdruzena, jak jsme

uvedli v poznamce vyse uSetfi ndm to pristé praci. Ziskavame tak ,c¢asteény“ rozklad, jak se o ném

mluvi v bodu 4. Odecteme jej od ptivodniho zlomku:

(2 —1)? ( i —i )_t4—2t2+1—(—3t2+1)

G- Pu+iE \G-) T arip CEDHGEDE
Pt —i)(t+1i) t?

(t—i)3(t+i)3 (t—0)2(t+10)?

1 —_ =

X

¢astecné” rozlozime na =~y + —hz a po odecteni

(t—i)* 7 (t+9)?
tohoto vyrazu mjslféme zlomek %, ktery bychom sice mohli popsanym zptisobem dale rozkladat, aviak

pro tcely pozdéjsi integrace je pohodlnéjsi jej ponechat v tomto tvaru. Cely rozklad tedy je

Dale postupujeme stejnym zpiisobem: % ”

§3. DULEZITE SUBSTITUCE: VZOROVE PRIKLADY

V nésledujicim ozna¢ime R(z), R(z,y) libovolné racionélni funkce jedné nebo dvou proménnych.
Raciondlni funkce dvou proménnych je podil dvou polynomt dvou proménnych!?, funkce ,racionalni“
viicéi obéma proménnym, tedy, polozime-li kteroukoliv z téchto proménnych rovnou konstanté, obdrzime
racionalni funkci.

I [R(e™™)dx.

Po substituci y = e**, a tudiz dz = ﬂiy dy prejdeme k integralu z R(y)%y dy, tedy racionalni funkce.

X

Substituci y = Inz (tj. dz/z = dy) pfejdeme opét k integralu raciondlni funkce proménné y.

19Polynom dvou proménnych definujeme jako P(z,y) = Y. aga'y’. Napiiklad R(z,y) = 2y + 2y — z*.
0<i+i<n
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cx +d

111 /R(m, : ’”’”’) dz, ad—be£0, s € N.

Volime substituci

48 _ s—1
tzsm—M, 7 ¢ehoz T:M a d’I::Mdt
Ver+d ct® —a (ct® — a)?

Piiklad: Reste [2?/vV1— 22da.

Rozsitime-li integrovany zlomek /1 + z, dostavame

//1+T g /7‘2+1 o1\ A t=\/12, =5
-2 1+a . 2t 241 (t24+1)2 de = 4t

(t2+])2
N G VA i —i 3 3 1 _
_,/Q(lt2+1)3d't_,/{(t7) +(7‘+7) +(t7:)2+(t+7:)2+t2+1}dt_

2 + -I—_% + arctgt = 2t _ ! + arct f—it(liﬂ)
(t—i)>  (t+4)? t—i t+ S R e BT ey

+ arctgt

1
Zavérem samoziejmé mizeme prejit zpét k proménné x, dosazenim t = (}fT) 2
Tento postup je univerzdlni. Existuje ovSem i rychlejsi a snadnéjsi cesta k cili. Vzhledem k vyskytu

¢lenu /1 — 2 zkusime goniometrickou substituci

. 1 1 =sint
(‘oqfdf /sin2 tdt = / {— — —cos Qt} dt = r=sm
. J 2 2 dz = costdt

[l

1 1 1 1
= —t— —sin2t = —7‘7—91 tcost = —arcsinz — —x\/1 — x2.
5 7 5in 5 5 Sin 5 arcsing — oz x
Obezfetny Ctenar si jiz jisté dopocital vysledek predchozim zpisobem a pifi porovnavani obou vysledki
narazil na otézku, zda plati identita arctgt = %arcsin x. Ne zcela, plati totiz

arctg —l-i_mzlarcsinz-{—E nebot
11—z 2 4’
sin (2 arctgt — E) = —cos2arctgt = sin” arctgt — cos® arctgt = L — ; = Q—T =
2 t24+1 241 2

Konstanta 7/4 ov8em nevadi, obé vypoétené primitivni funkce se o konstantu lisit mohou.

IV. Eulerovy substituce.

Pii feSen{ [ R(m, Vaz? + br + (:) dz mohou nastat celkem ¢tyfi netrividlni pfipady (nékdy i dva na-
jednou).

1
1. az? + bz +c = alz — 21)(z — ), 1 < Ty, T1,22» € R Pak substituujeme (%)2 = t, tedy
Vaz? + bx + ¢ = t(x — x3), ¢imZ jsme tlohu pievedli na piipad 3.

2. a > 0. Pak volime Vaz? + bz + ¢ = \Jax + t, z Eehoz vyjddiime = = (t* — ¢)/(b — 2\/at) a dz
zderivovdnim tohoto vztahu — zfejmé obdrzime dz = R(t) dt.

3. ¢ > 0. Polozime naopak vaz? + bx + ¢ = y/c + tx a proménnou vyjadiime x = (2/ct — b)/(a — t*),
pfi¢em7 opét ziejmé dx = R(t) dt.

4. Kvadratickd funkce pod odmocninou nemé kofen v R a a < 0 (coZ mimochodem implikuje ¢ < 0).
Pak ovSem tato funkce nenabyva nezdpornych hodnot, tedy jeji odmocnina neni v R pro zadné
z definovana. Takové integraly pak lze v ramci teorie funkci komplexni promenné fesit obdobou
postupu bodu (a) pro komplexni kofeny.
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Piiklad: Resme Eulerovou substituci

28 2t (1+t2)df—/ 2 Vit =t+az, ==L
S 2

dx
= : : dt =
/ zvx? +1 ,/1—t2 1+ ¢2 2t2 -1 de = 142 3

2t2
1 1 -1 IF@E a1
:/—f— dt=In(t—1)—In(t+1)=In— - Y X2 "7~ 1

J i1 i+ 41 Vit —a+l

V. Cebysevovy substituce.

/xm(a + bz™)P dz, m,n,p € Q (18)
umime fesit pomoci pomoci elementarnich funkci pouze v nasledujicich tfech pripadech:

1. p € Z. Pak pisme m = m//l, n = n'/l, m',n',1 € Z, | > 0 at = {/x, ¢&im7 po vyjadieni dz
dostavame funkci t integrovatelnou podle 3.

2. (m+1)/ne€Z, p=~k/s, k,s€Z. Pakbudiz t = va+bz" = z = (t;#, dz = — = (t° —

i _ SN . , o , . (.
—a)="'st*~1 dt. Snadno se presvédéime, 7e po dosazeni do piivodni funkce dostaneme k integrovani
racionalni funkci

1 m 1
m P Jp — (15 —a)mth——
/a: (a+ bz™) dxf/b%(t a) tnb]/”

S m
— /t“”“’l(ts — )" L dt.
nb .

(t* —a)v 'st* ' dt =

1
3. mT“ +p €Z, p=k/s, ks € Z. Pak polozme t = vax~" + b, procez x = (ﬁ)", dz =
= —#(tS —b)~ % 'st*" 1 dt. Opét dosadime do ptivodniho integralu a ziskdme racionélni funkci

1

/mm(a-i—bm")pdm:/( “ )ntkm”pﬂ(tsb)%]sf]dt:

ts—b -n
m+1
=25 /(ts —b) wth(t* —b)P(t° — b)*%*lt'H dt =
no,
m41

__a s /tk+sfl(ts 7b)*(m'TJ,r1+p7])dt.

n

VI. Goniometrické substituce.

Méme-li provést [ R(cosz,sinz)dz, vede vZdy k cili substituce y = tg 5. Vyjadtime-li z, ziskdme po

zderivovani vztah dx = # dy. Siny a kosiny vyjadfime pomoci néasledujicich rovnosti:

_cos?Z—sin’Z  1-tg?% 1y
C()S'T_coq2£-+—qin2£_1+tg2£_1+1/27
) : 2 2
. 2sin § cos § tg 3 2y
sinxr = 2z .2£:1 2£:1 3"

cos? 3 +sin” § +tg° 3 +y

Nyni jiz mame zfejmé integrovat pouze raciondlni funkci. V nékterych piipadech vsak lze zavést i
jednodussi substituce:

1. plati-li R(— cosz,sinz) = —R(cos z,sin z), pouZijeme y = sin z,

2. pokud plati naopak R(cosz, — sinz) = —R(cos z, sin ), zavedeme neocekivané y = cosz a kone¢né
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3. pro R(— cosz, —sinz) = R(cosz,sin ), uSetfi ndm praci substituce y = tgx. Zde pouZijeme vztahii

) cos? x 1
cos’ T = —— = —,
cos?z +sin“x  1+tgox
9 cos? x 1 tg?x
sin“x = — —— = — = —,
cos?z+sin“z 1+ = l4tgTw
. tgx
sinzcosz = ———.
1+tg°zx

2 x,sin” x) cos .

Pozndmka: Plati-li pfedpoklad (a), ocekdvame, Ze integrovana funkce ma tvar E(cos
Doporudené substituce y = cos x integral pievede na R(y2, 1 —y?)y dy. Analogicky v bodé (b). V ptipads

g y . . 7 v o . ’ g 2
(c) otekavame tvar R(cos? z,sin? z, sin x cos z), ktery piejde substituci na R(Hj7, HU—T #) {(14y?) dy,
tedy opét racionalni lomenou funkeci y.

Priklad: Pri feSeni
/ d € (~mim)
r€(—mm
2sinz —cosz + 5’ '

uzijeme substituce y = tg §, nebot neplati ani jedna z podminek pro vyhodnéjsi substituce (a—c). Integral
upravime tedy takto

/ 2 dy 1 _/ dy _1/ dy _
Jlwyr e, L5 ) 32422 3) (y+5P+d

4y
1+y 1+y
3/ dy (’+3\/garctgy+%
— _ 3 = Cg - — U -
5 ((y+15/%)" +1 53 V5/3
1 toz 41
= ¢}, + —= arctg i Bl (19)

A

3
Posledni integral jsme fesili vlastné substituci z = (1/ + %)/é protoze se vSak jednd o jednoduchou
linedrni substituci (z = ay + b), 1ze pFislugné Gpravy snadno provadét i rychleji. Pesto by mél byt ¢tenar
schopen cely tento postup detailné rozepsat (zkuste to).

Pov§imnéme si jesté definiéniho oboru ptivodné integrované funkce. Pokud bychom jej rozsifili na
celou mnozinu reélnych ¢isel, substituce y = tg 3 zfejmé cely tento interval nepokryje, substituci nelze
pouzit pro x = (2k + 1)7, k € Z. Funkce vsSak je definovina na celém R. Na kazdém z intervalil ((Qk -
—1)m; (2k:+1)7r), k € Z je nepochybné jeji primitivni funkce (19). Vzhledem k tomu, Ze integrovana funkce
byla spojitd celém R, musi byt spojity i jeji neur¢ity integral (vlastni derivaci maji pouze spojité funkce).
Je tedy tieba zajistit dvé véci: dodefinovat funkce (19) v krajnich bodech defini¢nich obort pfislusnymi
jednostrannymi limitami, ¢imz podle definice zajistime spojitost funkci v téchto bodech, a dale tyto
funkce navzajem vhodné posunout tak, aby ,navazovaly“. Zminované jednostranné limity v krajnich
bodech intervala jsou ¢ + ﬁ Aby funkce vytvofend slou¢enim primitivnich funkci na intervalech
((Qk: — D)m; (2k + 1)71'), ((Qk + )m; (2k + 3)71') byla spojitd, musi si byt obé jednostranné limity v bodé
(2k+1)7 rovny, ¢im7 dostdvame podminku pro integraéni konstanty ¢y, ¢x11 primitivnich funkei na téchto
dvou intervalech (jejich rozdil musi byt roven rozdilu téchto limit, tj. cp11 = % +cg). Tato podminka ndm
tedy vaZe navzdjem integracni konstanty primitivnich funkei (19) na v8ech vySeuvedenych intervalech,
¢imz dospivame ke kyzené primitivni funkci na celém R. VSimnéme si jesté zavérem, ze téchto funkci je
stale nekone¢né mnoho — abychom mohli uzit podminku svazujici v8echny integracni konstanty, musime
nejprve jednu z nich zvolit a zde nejsme ni¢im omezeni.
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3 Limity podruhé a naposled

§1. NEVLASTNf LIMITY A LIMITY V NEVLASTNfCH BODECH, LIMITY POSLOUPNOST{

Definice 26: Vlastni a nevlastni limita ve vlastnim a nevlastnim bodé

Méjme f : R — C a necht (3k € R)((k;+oc) C Dy), resp. (—oo; k) C Dy.

Rekneme, 7e f ma vlastni limitu v nevlastnim bodé 0o, resp. —oo rovnou A, coz 7aplsUJeme lim f(z) =
praveé kdyz (Ve € RT)(3L € R)(Vx > L), resp. (Vo < L) plati |f(z) — A| <e. e

Budiz dale f : R — R. Necht (3U*(a) C R) (U*(a) C Dy).

Rekneme, 7e f ma ve vlastnim bodé a nevlastni limitu oo, resp. —oo a pieme hm f( ) = £oc, pravé kdyz
(VK € ]R)(HU*( )) (Vz € U*(a)) plati f(z) > K, resp. f( ) < K.

Pro f : R — R necht 3k € R tak, 7e (k;+o00) C Dy, resp. (—o0;k) C Dy.

Pak tikdme, 7e f ma nevlastni limitu oc v nevlastnim bodé oc, resp. —oo, zapsano lim f(z) = 4o,
pravé kdyz (VK € R)(AL € R)(Va > L), resp. (Vo < L) plati f(z) > K. e

Nevlastni limita —oo v nevlastnim bodé by se definovala analogicky.

Definice 27: Posloupnost
Posloupnosti redlnych nebo komplexnich ¢isel rozumime zobrazeni ¢ : N — R nebo ¢ : N — C. Cisla
¢(n) = a, pro n € N nazyvame ¢leny posloupnosti. Posloupnost zapisujeme {a,}52 .

Poznadmka: Posloupnost lze zadat bud pfimo piedpisem pro vypocet n-tého ¢lenu, napiiklad a, =
= n? 4 sinn, nebo rekurentnim vzorcem, tj. uddnim prvniho & prvnich nékolika ¢lenti a predpisu, jak
z prvnich n élentt vypocitat ¢len (n + 1)-ni. Piikladem je Fibonacciho posloupnost: a; = 1, as = 1,
Apt+1 = Ap + ap—1. Jeji prvnich nékolik ¢leni je 1,1,2,3,5,8,13,. ...

Definice 28: Limita posloupnosti
Rekneme, 7e posloupnost {a,}°; md limitu A € C, co? znatime hm a, = A, pravé kdyz (Ve € RT)

(3ng € N)(Vn > ng) plati (|, — A| < e).

VSechny vyseuvedené definice limit 1ze shrnout do jedné. K tomu ovSem budeme potifebovat zobecnit
pojem okoli a dale se zamérit i na pripady, kdy funkce neni definovana plné v§ude v okoli bodu, v némz
vySetfujeme limitu.

Tedy co budeme rozumét pojmem okoli bodu a € C o poloméru £? Definujeme okoli bodu U(a) =
=U.(a) ={z € C‘ 'z —a| < e} a ekvivalentné k tomu definujeme redukované okoli U*(a) e Ula) \ {a}.
K doplnéni polozime v redlném oboru U(oo) = Uk (+oc) & ar = (K;00) a U(—) = Ug(—o) =
= (—o0; K).

Jak jsme si v8imli, u posloupnosti musime provést jisté apravy. Je-li posloupnost zadané zobrazenim
¢ : N = C, nelze trvat na pozadavku U(+o00) C D,. Stadi ndm ale slabsi pozadavek (VUg(+0c))
(3z € D) (’1“ € UK(+oc)). Nyni jiZz mtiZzeme vyslovit definici spole¢nou pro funkce i posloupnosti.

Definice 29: Limita obecné

Necht f je zobrazeni R — C, a € R*, A € R* nebo A € CU {o0}.

Rekneme, 7e funkce f md v bodé a limitu lim f(z) = A, pokud plati zdroven
r—a

1. (VU*(a))(U*(a) N Dy #0),
2. (VU(A))(3U*(a)) (Vx € U*(a) N Dy) plati f(z) € U*(A).

Analogicky definujeme jednostranné limity ve vlastnim bodé limi flx) = A.
T—ra

Pozndmka: Podle této definice je limita posloupnosti specidlnim piipadem limity funkce f s defi-
ni¢nim oborem Dy = N v bodé a = +o00. Jednostrannou limitu funkce f lze chipat jako limitu funkce
zadané stejnym predpisem, ale s vhodné zredukovanym definiénim oborem.

Ptiklad: Z definice snadno plyne ekvivalence

lim f(z)=A & lim f(x,) = A, kde 2, =n, Vn e N.
n—oo

r—+oo
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Obé dvé strany ekvivalence projdou stejné dobie podminkami, které definice klade. Toto tvrzeni bude
pozdéji také trividlné plynout z Heineho véty.

Poznédmka nepovinna: Zopakujme, 7ze na C definujeme okoli pomoci absolutni hodnoty, zatimco na
R je definujeme piimo zapsanim piislusného intervalu. V prvnim piipadé potom neuvazujeme okoli +o0o
nebo —oo, ale prosté co, a to podle definice Uk (0c) = {z € C| |z| > K }; v definici s absolutni hodnotou by
nemélo smysl obracet nerovnost (|f(x)| < K), nebof |z| je vidy z RT. Tato ivaha m4 jesté dalsi disledek.
V komplexni roviné je ,nekonecen” mnoho: pro kazdy thel ¢ € (0; 27) se miizeme do nekoneéna bliZit po
polopiimce svirajici ihel ¢ s kladnou redlnou poloosou (pro ¢ = 0, resp. ¢ = 7 dostdvame jiz ,znadma“
+00 a —00). Touto definici okoli nekone¢na jsme ovSem vsechna tato nekoneéna nahradili jedinym.

Pozdéji budeme zkoumat limity na méné obvyklych prostorech?’. Definice bude vypadat naprosto
stejné, budeme ovSem muset védét, co znamend ,,okoli bodu a o poloméru € > 0“. Prostory, v nichZ
toto vime, nazyvame topologickymi prostory. Zminéna okoli samoziejmé musi splhovat urcité vlastnosti
analogické tém, které mtizeme pozorovat u okoli, kterd jsme definovali na C; zdjemce zatim odkazeme na
pfislusnou literaturu. ,Rozumné“ miZeme okoli U, (a) definovat napiiklad jako ,body, které maji od a
vzdalenost mensi nez €“. Na zkoumaném prostoru tedy stac¢i mit definovanu vzdalenost dvou bodi a, b,
coz na C mize byt napiiklad |a — b|.

Piiklad: Uvedme nékolik typickych funkei, které maji nevlastni limity v nevlastnich bodech.

lim z = +oo, lim e® = oo, lim Inz = oo.
r—+o00 xr—+o00 xr—+o00

Dukaz prvni limity je trividlni: pro libovolné K € R volime v definici (26) L = K, tedy U(c0) = (K; 00).
Pro kazdé z z tohoto okoli nekoneéna pak ziejmé je f(x) = x > K. Pfi dikazu druhé a t¥eti limity se
musime odvolat na vlastnosti exponencidly probirané za definici (18). Pro dané K > 0 zvolime L = ln K

v definici se fikd, Ze exponencidla zobrazuje prosté R na (0;00), tedy inverzni funkce logaritmus je
definovana na celém R*. Potom pro x € (L;oc) je e” > K, nebof e& = K a plati e* > e’ pro a > b.
U logaritmu podobné pro K € R volime L = X a diikaz dokonéime analogicky.

Déle se budeme zabyvat zakladnimi tvrzenimi pro limity pfi takto rozsitenych definicich.

Véta 29: Jednoznaénost limity v R*, roz§ifena véta (1)
Kazdé zobrazeni ma v daném bodé a € R* nejvyse jednu limitu.

Dukaz: Pro a € R a piipad, ze 3U;(a) C Dy jsme jiz dikaz provedli dfive. Zkusime nyni piipad
a = +oo. Myslenka je stejnd jako pfi ditkazu véty (1). Pfedpoklddame existenci dvou riznych limit A, B
a pak zvolime dvé okoli boda A, B tak mald, aby se nepiekryvala. Na dostatecné malém okoli a pak musi
byt v8echny hodnoty f jak v prvnim, tak v druhém okoli, coZ je spor. Pfitom se opirame o pifedpoklad,
7e v libovolné malém okoli bodu a existuje alesponi jeden bod, v némz je hodnota funkce definovana.

Véta 30: Limita absolutni hodnoty, rozsifena véta (4)
Jestlize a € R*, lim f(z) = A € CU{+o0}, pak lim |f(x)| = |A], pfitemZ poklddame | £+ o] .
T—a T—a
Priklad: Posloupnost a,, = (—1)"n nemd limitu, ovéem |a,,| m4 limitu +oc.
Véta 31: O chovani funkce majici limitu, rozsifens véta (5)
Budiza € R*, f: R — R a lim f(z) = A.
T—a
1. Je-li A € R, pak plati (Vp,q € R)(p < A < ¢)(3U*(a)) (Vz € U*(a) N Dy) (p < f(z) < q);
2. jeli A = +oo, resp. A = —o0, pak (VK € R)(3U*(a)) (Vz € U*(a) N Dy)(f(z) > K), resp.
(f(z) < K).
V ptipadé f : R — C podobné.
3. pokud A € C, potom 3K > 0, 3U*(a), ze Yz € U*(a) N Dy je |f(z)] < K;
4. pokud A = oo, potom VK > 0, 3U*(a), 7e Yz € U*(a) N Dy je |f(z)| > K

20MnoZinach prvki s definovanymi operacemi mezi témito prvky. Viz napiiklad vektorové prostory.
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Pozndmka: V dalgich vétach budeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze defini¢ni obory uvazovanych
funkci jsou stejné. Véty je mozno snadno roz§ifit i na ptipad, kdy jsou defini¢ni obory shodné alespon na
malém okoli, v ném7 limity vySetifujeme — staci opét misto ptvodnich funkci uvazovat funkce zadané
sice stejnym predpisem, ale s vhodné zmenSenymi defini¢nimi obory. Jiné pfipady se v praxi vyskytuji
ziidka a ¢tendf bude ¢asem jisté sam schopen podle potieby véty upravovat.

Véta 32: Limita soudtu, souéinu, podilu, rozsitena véta (7)
Budiz a € R*, f,g : R - C a Dy = Dy. Je-li splnéno lim f(z) = A, lim g(z) = B, A,B € C pak
) T—a T—a

nasledujici limity existuji a jsou rovny:

lim [f(z) +g(@)] = A+ B, lim [f(2)g(x)] = AB
a pokud B # 0, pak také
f@) A

lim ——~ = —.
TI—IBLga:) B

Pozndmka (vysvétlovaci): Pfipomenme jesté, 7e tato implikace neplati opa¢né — zndme-li limitu
sou¢tu?' dvou funkci, nemfizeme piedem nic ¥ici o limitdch téchto funkci zvlast, dokonce ani o je-
jich existenci?? — protiptiklad je jednoduchy: vezmé&me napi. funkce sinaz a —sina; jejich soudet ma
v 400 samoziejmé nulovou limitu, limita kazdé z téchto funkci zvlast vsak neexistuje. Rozmysleme si pii
této prilezitosti, jak vlastné pouzivime vét o limité souctu, soucinu atd. PiSeme-li napf. ll_)H?i(iE +e*) =

= lim1 T+ lim1 e”, netvrdime tim, Ze 7z existence limity na levé strané plyne existence obou limit napravo,

ale obracené. Rovnost, kterou zde piSeme, je tedy vlastné podminénd: smérem doleva ,plati“ vzdy  to
je véta (32)  smérem doprava tehdy a jen tehdy, kdyZ limity napravo existuji (pro¢?).

Poznamka: Ctenaf si nyni pravdépodobné mysli, ze vyseuvedené véty o limitach dokdze pouzivat
spravné podle ,zdravého rozumu“. Za odstrasujici piiklad?® takového ,zdravého rozumu“ necht slouzi
vypocet této limity:

Im ——— =1 - = lim 2
z—0 T +sinx z—0 ()4 sinz z—0  2x

T + sin 2z . 0+sin2z sin 2z <sinm>]
m-—— =2,
x

vvvvv

.z +sin2zx . x40
lim ———— = lim =
z—0 T +sinx z—=0x 4+ 0

1.

Postup v prvnim ptipadé je a7z na zdménu 0 za x spravny a dokonce vede k cili, zkuste dopoc¢itat [spravné
%] Zkuste si uvédomit, které véty pti vypoctu této limity pouzivame a zda nékterou z nich nepouzivame
pfi vy8euvedeném vypocltu neopravnéné (aniz bychom splnili jeji pozadavky).

Véta 33: O dvou straznicich, rozsifena véta (8)
Necht a € R*, f,g,h : R —» R, lim f(z) = lim h(z) = A € R* a necht Dy = Dy, = Dj. Necht
r—a r—a

(3U*(a)) (Vz € U*(a) N D) (f(z) < g(z) < h(z)). Potom existuje limita f v a a je lim g(z) = A.
T—a
Véta 34: Limita sloZené funkce, rozsifens véta (9)
Necht f:R—>C, g: R = R, a € R* a necht plati podminky
1. (YU*(a))(3z € U*(a)) [(z € Dy) A (f(z) € Dy)]. tj. z € Dyoy.
2. limg(z) =A€R" a lin}‘f(y) =B e CU{xoo};
y—

T—ra
3. (a) 3U*(a) takové, ze (Vz € U*(a))(g9(z) # A) nebo
(b) f je spojita v A.

Pak lim f o g(z) = B.

T—a

21 Napf#. souétem dvou funkei f(z), g(z) rozumime funkci h(z) = f(z) + g(z).

22Slovo ,nic“ je zde p¥ece jen pondkud p¥isné — zkuste nap¥. dokazat, e existuje-li limita sou¢tu a jednoho ze séitancii,
existuje i limita druhého s¢itance. Souvisi to s otdzkou na konci této poznamky.

23V anglické literatufe byvéa tento postup oznafovan jako , Hollow Head’s Simplification Method.“
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Cviceni: Dukaz téchto vét necht si ¢tenar zkusi provést sdm — jedna se o variace stejného tématu,
jak je ostatné vidét z predvedeného diikazu véty (29). V pfipadé nejasnosti je samoziejmé nejlepsi se
vratit k vétam (8), (9).

Pozndmka: Uveédomme si, 7e diky zobecnéné definici limity (29) mtizeme v8echny tyto véty pouzivat
i pro posloupnosti.

Dal$im okruhem jednoduchych jevi, kterymi se budeme zabyvat, je to, jak se zméni nase diivéjsi
vysledky ohledné zdmény limitniho procesu a jistého okruhu algebraickych operaci s funkcemi (soucet,
rozdil, souéin, podil) po rozsifeni definice limity, specidlné pro limity s nevlastnimi hodnotami. Jsou dény
dvé funkce (specidlnim p¥ipadem jsou posloupnosti) a zndme jejich limity; zajima nds, zda mizeme ze
znalosti téchto limit urcit limitu funkce, kterd vznikne sec¢tenim, ndsobenim atd. funkci pivodnich. Zatim
jsme zjistili, 7e v ptipadé vlastnich limit plati vcelku piirozené pusobici vztahy popsané vétami (32),(34).

Véta 35: Limita souctu pro nevlastni limity

Budiz f,g e R >R a€R* aD; =D, =D.

1. Pokud lim,,, f(z) = 400 a (3K € R)(3U*(a))(Vz € U*(a) N D)(g(z) > K), tedy g je zdola
omezend, pak lim[f(z) + g(z)] = +oc.
r—a

2. Je-li lim f(z) = —o00 a (3K € R)(3U*(a)) (V2 € U*(a) N D) (g(z) < K), tedy g je shora omezens,

r—a

pak Iim [£(z) + g(x)] = —oo.

Dikaz: Dokézeme zde jedno z obou tvrzeni, druhy dikaz je zcela analogicky.
Vezmeéme napifklad tvrzeni 2. Zkoumejme, zda (VM € R)(3U*(a)) (Vz € U*(a)ND) je f(z) +g(z) <
< M. Vime, ze
(307 () (V2 € U (a) N D) (g(z) < K),
(33 (@) (¥z € U3 (a) N D) (f(z) < M — K).
Pokud pro dané M zvolime U*(a) = Uy (a) N Uy (a), bude ziejmé platit

VeeU*(a)ND: f(x)+g(z) <M —-K+ K =M,

coz bylo dokazati.

Oznadeni: Budiz A € R. Oznac¢ime

At oo==40c, +00+00=+00, —0C—0C=—0C.

Véta, kterou jsme pravé vyslovili, ukazuje, ze tyto vatahy maji pfi pocitani s limitami své opodstatnéni,
a je proto Ucelné je pro nasi dalsi praci zavést.

Nemd ovsem dobry smysl podobné definovat vyrazy typu +00 — oo a —oc + oo. Duvod je prosty —
soucet dvou funkei, o nichz pouze vime, 7ze maji nevlastni limity opa¢nych znamének, mize byt funkce
s limitou nevlastni (obou znamének), libovolné redlné ¢islo, nebo dokonce funkce nemajici limitu, a to

jak omezend, tak neomezend. Zkusime si takové priklady zkonstruovat.

Priklad: Funkce sinz nemd limitu pro x — =4oo. Dikaz by byl analogicky pfipadu Dirichletovy
funkce probrané v iivodnim paragrafu o limitdch (nevéfite-li, zkuste navrhnout néjaké ¢islo, které by bylo
limitou). Brzy ukdzeme pohodlny zptisob ditkazu neexistence pomoci Heineho véty.

Funkce f(z) = z + sinz m4 podle ptredchozi véty limitu co pro £ — oo. Funkce g(x) = —x mé tutéz
limitu rovnu —oc a souet f(z)+ g(x) = sinz tuto limitu viibec nema. Pokud nahradime sin z libovolnou
konstantou A, bude mit f(z) + g(z) limitu préavé A.

Nyni obratme svou pozornost k souc¢inu dvou funkei:

Véta 36: Limita souéinu pro nevlastni limity
Budtea € R* a f,¢g: R = R, pficemz Dy = D, = D.

1. Necht ddle lim f(z) = o0 a (3a > 0)(3U*(a)) takovd, 7e Vo € U*(a) N D plati g(z) > .
TrT—a
Pak lim f(z)g(z) = toc.
r—ra
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2. Necht lim f(z) = £oo. Necht (38 < 0)(3U*(a)) takova, 7e Yz € U*(a) N D je g(z) < .
r—ra

Potom lim f(z)g(z) = Foo.

TrT—a
Pozndmka: Stacdi tedy, aby funkce g méla nevlastni limitu, vlastni limitu nebo alespon aby byla
omezend (ke kazdé moZnosti si vzpomeite na piiklad).
Diikaz: Opét jako v predchozim piipadé dokazeme jen 2. piipad. Prvni se dokaze analogicky.

Necht lim f(z) = —oo. Pot¥ebuji dokazat
r—a

(VM > 0)(3U*(a)) (Vo € U*(a) N D) (f(2)g(z) > M).

Vime, ze plati

(3U5(a)) (V2 € U (a) N D) (9(x) < B < 0) (w _ % < o) (3U5 (a)) (¥ € UF(a) N D) (F(2) < L < 0).

Z toho plyne f(z)g(z) > BL = M na U*(a) N D g Uf(a) NUs(a) N D, coz bylo dokazati.

Pozorny ¢tendr si jisté povSimne, Ze pfi ndsobeni ,nekonecen” bychom se mohli dostat do potizi tak,
jako v predchozim ptipadé. Musime si tedy ujasnit, jaké operace s nekonecny pro nas maji smysl.
Oznaceni: Pro libovolnd A > 0 nebo A = +00 a B < 0 nebo B = —o0 zavedeme

+o00- A=+ a + o0 B = Foo.
Nemd ovSem v tuto chvili dobry smysl definovat vyraz typu 0 - +oc.

Piiklad: Chovénipolynomu P(z) = apz™ + ...+ ag, a, # 0 v bodech £oc uréuje vzdy chovéani ¢lenu
s nejvyssi mocninou. Mizeme totiz psat

n _ n 1 1
ap +...q1x+aq =2 |ap,+a,_1—+...+ap— |.

Limita ¢lent v zévorce pro x — +0o je rovna a, a limita z” je rovna oo pro n liché a 400 pro n sudé.
Napiiklad limita P(z) v £ — —oc pro n liché a a,, kladné je rovna —oc. Soucet funkci 22 a —z m4 tedy
v oo limitu oo, i kdyZ s¢itame funkce s limitami co a —oc.

Cviceni: Zkuste opét ukazat, ze soucin funkce s nulovou limitou v a a funkce s nevlastni limitou v a
miize mit limitu nevlastni, ¢i rovnou libovolnému realnému ¢islu, nebo Ze tato limita ani nemusi existovat.
Pokracujeme ve vytyc¢eném programu studiem limity podilu dvou funkei.

Véta 37: Limita podilu pro nevlastni limity
Necht f: R — C je funkce a a € R*.

1. Necht lim |f(z)| = +oc; pak lim 1/|f(z)| = 0.
r—ra r—ra
2. Predpoklédejme, ze lim f(z) = 0. Necht (3U*(a)) (V& € U*(a)NDy) plati f(z) > 0, resp. f(z) < 0.
r—a
Pak lll)r}l 1/f(xz) = 400, resp. }11)1}1 1/f(z) = —oc.
3. Necht lim f(z) = A#0, A € Cpak lim 1/f(z) = 1/A.
r—a r—a
Ziejmé opravdu nic nového pod sluncem! Srovnejte s vétou (7). K tomu je jesté potfeba dodat néco
o smysluplnosti podili s ,,nekoneény*.

Oznaceni: Pokud a € C, mé smysl definovat a/+oc = 0. Neurcity vyraz typu g, kde a € C obecné nede-
finujeme, limita nemusi vibec existovat, oviem pro a # 0 lze samoziejmé psat ‘%| = +00. Nedefinujeme

také oc/oco a 0/0.

Dikaz: Ad 1. Pro zadané € > 0 chceme tedy, aby |1/f(z)| < € na ur¢itém redukovaném okoli bodu a.
Vime ale, 7e existuje redukované okoli a, na némz je |f(x)| > K = 1/e, ¢imz jsme hotovi.
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Ad 3. Toto tvrzeni je pouze pfirozenym rozgitenim tvrzeni véty (7) s ohledem na upravenou definici limity.
Staci tedy provést dikaz pro a = oo, coz jisté ¢tenar zvladne po zkuSenostech s dikazy predchozimi.
Ad 2. Dokazme toto tvrzeni:

1 1
lim — =-0 <« (VK eR)(IU"(a))(VereU*(a)ND <—<K>
lim (VK € B) (30" (@) (v € U () D) (5
Ziejmé postadi dokdzat tvrzeni VK < 0, nebot pro K > 0 platf tim spiSe. Vime, ze (Ve > 0)(3U*(a)) (Vo €
€ U*(a)ND)(—e < f(z) <0). Potom oviem 1/f(x) < —1/e pro kazdé e > 0, coz bylo dokazati. Diikaz
tvrzeni pro f(z) > 0 je analogicky.

Pozndmka: Stoji za pozornost, jakym zptisobem se li§i proces ,ptiblizovani se do bodu“ v Gaussové
roviné a na realné pifimce. V komplexnim oboru se miizeme ptiblizovat po polopiimce, ale také po obecné
kiivce. Tento rozdil zfejmé povede k tomu, Ze v komplexnim oboru nelze jednoduse formulovat tvrzeni 2
predchozi véty. Pouzivame proto tvrzeni 1.

Priklad: Pron > 0 dokaZzme

lim e* =0, lim 2" =o0c, lim — =0.
T——00 T—00 rz—o00

Druhou limitu mizeme pocitat pomoci Gvahy z™ = e"Inz a dale pomoci véty o limité slozené funkce
(34), nebot Inz — oo pro & — oco. Posledni limita je pak jiz trividlni.

V souvislosti s timto tématem se nabizi otazka, kterou lze vagné formulovat asi takto: ,Jak lze porov-
nat rychlost rtstu raznych funkci do nekone¢na?* Lehce predbéhneme vyvoj a zformulujeme nésledujici
vétu, jez ndm umozni pocitat limity neurcitych vyrazi, jejichz hodnoty jsme zatim v predchozich tvahéach
nedefinovali.

Véta 38: L’Hospitalova
Bud a € R*; pfedpokladejme, 7e jsou splnény nésledujici podminky

1. 3U*(a) takové, 7e Vx € U*(a) existuji derivace f'(x), g¢'(x) a ¢'(x) # 0,
2. lim L — 4 e R,

z—a 9 (%)

Déle necht plati jedna z podminek (a): lim f(z) = lim g(z) = 0 nebo (b): lim |g(z)| = +oo. Pak lim £
r—a

T—a T—a r—a g9(z)
existuje a je rovna A.

Tato véta predstavuje mocny ndastroj pro vysSetfovani limit neurcitych vyrazi. Zaroven ovSem jesté
nemame vybudovan potfebny aparat k jejimu diikazu. Pouzijeme ji tedy jako néastroj a k jejimu dikazu
se vratime na vhodném misté budovani teorie?*. Jako ilustraci uziti véty (38) vezméme

Piiklad: Vypoitéme lim <, a € R
z—+o0o T

Pokud a < 0, pocitdme limitu vyrazu z~%e”, pficemz limity obou ¢initel jsou oc. Limita soucinu

je tedy také co. Pro a > 0 mtzeme opakovanym pouzitim L’Hdéspitalovy véty exponent mocniny ve
jmenovateli snizovat o jednicku tak dlouho, az bude zaporny:

. € . € . €
lim — = lim = lim ——— = ...
z——+o00 T z—+oo qre—! z—+00 a(a — 1)ze—2

Konstantu 1/[a(a— 1) ...] miZzeme vytknout pfed limitu, kterdzto vyjde rovna oco. Posledni pfipad a = 0
je trividlni, a tak mtzeme shrnout

T a

. € PR T
Vae R: lim — = o0, ale také lim — = 0.
z—oc 12 z—o00 et

24Hledejte v paragrafu o vétach o stfedni hodnot&  tyto véty udavaji uréity vztah mezi funkénimi hodnotami a hodnotami
derivaci.
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Cviceni: Spocitejte pomoci véty (38) limity

. sin3x . 1—cosx
lim , lim ——.
r—0 x r—0 332

Spravné vysledky jsou 3 a ]3

Priklad: Bez I’Hospitalovy véty by se druhd limita pocitala trikem

1
1+cosz 2

lim ——— = lim = lim

z—0 2 z—0 2 1+cosxz z—0

1—cosz I 1—cosz 1 . (sinaz>2 1
T

Pozndmka (formdlni):  Vétu (38) vlastné pouzivame ,na éestné slovo“. Limitu upravujeme tak, Ze
derivujeme zv1ast Citatele a jmenovatele, a teprve, kdyZ jsme schopni spocitat upravenou limitu, a dokazat
tak jeji existenci, mizeme pouzit 'Hospitalovu vétu a urcit hodnotu ptivodni limity.

Priklad: Nasledujici limity je mozné tesit ’'Hdospitalovym pravidlem.

.oef =1 . In(1+=z
lim =1, lim Q =1.
z—0 €T z—0 T
v v v z . v . v 7z . . . ~7 . 7 ! v
Je ovSem uziteéné si uvédomit, 7ze prvni limita je pfimo z definice vyraz pro (e“”) |770 =e’=1avze

druhou limitu lze pfevést na prvni substituci z = In(z + 1).

Piiklad: Cislo e byva nékdy definovano také jako lim (1 + %)” Spoctéme tuto limitu, pokud za
n—oo

definici e bereme hodnotu pfirozené exponencialy definované vySe v bodé = = 1.

V souladu se zobecnénou definici limity budeme uvazovat nikoliv limitu posloupnosti, ale funkce.

lim (1+ l)w = lim exp [zIn (1 + 1)]

T—>00 T—>00

Pouzijeme samoziejmé vétu o limité sloZené funkce a budeme se dédle vénovat pouze vnitini funkci.

In(l+1/x
lim a:ln(1+ )zlim M

z—00 €T z—00 ]/aj

Substituci?® z = 1/z ale pfejdeme k limité vyse, o niz vime, 7ze vyjde rovna 1. Celkem tedy je

lim (1+ l)m:elze.

r—00 €T

S timto apardtem pristoupime k systematizaci nekone¢né malych resp. velkych veli¢in.

§2. SYMBOLY 0,O: KLASIFIKACE NEKONECNE MALYCH A NEKONECNE VELKYCH VELICIN

Poznamka: Co vlastné rozumime nekoneéné malymi, resp. velkymi veli¢inami? O funkci f: R — C
je ,rozumné® ¥ici, ze je nekonedné mald v a € R* | pokud lim f(z) = 0 a 7e je nekonecné velkd v a € R*
r—a

pfi lim f(z) = oc.
T—ra

Definice 30: Symboly O, o0
Budte f,g: R* — R*.

1. PiSeme f = o(g), # = a, pokud lim £&) = 0;
z—a 9(7)

2. piseme f = O(g), = = a, jestlize (3U*(a))(3K > 0)(Vz € U*(a)) je \;‘((g | < K;

3. kone¢né oznacime f ~ g, x = a pii lim ;Ef)) = A e R\ {0}
TrT—a -

25Pod substituci se skryva op&t véta o limité slo%ené funkce, substituci nahrazujeme vnit¥ni funkci.
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Pozndmka: Uvédomte si, Ze stejné jako v8echny tii popsané symboly definuji relace a nikoliv funkce
(u ~ je to zfejmé, ale u O, o0 by pfi tomto zptisobu zapisu mohl vzniknout nespravny dojem, 7e napft. o(g)
je jedna urcita funkce. Zajemci necht si promysli, Ze pokud zvolime pevné funkci g, pak mnozina v8ech
funkei {f| f = o(g)} s bé&zné definovanou operaci s¢itani tvori vektorovy prostor nad télesem C.

Pozndmka vysvétlujici:  Vyrok f = o(g), © = a se ¢te ,funkce f je malé o funkce g v bodé z = a“,
coz miizeme chapat tak, ze f ma v tomto bodé podstatné mensi hodnoty nez g. Pokud g roste v tomto
bodé nade v8echny meze, plyne z toho, Ze f je bud omezend, nebo roste nade vSechny meze podstatné
pomaleji nez g. Pokud se g napfiklad blizi k nule, znamené to, Ze f se blizi k nule podstatné rychleji.

Zapis f = O(g), x = a ¢teme ,funkce f je velké O funkce g v bodé xz = a* a ¥ik4, ze f nemd v bodé
x = a tadové vétsi hodnoty nez g; k tomu samoziejmé postacuje aby existovala vlastni limita % pro
x — a (prozkoumejte Gvodni paragraf o limitdch)  podminka to vSak neni nutné. '

Relace f ~ g,z = a zfejmé vystihuje to, 7e f a g se v bodé a ,chovaji fadové stejné“. Tento vztah se
nazyva slabd ekvivalence. Ovéite primo z definice, Ze tato relace je skuteéné ekvivalence, tj. je reflexivni,

symetricka a tranzitivniZ®.

Cviceni: Piimo z definice ukazte, ze = = O(m sinm), T = +00.
Cviceni: Mezi vySeuvedenymi tifemi relacemi je fada vztaht, snadno odvoditelnych z jejich definic a

jednoduchych logickych avah. Zkuste naptiklad ovérit tato tvrzeni

z=oy)=z=0(y), z~y=>z=0(y), [z=o0(y) Ay=o0(2))= z=o0(z)].

Pozndmka: Obvykle se definuje téz relace silné ekvivalence: f = g, x = a pro lim f;((T; = 1. Ta
rT—a -

znamend, ze f a g se v bodé a ,chovaji priblizné stejné“. Pokud ma alespon jedna z funkci v bodé a
limitu, pak zde méa limitu i druhd funkce a obé limity jsou stejné.

Definice 31: Porovnavani nekoneéné malych a nekoneéné velkych funkei

Necht a € R* a f, g jsou funkce nekonecné malé v a, resp. nekonecné velké v a, tedy takové, ze lim f =
r—ra

= lim g = 0, resp. lim f = lim g = +0c. Rekneme, 7e
T—ra T—ra T—a

vvs

1. f je nekonecné mald vyssitho Tdadu nez g v a, resp. ze f je nekonecné velkd niZsiho vddu nez g v a,
pokud f = o(g), z = a;

2. f je nekonecné mald, resp. nekoneéné velkd stejného tddu jako g v a, pokud f ~ g, x = q;

3. f je nekonecné mald nizZsiho tadu nez g v a, resp. ze f je nekonecné velkd vyssiho rddu nez g v a,
pokud g = o(f), x = a.

Priklad: Vratme se k nasi otdzce o chovani funkci v nevlastnich bodech. Piedchozi definice nam
umoznuje vhodné srovnavat ,rychlost riistu nade vSechny meze“, ptipadné ,rychlost bliZzeni se k nule“.
V nasledujicim schématu volime bod a = 4o00. Pokud v jednom sloupecku lezi f ve vys§im fadku nez
g, pak g = o(f); o vSech funkcich v levém sloupecku vime, Ze rostou v a = +oc nade vSechny meze, a
o funkcich v pravém sloupecku je zndmo, 7e maji v a = 4+oc nulovou limitu.

1
e, I
%, a> [, 2, <0
?, B3>0, %, a<f
In xz, e

Tyto funkce tvori uréity Skalovaci systém, k némuz lze vztahovat rychlost ristu testovanych funkci
v nevlastnich bodech. Zopakujme jesté, ze v levém sloupecku roste ,fad nekonecné velikosti“ odzdola
nahoru a v pravém sloupecku roste ,Fad nekoneéné malosti“ odshora dol.

Cviceni: Pripomente si limity, s jejichz pomoci odivodnime ,8kalu® vyse. Uvédomte si, ze ziejmeé

plati zgriloo % =0, pravé kdyz 1/g = o(1/ f).

26Tedy 7e plati e ~ 2,z ~y = y~a, (T~ YAy ~2z) =T~ 2.
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Ptiklad: Jakym zptusobem budeme s pomoci uvedenych funkci konstruovat nekoneéné malé ¢ neko-
necéné velké veli¢iny v kone¢ném bodé? K tomu ndm podle véty o limité sloZené funkce (34) mtze poslouzit
zadména T — ‘mla‘ v piislusnych funkcich. Napiiklad funkce In || = —In|z — a| jde zfejmé k 400 pii
T — a.

Nyni pfejdéme k aplikaci toho, co jsme vytvorili:
Piiklad: Ukasme, 7e se f(z) = 1 —cosz v x = 0 chova podobné jako 22, tedy 7e f ~ g.
Na konci minulého paragrafu jsme spocetli limitu

. 1—coszx 1
lim — =5
xr—0 xr 2

§3. DALST VETY O LIMITACH: LIMITY MONOTONNICH FUNKC A POSLOUPNOST]

V tomto paragrafu se budeme zabyvat zobrazenimi typu ¢ : R — R. Na§im programem pro nasledujici
usek prace bude zejména hledani kritérii existence limit ve specifické mnoziné funkci.

Véta 39: Limitni pfechod v nerovnosti

Necht f,g : R — R jsou funkce se shodnymi defini¢nimi obory (Dy = D, = D) a a € R*. Pokud existuji

limity lim f(z) a lim g(x) a zaroven existuje U*(a) takové, ze Vo € U*(a) N D plati f(z) < g(z), pak
TrT—a TrT—a

plati lim f(z) < lim g(z).

Diikaz: sporem. Necht prislusnd limita f je A, limita g je B. Predpokladejme, 7ze B < A. Volime-
lie = (A — B), potom 7z definice limity existuji okoli Uj(a),U;(a), pro néz plati Vo € Uj(a) N D
nerovnost A +¢& > f(z) > A —¢) a podobné Vz € Uj(a) N D omezeni B +¢ > g(z) > B —¢. Jezto
A—e = 1(A+B) = B+¢, musi pro viechna x z mnoziny Ui (a)NU,(a)ND platit f(z) > 1(A+B) > g(z).
Pro v8echny prvky x této mnoziny tedy plati zaroven f(z) < g(z) a f(z) > g(x). Z predpokladi véty
v8ak plyne, Ze tato mnozina je neprazdnd, a tedy dochazime ke sporu.

Poznamka: Tvrzeni pravé dokdzané véty lze samoziejmé pouzit i pro posloupnosti a jednostranné
limity (a neni nutné tuto vétu nijak ménit). Uvédomme si napiiklad, 7e 1ze splnit predpoklady véty, pokud
budou vsechny prvky U*(a) N D leZet jen ,na jedné strané od a“. Zhruba feceno, staci, aby nerovnost
mezi f(z) a g(z) byla splnéna kdekoliv ,libovolné blizko“ k a.

Pozndmka (dilezitd): Ve vété nelze neostré nerovnosti nahradit ostrymi, vlastnost ,byti ostie vétsi

[13

nez“ se limitnim pfechodem ,kazi“. Uvazujme naptiklad funkce f(z) = 1/z a g(z) = 0 a jejich limity
v +00.

Daéle budeme smétovat k vysloveni jedné z postacujicich podminkek pro existenci limity. V prislusné
vété ovSem budeme muset predpokladat monotonii funkce:

Definice 32: Rostouci, klesajici a monotdnnivfunkce

Necht f: R — R je funkce a M C D¢ je mnozina. Rekneme, 7e f je
1. rostouci na M, pokud Vay,z0 € M, 21 < xo plati f(z1) < f(z2);
2. klesajici na M, pokud Viq, 29 € M, x1 < mo plati f(z1) > f(x2);
3. nerostouci na M, pokud V1,20 € M, 21 < o plati f(z1) > f(x2);
4. neklesajici na M, pokud Va1,20 € M, 1 < 2o plati f(z1) < f(x2).

Vsechny tyto diléi vlastnosti zahrnu do pojmu monotonie funkce (funkce je monoténni, pokud spliiuje
alespon jednu z podminek), funkci spliujici jednu z prvnich dvou podminek pak nazvu ryze monotdnni.

Poznamka: PovSimnéme si, 7ze dosud jsme studovali lokdlni vlastnosti zobrazeni na néjakém systému
okoli bodu a € Dy, pficemz vSechna (neredukovand) okoli bodu a maji spole¢ny pravé jen bod a. Pojem
monotonie je oproti tomu zjevné pojmem globalnim, vztahuje se k pevné mnoziné.
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Definice 33: RozS$ifeni pojmu suprema a infima na hodnoty funkei
Necht M C R, M # 0.

1. M neni shora omezen, pravé kdyZ neexistuje k € R takové, ze (Vx € M)(z < k). Pak fekneme, Ze
sup M = +oc.

2. M neni zdola omezend, pravé kdyZ neexistuje k& € R takové, 7e (Vo € M)(xz > k). V takovém
pripadé pigeme inf M = —oc.
Necht dale M C Dy.

3. Oznaéime sup,, f(xz) = supy, f u sup {y € ]R| (Fz e M)(y = f(z))} a

4. infy f(z) =infy f Cinf {y € R| Gz € M)(y = f(2))}.

Stézejni véta v nasem programu prace s monoténnimi funkcemi bude nésledujici:

Véta 40: Jednostranné limity monotdnni funkce
Necht a,b € R, a < b a f je funkce R — R.

1. Necht f je neklesajici na (a,b). Pak lim f(z) =sup(,, f a 1im+ f(z) =inf(o 4 f.
r—a

z—b—

2. Necht f je nerostouci na (a,b). Pak lim f(z) =inf(,s) f a lim+ flz) = Sup(,p) f-
TrT—a

z—b—
Déle plati, Ze pfislugné jednostranné limity jsou koneéné, je-li f na (a,b) omezena.
Dukaz: provedeme pro druhy piipad, piipad prvy je plné analogicky. Bude nés zajimat lim f(z) a
z—b—

inf(, 4 f = —oc, ptipady zbyvajici se opét vyfesi analogicky. Jaka je zdkladni idea dikazu? Chceme
dokazat, ze
(VK < 0)(38 > 0)(Vz € (b— ;b)) NDy) (f(z) < K).

Hled4me alespon jedno zq takové, ze f(xo) < K; potom pro kazdé = > xq je tato podminka také splnéna,
nebot f je nerostouci, tedy f(z) < f(z¢). Formalné to zapiSeme takto. Necht K € R. Pak z definice
infima (3zg € (a,b)) (f(z0) < K). Zvolime § = b — xy > 0. Nasledné Vz € (b — 6;b) N Dy je f(z) < K,
protoZe pro nerostouct funkei plati (z > b —48) = (f(b—6) < f(z) < K).

Pozndmka: Necht f je monoténni na (a,b). Napiiklad f bereme nerostouci. Pak Ve € (a, b) existuji
jednostranné limity v ¢ a plati lim f(z) > f(¢) > lim+f(.r). Existence limit je jednoduchy diisle-
r—c— Tr—cC

dek predchézejici véty, nerovnosti mizeme mimo jiné vyvodit z limitniho pfechodu (39) pouzitého pro
jednostranné limity. Za jednu funkci volime pfimo f a za druhou funkci identicky rovnu f(c).

Shriime nyni véty o ,,jednostrannych a oboustrannych pojmech*.
Véta 41: Souvislost jednostrannych a oboustranné limity, spojitosti a derivace
Necht f:R—>Caa€eR
1. lim f(z) existuje, pravé kdy7 existuji lim f(z) a lim f(z) a obé limity se sobé rovnaji. Jedno-
z—a z—at T—a~
stranné limity se potom rovnaji limité oboustranné.
2. f je spojitd v a, pravé kdyZ je spojita v a zleva i zprava.

3. f'(a) existuje, pravé kdyz existuji f! (a) a f’ (a) a jsou si rovny, pii¢emz v takovém piipadé si jsou
v8echny derivace v a rovny.

Dukaz: V piipadé prvniho tvrzeni jsme jej provedli jiz diive, viz vétu (2).

Tvrzeni 2. a 3. 1ze dokazat pfimo z definice a pouzitim prvniho tvrzeni. Uvédomte si, Ze spojitost i
derivace je definovana jako limita.
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§4. HEINEHO VETA: KRITERIUM PRO EXISTENCI LIMITY FUNKCE

V tomto paragrafu nas bude zajimat nasledujici problém. Méjme funkci definovanou na néjakém okoli
bodu a. Jeji funkéni hodnoty se budou nachézet v okoli bodu A. Sestrojme posloupnost z, — a takovou,
7e &, # a. Co se stane s posloupnosti ptislusnych funkénich hodnot? Za jakych podminek 1ze o¢ekavat
f(xn) = A7 A kdy plati opacné tvrzeni, tedy kdy z existence limity f(z,) plyne existence limity funkce?
Odpovéd poskytne néasledujici véta.

Véta 42: Heineho
Necht f: R — C je funkce, a € R* a A € CU {£o0} necht jsou éisla. Pak
lim f(z) = A & [V{z,} CDy\{a}, lim z, =a|( lim f(z,) = A).

T—a n—oQ n—o0

Pozndmka: Zkusme si rozmyslet silnéjsi tvrzeni. Plati dokonce, Ze

3}1_1)12 f(x) & [V{z,} Cc Dy \{a}, nh—>n;o zn, =al (3 nll)n;o f(xn)).
Implikace = je snadnym diisledkem Heineho véty. Naopak < je silnéjsi nez prislusné tvrzeni Heineho véty,
nebot nepozadujeme, aby vSechny limity byly stejné. JednodusSe sporem ale ukdzeme, 7e pokud v8echny
tyto limity existuji, musi uz byt stejné. Berme a,, — a, b, — a a funkéni hodnoty necht konverguji
k riiznym éislim f(a,) — A, f(b,) = B. Stadi uvazovat posloupnost ¢,, definovanou ¢, = a, pro n liché
a ¢, = by, pro n sudé. Posloupnost ¢, jisté konverguje k a, ale f(c,) limitu viibec nemé, nebot pro velkd
n osciluje mezi A a B.

Nyni se ale vratime k piivodni Heineho vété.

Dukaz: =. Necht lim f = A anecht z,, € Dy, z,, # a, , = a. Potfebujeme dokézat, ze lim f(z,) = A,
r—a n— o0

tedy (VU (A))(Fno € N)(Vn > no)(f(zn) € U(A)). Vime, 7e plati (VU(A))(IU*(a))(Vz € U*(a) N Dy)
(f(z) € U(A)). Vezmeme-li libovolnou posloupnost ,, — a, musi pro toto U*(a) existovat ng € N takové,
7e pro kazdé n > ng bude x,, € U*(a), a tudiz f(z,) € U(A). Tim je implikace ovéfena.

<. Tuto implikaci ovéfime sporem. Pfedpokladejme, ze V{z,,} C D¢, z,, = a, z, # a je nl;rrgc flzy) =A

a ze liin f(z) # A. Pak oviem existuje U(A) takové, ze (VU*(a))(3z € U*(a) N Dy) (f(z) € U(A)).

Z takovych x nyni sestrojime posloupnost. Necht pro uréitost a € R. Potom (Vn € N) (Emn € [(a — %; a+
+ %) \ {a}] N Dy) a plati z,, # a, z, = a a také z,, € Dy. Navic ovSem f(z,) /4 A, coz je hledany
spor.

Pro a = 00 bychom pouze za okoli a, z néj7 vybirdme prvek z,, volili (n;o00), resp. (—oo; —n).

Poznamka: Jako obvykle se tvrzeni této véty vztahuje i na pripad jednostrannych limit a limit
posloupnosti. Ve druhém ptipadé mame na mysli tento vyrok:

lim a,=4 & (V{kn}, ki €N, k; > kj proi > j)(nli_{l;oak" = A).

n—oo

Posloupnosti {ay, }, které se vyskytuji na pravé strané ekvivalence, nazyvame vybrané posloupnosti z {a, }
a budeme o nich hovorit v dal§im paragrafu. V obou pripadech sta¢i u dané funkce vhodné omezit defini¢ni
obor.

Cviceni: Zkuste formalné provést dikaz zesilené Heineho véty zplsobem naznacenym vySe. Pokud
neuspéjete, prectéte si nasledujici paragraf a hledejte pojem ,vybrand posloupnost®.
Jakym zptisobem se Heineho véta uziva? Na dvou prikladech si ukdzeme jeji uziti k diikkazu neexistence
limit.
Priiklad: lin%] sgn(z) zfejmé neexistuje, protoZe provedu-li vybér posloupnosti {x,} blizici se zleva,
T—r
bude zjevné lim z, = 0 (napf¥. a, = f%) a lim sgn(f%) = —1, kdezto pro {3,} bliZici se zprava bude
n—oo Y n—oo Y
lim B, =0 (napi. B, = 1) a lim sgn(X) = 1. Funkén{ hodnota sgn(0) = 0.
n— o0 n— 00
Zajimavéjsim pripadem je lirr%) sin(];). Volime-li naptiklad z,, = 1/[(271 + %)w], je zfejmé x,, — 0,
T—r -

z, # 0 asin-- = 1. pro y, = 1/(2nm) jsou prvni dvé podminky splnény téz sinyL = 0. Mame tedy
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opét dvé posloupnosti se stejnou limitou, pficemz limity posloupnosti funkénich hodnot se 1i§i, procez
lin}] sin(%) neexistuje (samoziejmé ani jako jednostrannd). Poznamenejme, 7e tim padem neexistuje ani

lim sinz.
Tr—00

Poznamka: Jinou moznosti vyuziti Heineho véty je vypocet limit posloupnosti z limit funkei, jejichz
tvar ziskdme zménou defini¢niho oboru pfislusného zobrazeni.

§5. VYBRANE POSLOUPNOSTI: WEIERSTRASSOVA VETA, BOLZANO-CAUCHYOVA PODMINKA

Definice 34: Vybrana posloupnost
Necht a,, je posloupnost a k,, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Posloupnost b,, = aj, nazveme
vybranou posloupnosti (podposloupnosti) posloupnosti a,.

Véta 43: Weierstrassova
Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Dikaz: Oznacéme zkoumanou posloupnost {a,}52 . Sestrojime posloupnosti 4,, a B,,. Zvolime A, tak,
aby bylo dolni zdvorou posloupnosti {a,}, obdobné By tak, aby bylo horni zavorou (tedy aby Ay <
< an < By pro kazdé n € N). Ostatni ¢leny posloupnosti 4,, a B, sestrojime nésledovné. Polozime C,, =
= %(An,l + Bp_1). ProtoZe interval (A,_1; B,—1) obsahuje nekoneéné mnoho ¢lentt uvazované omezené
posloupnosti, musi alespon jeden z intervalt (A, _;;Cy), (Cn; B,—1) obsahovat také nekoneéné mnoho
¢lent této posloupnosti. Je-li to prvy z nich, polozime A, = A, 1 a B, = C,, v opatném piipadé
A, =C, a B, = B,,_1. Obé posloupnosti 4,, a B, maji limitu, nebot jsou omezené a monoténni. Obhé
limity musi byt stejné, nebot ziejmé | B, — A,| = |Ao — Bo|/2", a tedy nll)n;o B, — A, = 0. Nyni setrojime
posloupnost &, indext ¢lentt podposloupnosti v ptivodni posloupnosti. kg volime libovolné. k,, zvolime
tak, aby k, > kn,—1 a ¢len ptvodni posloupnosti ag, € (An; By). To lze, nebot tento interval obsahuje
nekonec¢né mnoho ¢lenti ptivodni posloupnosti, specidlné tedy alespon jeden majici index vétsi k,,. Tato
podposloupnost viak mé podle véty o dvou straznicich (8) limitu, je omezena posloupnostmi A,, a B,.

Véta 44:
Pokud posloupnost a,, neni shora omezena, potom existuje jeji podposloupnost majici limitu +oc. Neni-li
omezena zdola, potom existuje jeji podposloupnost majici limitu —oo.

Lemma:
Jestlize posloupnost a, neni shora omezend, pak pro kazdé K € N existuje nekone¢né mnoho k € N
takovych, ze plati a; > K.

Diikaz lemmatu: Postupujeme sporem. Necht takovych k je pouze konecény pocet. Neni-li takové k do-
konce 7zaddné, potom K je horni zdvorou uvazované posloupnosti, coz je spor s jeji neomezenosti. V opac¢ném
pfipadé uréim maximum z (kone¢né) mnoziny {a;} vSech ¢lent posloupnosti vétsich nez K. Potom toto
maximum je horni zdvorou uvazované posloupnosti, coz je ovSemze spor.

Dtikaz véty: Sestrojujeme posloupnost ky, tak aby b, = ap, byla podposloupnost splaujici prvni ¢ast
dokazované véty. Polozime kg = 0 a k, volime tak, aby k, > k,_1 a ap, > n; to lze, nebot existuje
nekone¢né mnoho hodnot vétsich nez n, a tedy alespon jedna z nich vyhovuje této podmince. Tato
podposloupnost, splhuje podminky véty.

Definice 35: Limita suprem, limita infim

Polozme b,, = sup{ax}>° a ¢, = inf{a;}}>°. Pro posloupnost a, se zavadi nasledujic{ oznacen:

. o d .
limsup a,, = lima,, = lim b,,
.. . df ..
liminf a, = lima, = lim ¢,.

Prvni symbol ¢teme limes superior (limita suprem), druhy limes inferior (limita infim).
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Poznamka: Plati
lim a,=A < lima, =lima, = A.
n—-+oo
Limity suprem a infim existuji vzdy, nebot to podle definice jsou limity z monoténnich posloupnosti (pro-
myslete). Oznaéime-li P mnozinu limit viech vybranych posloupnosti, potom lim a,, = inf P a lim a,, =
=sup P.
Pro funkce lze analogicky zavést

Jlim f(z) = lim [ sup f (m)} :

Véta 45: Bolzano—Cauchyho (B.—C.) podminka

Necht f: R — C a a € R*. Déle at pro kazdé U*(a) plati U*(a) N Dy # (. Pak existuje lim f(z) vlastni
r—a

pravé tehdy, kdyz
(Ve > 0)(IU*(a)) (Va',2" € U*(a)) (|f(2) — f(2")| <e).

Diikaz: =. 7 existence limity vyplyvd pro libovolné £ > 0 existence U*(a) takového, 7e (Vz €
€ U*(a))(|f(z) — Al < 3¢), kde A je limita této funkce. PouZitim trojuhelnikové nerovnosti ziskdme
V.’E’,.’I:” cU* ((1)

e> |f(a') = Al +[f(2") = A] = [f(2') = A| + |A = f(2")] > |[f() = f(z")].

<. Funkce f je na ur¢itém okoli U*(a) omezend, coz snadno nahlédneme pouzitim pfedpokladu pro z'
pevné; zvolime ¢ = 1, z pFislu§ného U*(a) vybereme libovolné 2’ a v8echna z" z U*(a) pak musi leZet
v intervalu (z' — 1; 2’ 4+ 1). UvaZzime libovolnou posloupnost y,, takovou, Ze ma limitu a. Podle Weierstras-
sovy véty existuje podposloupnost posloupnosti funkénich hodnot f(y,), kterd ma limitu, oznaéim ji A.
Podle pfedpokladu naleznu U*(a) takové, Ze pro libovolné ', " z tohoto okoli plati |f(T’) — f(m")| < ie
Z definice limity posloupnosti plyne existence k takového, Ze ‘f(yk) — A‘ < e ayp € U*(a). Pouzitim
trojihelnikové nerovnosti ziskdme Vo € U*(a) |f(z) — A] <e  ,slozime* ob& nerovnosti podobné jako
vy$e, v prvni volime 2’ = z a 2" = y;.
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4 Vlastnosti spojitych a diferencovatelnych funkci

§1. LOKALNf EXTREMY: PODMINKY NUTNF

Pozndmka: Budeme se zabyvat extrémy funkci M — R, definovanych vétsinou na intervalu (a;b).

Definice 36: Lokalni extrém
Rekneme, 7e funkce f je v bodé a € R neklesajici, resp. nerostouct, pravé kdyz (EU*(a) = U**(a) U
UU* (a) C Dy)(Vz € U*"(a)) plati f(z) > f(a), resp. f(z) < f(a) a zéroven Yz € U*~(a) plati
f(z) < f(a), resp. f(z) > f(a). Funkci rostouci (resp. klesajici) definujeme stejnym zptsobem, neostré
nerovnosti (<, >) v8ak zaménime za ostré (<,>).

Rekneme, 7e f ma v bodé a € R lokdlni mazimum, resp. lokdlni minimum, pravé kdyz (EU*(a) C
C Dy)(Vz € U*(a)) plati f(z) < f(a), resp. f(z) > f(a). Pro ostré lokdlni mazimum, resp. minimum
pak musi platit tento vyrok s ostrymi nerovnostmi misto neostrych. Mé-li funkce v bodé a € R (ostré)
lokélni maximum nebo lokdlni{ minimum, mluvime o (ostrém) lokdlnim extrému.

Poznamka: Funkce miize mit v daném bodé vice z téchto vlastnosti. Napfiklad funkce rostouci je i
neklesajici (obracené to vSak nemusi platit  viz konstantni funkci), ma-li funkce v bodé ostry lokalni
extrém, ma zde i ,neostry“ extrém  tedy extrém bez piivlastku (konstantni funkce je opét piikladem,
7e opacné tvrzeni neplati). Kone¢né, je-li funkce v bodé nerostouci a neklesajici, pak je na uréitém okoli

bodu konstantni atd.

Véta 46: Podminky nutné pro lokalni extrém
Necht a € R a necht existuje f'(a) € R*. Pak plat{

1. mé-li f v a lokalni extrém, je f'(a) = 0;

2. pokud f'(a) > 0, je f v a rostouci, pokud f'(a) < 0, je klesajici.

Duikaz: Tvrzeni 2. dokdzeme 7 definice derivace a jedné z trividlnich vét o limitdch. Nechf je napfi-
klad f'(a) > 0 (pro zaporné derivace je ditkaz obdobny). Pak (FU*(a) = U*T(a) UU* (a))(Vz €
€ U*(a)([f(z) — f(a)]/(z —a) > 0). Z toho plyne (Vz € U**(a))(f(z) — fla) > 0) a (Vz €
€ U*(a))(f(z) — f(a) < 0). Pokud je v bodé a lokélni extrém, pak funkce v tomto bodé neni dle
definice ani rostouci ani klesajici, procez nemtize byt ani f'(a) > 0 ani f'(a) < 0. Tedy f'(a) = 0, ¢imZ
jsme oveérili i tvrzeni prvni.

Pozndmka: Body a,vnichzbud f'(a) = 0, nebo derivace neexistuje, oznacime za podezrelé (hleddme-
li extrémy).

Piiklad: Tyto podminky jsou skuteéné jen nutné a nikoliv postacujici: funkce y = 2° ma v bodé

x = 0 derivaci sice nulovou, extrém tu vSak nemé. Stejné tak funkce y = (x — 1)? + |z| nemad vz = 0
definovanou derivaci a extrém tu rovnéz nema.

§2. GLOBALNI EXTREMY

Definice 37: Globalni extrémy

Funkce f : M — R méa v bodé zqg € M globdlni maximum, resp. minimum, pravé kdyz Vo € M
plati f(z¢) > f(z), resp. f(zo) < f(x) nebo téz f(xo) = sup,, f, resp. f(zg) = infys f). Zapisujeme
f(xo) = maxys f, resp. f(xp) = minys f). Globalni maximum ¢ minimum nazveme globdlnim extrémem,
ostré globalni extrémy definujeme opét stejnym zptisobem az na neostré nerovnosti zaménéné za ostré.

Pro dikaz néasledujici véty budeme potiebovat tvrzeni o limité ,funkce sloZzené s posloupnosti®. Lze

se sice odvolat na obecnou vétu (34), ale pro zopakovani pfipomeneme ditkaz jesté jednou v tomto
konkrétnim pripadé.
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Lemma:
Bud f funkce spojitd v bodé a a x,, posloupnost, lim,,_, z,, = a. Pak existuje lim,_, . f(z,) = f(a).

Dukaz: Zcela rutinnim zpiisobem.

lim f(z) = f(a) = (YU(f(a))3U(a))(Yz € U(a)) [f(x) € U(f(a))],
lim 2z, =a = (Ing € N)(Vn € N, n > ng)(z, € U(a)) = [f(zn) € U(f(a))].

n—oo

Cviceni: Uvazujme funkci f : R — R, pro niz existuje lim,_,, f(z) nevlastni. Pak f neni v a spojité.
Néavod: postupujte sporem, uvazujte f(a) a definici nevlastn{ limity.

Véta 47: Existence globdlniho extrému na (a;b)
Necht f je redlna, spojitd na (a;b). Pak existuji min . f a max;) f.

Ditkaz: Tvrzeni dokdZeme pro minimum (pro maximum bude postup analogicky). Oznac¢me A = inf 4. f
a dokazme, Ze existuje v (a;b) bod zg, pro néjz A = f(xq). Diikaz rozdélime na t¥i ¢asti:

1. Najdeme ,minimizujici“ posloupnost {z,}52, C (a,b), lim,,_, o f(z,) = A.
2. 7 této posloupnosti vybereme posloupnost zj, konvergujici k uréitému bodu xzg.

3. Ukazeme s pomoci lemmatu uvedeného pied touto vétou, 7e f(zy,) konverguje k f(zg), a proto

Bod 1. Je-li A € R infimem oboru hodnot funkce, pak z definice infima plyne, Ze (Vn € N)(3z,, €

€ (a;0)) (A < f(zn) < A+ L). Z vty o dvou stréznicich (8) pak diky A = lim, 00 A = limy 00 A + =
plyne lim, o f(z,) = A. Paklize je A = —0c?7, budeme pouzivat intervaly (—oo;—n) s n € N, ¢imz
podle véty o limitnim piechodu v nerovnost ziskdme posloupnost f(z,) s limitou —oc.
Bod 2. Z Weierstrassovy véty plyne (pro¢ je {z,} omezend?), Ze z posloupnosti z,, miZeme vybrat
posloupnost zy, (kde {k,}52; je rostouci), kterd konverguje k néjakému ¢islu. Oznacime jej xo. Podle
poznédmky za dikazem Heineho véty (42) pak i posloupnost f (mkn) konverguje k A, nebot je to vybrand
posloupnost z f(z,). Ad 3. ProtoZe je funkce f spojita na intervalu (a;b), je spojitd i v bodé xg tohoto
intervalu. Lemma, jez jsme dokazali pfed touto vétou, pak dava

A= fim fGon) = Jim S, = flo)
Vzhledem k tomu, Ze A je infimem oboru hodnot f, funkce f uréité nenabyva na celém (a;b) hodnot

mensich, a proto ma f v bodé zy globalni minimum. Ze spojitosti f také okamzité plyne, ze nemize byt
A= f(zq) = —o0.

Pozndmka: Predpoklady véty nelze zeslabovat bez (ijmy na obecnosti vysloveného tvrzeni. Snadno
totiz najdeme protipriklady: pokud by funkce f nemusela byt spojita, lze vzit napt. funkci f definovanou
fl@) =xproxz € (—1;1)a f(-1) = f(1) =0 ackoliv je Dy uzavieny interval, nemd funkce ani
globalni maximum, ani globalni minimum. Jestlize bychom naopak netrvali na uzavienosti Dy, staci
uvaZovat napf. arctgz pii & € (—oc;00), pfipadné opét f(z) = x na (—1;1), nemé-li snad nékdo rad
neomezené intervaly.

Poznadmka o dusledcich véty (47):  Je-li f spojitd redlna ¢i komplexni funkce definovana na uzavie-
ném intervalu I, je omezend a nabyvd dokonce svého ,maxima‘ i ,minima‘“ na I, pokud definujeme
ymaximum®, resp. ,minimum“ komplexni funkce g(z) jako maximum, resp. minimum funkce |g(z)|.
Komplexni funkci lze totiz jednoznacéné rozepsat do tvaru fi(x) + ifa(z), pticem?z fi(x) i fo(x) musi
byt spojité na I (trividlni dtsledek véty o limité komplexni funkce jako souctu limit jejich slozek), a
proto i omezené. PiSme nyni novou spojitou funkci g realné proménné definovanou na I predpisem
g(z) = |f(z)] = /f?(x) + f2(z). Tato funkce ma podle véty (47) globdlni extrémy, a je tudiZ témito
extrémy omezena.

Dalsi diisledek je skute¢nost, 7e je-1i f spojitd na (a;b) a jeji jednostranné limity v krajnich bodech jsou
vlastni, pak lze f v krajnich bodech intervalu (a;b) dodefinovat témito limitami a pak pouzit véty (47).

27Brzy sice ukidZeme, Ze tato situace nastat nemfiZe, zatim viak nemame dtivod ji ze nagich tivah vylugovat.
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Véta 48: Existence globdlniho extrému na (a;b)

Necht f je spojitd na (a,b) a necht existuji lim, .4 f(x) = A, lim,_,_ f(z) = B, A, B € R*. Ozna¢me
K = max {A, B} a mnozinu podezfelych bodt P = {z € (a,b)| f'(z) nedef. V f'(z) = 0}. Necht existuje
max,¢p f(r) = H. Pak existuje max,¢(q;) f(7) a je rovno H, pravé kdyz H > K.

Diikaz: Ekvivalenci dokdzeme jako obousmérnou implikaci. Nejprve =:

(B £(2)) = (3o € (a:1)) (F(w0) = max f(@)) = (F'(xo) nedet. V f'(an) =0) =

= (zg € P) = (mgxf(m) = f(xo) = %%})( f(x))

Daéle ziejmé Vx € (a;b) : f(z) < f(xg), a limitnim pFechodem v nerovnosti tedy A, B < f(xy) = H.

Daéle dokézeme obracenou implikaci. Pokud H > K, ukdZeme sporem, %e f nemtize nabyvat na (a;b)
vétsich hodnot nez H. Necht Jzo € (a;b) takové, ze f(zo) > H > K, a tedy (3U;+(a),UE*(b)) (Vz €
€ Ust(a) U Ugf(b)) (f(z) < f(z0)). Pak ale existuje z € (a + a;b — ), v ném7 nastdvd maximum na
tomto uzavieném intervalu (dle pfedchozi véty) a pfitom z neni krajnim bodem tohoto intervalu. Tedy
musi leZet v P a rovnéZ musi byt f(z) > f(zo) > K = maxp f(z), coZ je spor. Funkce f pak nabyva
svého maxima v téch bodech © € P C (a;b), kde je f(z) = H.

Pozndmka: Posledni dvé véty plati analogicky samoziejmé i pro opacné extrémy. Nechceme-li tvrdit,
ze dtikaz by se provedl podobnym zptisobem, mtizeme napiiklad Fici, Ze vétu budeme aplikovat na funkci
—f(z)  je jisté spojita (byla-li f(x) spojitd) a musi mit dle véty minimum. Minimum funkce — f(z) je
ale totéZ co maximum f(z) (uvédomte si definici maxima a minima).

Pozndmka: Hleddme-li extrémy funkce na intervalu I = (a;b)  existenci ndm zajistuje véta (47)
sta¢l se omezit na prozkoumévéni (vétsinou koneéné) mnoziny podezielych bodu rozsifené o krajni
body intervalu
P ={x € (a,b)| f'(z) nedef. V f'(x) =0} U {a,b},

pricemz maxy f = maxp f. Toto tvrzeni jsme jiz pouzili vySe. Stacéi si uvédomit, ze hledané maximum
je bud krajnim bodem I, nebo lokdlnim extrémem, a tudiz musi byt bod, v ném?7 tento extrém nastane,
zahrnut v mnoziné P, jak tvrdi véta (46).

Priklad: VySetfeme na intervalu (—2;2) extrémy funkce f(z) = 9|z| — 2.

Prvni uZite¢nd informace je, Ze f je spojitd na celém intervalu (je souc¢tem spojitych funkei). Hledejme
nyni body podezielé ve smyslu predchozi poznamky. Krajni body jsou podezielé automaticky, dale do P
jisté nalezi bod 0, v némz neexistuje derivace f. Naleznéme nyni derivaci f ve vSech ostatnich bodech.
Hledejme ji zvlast na mnozindch (zde intervalech), kde x nemén{ znaménko, procez lze |z| derivovat jako
linearni funkci:

r€(~20): fl(x)=-9-32> a z€(0;2): f'(z) =9 3%

Je vidét, Ze na intervalu (—2;0) je derivace f stale zdpornd, proto zde extrém nenastane. Naopak v (0;2)
existuje pravé jeden nulovy bod f'(z), a to = /3. Podezielé body tedy jsou —2,0,v/3 a 2. Zjistime,
7e hodnoty f v téchto bodech jsou po fadé 26,0,6+/3 a 10. Na intervalu (—2;2) mé proto f globalni
maximum v bodé —2 a globalni minimum v bodé 0 (uvédomte si znovu, pro¢ nemtize (globalni) extrém
nastat kdekoliv jinde).

Priklad: Najdéte obdélnik o obvodu 4 s maximalnim obsahem.

Ozna¢me délky stran obdélnika a, b, pficemz ziejmé a € (0;2). Musi platit 2a + 2b = 4, tj. b =2 —a
a obsah obdélnika pak bude S(a) = a(2 — a). Ptejme se nejprve, zda tato funkce (zfejmé spojitd) ma
maximum na intervalu (0, 2). Odpovéd nam da véta (48): jednostranné limity v krajnich bodech intervalu
ur¢ime snadno (S je spojitd na R) obé jsou nulové. Hledejme dile mnozinu podezielych bodi: S je
diferencovatelnd na celém intervalu a S’(a) je nulové pouze pro a = 1. To je také jediny prvek P, a tudiz
maxp S(a) = 1, coZ je ¢islo vétsi nez obé limity v krajnich bodech, tedy S mé na (0,2) maximum, a to
v bodé a = 1. Proto ma maximalni obsah ze v8ech takovych obdélnikt pravé ¢tverec.

Véta 49: Darbouxova vlastnost spojitych funkci
Je-li f spojitd na (a;b), pak nabyva vSech hodnot mezi f(a), f(b).
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Obrazek 4: K ditkazu Darbouxovy véty. Na ose z je vyznacena mnozina M a x pro konkrétni volbu A.

Dukaz: Budeme piedpokladat, ze f(a) < f(b) (v pFipadé rovnosti neni co dokazovat, opa¢né nerovnost
by se dokazovala stejnym zptisobem). Musime nyni ukézat, 7e at zvolime jakékoliv ¢islo A, f(a) < A <
< f(b), bude vzdy existovat z¢ € (a;b), 7e f(zy) = A.

Oznatme M = {z € (a;b)‘ f(z) < A} — jisté se jedna o neprézdnou mnozinu. Oznaéme supremum
této mnoziny mo a dokazme, 7e f(zg) = A. Zajisté existuje posloupnost®® {z,}5°, C M s vlastnosti
To — % < x, < zg. Dle véty o dvou straznicich tato posloupnost konverguje k z¢ a protoze f je spojita,
konverguje i posloupnost f(z,), a to k ¢&islu f(z¢). Véta o limitnim pFechodu v nerovnost v8ak tvrdi, Ze
jelikoz ziejmé f(z,) < A, je i limita, to jest f(zp) < A.

Nakonec ukdzeme, 7e nemtize byt f(zg) < A. Necht naopak f(zo) < A. Protoze je x¢ suprémem M, plati
f(z) > A pro kazdé z > . Opét podle véty o limitnim p¥echodu v nerovnost je proto v zg limita zprava
vétsi nebo rovna A, a tedy oboustrannd limita f (i kdyby existovala) by musela byt vétsi nebo rovna A

rozhodné by v8ak nebyla rovna f(z9) < A, ¢ili f by nebyla spojitd v tomto bodé, coZ je spor.

Véta 50:
Necht f je neklesajici na (a; b) a necht je Ry = f((a;b)) (tedy interval (a;b) zobrazeny f) rovnéZ interval.
Pak je f na (a;b) spojita.

Diikaz: nepfimo. Necht existuje ¢ € (a;b), f(c) < limg .1 f(x) = da, resp. di = lim, . f(x) < f(c)

— obé limity existuji, viz vétu (40). Pak ale intervaly (c¢;d2) a (di; ¢) nejsou obsazeny v Ry.

Véta 51: Existence inverzni funkce
Necht f je spojitd a rostouci na (a; b). Pak k ni existuje invezni funkce f_1, kterd je také spojita a rostouci.
Oznacime-li navic A = lim (z), B= lim (z), plati Dy , = (4;B), Ry , = (a;b).

r—a+ r—b—

Driikaz: Dle Darbouxovy vlastnosti spojitych funkci je
(Ry = (4;B) = (VC € (4;B)) (3lz € (a;b)) (f(z) = C);

pokud by existovalo vice takovych z, byl by to spor s pfedpokladem, ze f je rostouci. Tedy Dy , = (4; B)
Ry, = (a;b) a f_1 je funkce.

Bude<daC = f(c), D= f(d), pak f_1(C) = ¢, f_1(D) = d. Pozadavek, aby f byla rostouci v§ak
zpusobi, ze pak i C < D. Stejné tak je-li ¢ > d, jei C > D, pfi¢emz ¢ = d je pravé pro C = D (f je
rostouci). Celkové jsme tedy ovéfili ekvivalenci C > D < ¢ > d, coz vSak znamend, 7e f_; je rostouci.

Konecné dokazme, 7e f_1 je spojita. Okamzité to plyne pomoci piedchozi véty ze skutec¢nosti, ze f_q
je rostouci (tedy neklesajici) a obor jejich hodnot je interval.

3

Pozndmka: Véta (51) ukazuje, 7e tieti predpoklad (existence spojité inverzni funkce) ve vété o de-
rivaci inverzni funkce (15) je nadbyteény. Smazali jsme tak opét jeden ze starych dluht.

Definice 38: Stejnomérna spojitost funkce na intervalu
Necht f je komplexni funkce, I interval. Rekneme, 7e f je stejnomérné spojitd na I, pokud

(Ve > 0)(30 > 0)(Va', 2" € I)(]a' — 2"| < §) plati |f(z") — f(2")| <e.

28Vetsinou stadi volit pfimo @, = zo — L.
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Poznamka: Pokud vySetfujeme obycejnou spojitost funkce f v libovolném bodé =’ € I, pak pro
libovolné € > 0 zadame, aby pro v8echna z' z néjakého okoli Us(z') bylo |f(z") — f(z')| < e. Velikost
tohoto okoli se ovéem muze pfi stejném e a riznych 2’ ménit. VySetfujeme-li stejnomérnou spojitost f na
I, pak zaddame, aby bylo pro dané £ mozné volit § stejné pro vSechna z' € I. Je patrné, 7e ze stejnomérné
spojitosti plyne obycejné spojitost.
Priklad: Funkce f(z) = 1/z na (0;1) je sice spojitd, ale nikoliv stejnomérné spojita. Zvolime-li pevné
naptiklad € = 1, pak pro z' blizké jedné staci volit § ~ % ale ¢im vice se blizime s 2’ k nule, musime ¢
zmensovat (pro o’ = ti= musime volit jiz § < g5 — 7o ~ 2.10~*). Pii dal§im piiblizovéni ' k nule ziejmé
potiebné & neméa zadnou dolni hranici vétsi nez nula, a tedy neexistuje § > 0, které by stacilo volit pro
vSechna z' € (0;1). Na libovolném podintervalu (0; 1) ov8em jiz funkce f stejnomérné spojita je.

Zaveér predchoziho odstavee vyjadiuje skutecnost, 7e na (0; 1) se sice hodnoty f v okoli z blizi k f(z),
ale ne vSude stejné rychle.

Véta 52: Cantorova

Je-li funkce f spojitd na (a;b) = I, je i stejnomérné spojita na I.

Diikaz: sporem. Necht f je spojitd na I a
1
(3e > 0)(Vn € N) Gy, 2y € 1) (Jar, —ar| < ) ([f (') = fa")] > &)

Rozdil |z!, — z!!| tedy konverguje k nule. Podle Weierstrassovy véty lze z z/,,z!! vybrat konvergujici
posloupnosti 2!, , z!' a méa-li jejich rozdil konvergovat k nule, musi i ony samy konvergovat k témuz ¢islu,
které oznacime zy. Je-li ale f spojitd, musi i f(x, ) a f(x ) konvergovat k témuz ¢islu f(xg). Proto

M ? "Nk
konverguje f(x, ) — f(x,, ) k nule. To je oviem spor.

§3. VETY O STREDNf HODNOTE: ”HOSPITALOVA VETA

Pozndmka: V tomto paragrafu se budeme zabyvat diferencovatelnymi funkcemi.

Véta 53: Rolleova
Necht f je redlné funkce na (a;b), pro niz plati:

1. f je na {a;b) spojitd a pro x € (a;b) existuji téz f'(x),
2. f(a) = f(b).
Pak existuje £ € (a;b), pro né&jz f'(£) = 0.

Dukaz: Je-li f konstanta, staéi vzit za £ libovolny prvek (a; b). Neni-li f konstanta, existuje dle véty (47)
maximum i minimum f na (a;b) v néjakych bodech &, &,, a ziejmé tedy musi byt f(&) # f(&). Alespon
jedno z ¢isel f(&1), f(&2) se ov8em musi lisit od éisla f(a) = f(b); necht je to f(& ). Pak ale a # & # b,
tedy & € (a;b). Dle véty (46) v8ak f'(&1) bud neexistuje, nebo je nulovad. Prvni pfedpoklad této véty
tedy potvrzuje, 7e f'(&) = 0.

Vé&ta 54: Lagrangeova (také véta o prirustku)
Necht f je redlna funkce na {(a; b) spliwjici prvni pfedpoklad z minulé véty. Pak existuje & € (a;b) tak, Ze

1) ~ f(a)

7o == (20)

Pozndmka: Pokusime se definovat pomoci f novou funkci, kterd jiz bude splhovat pozadavky Rolle-
ovy véty: odecteme od f funkcei, kterd je v a rovna f(a) a v bodé b je rovna rozdilu f(b). Nejjednodussi
takova ,opravna“ funkce bude samoziejmé linearni. Tato funkce méa zaroven i tu vyhodu, Ze po derivovani
v néjakém bodé intervalu (a,b) z ni ziistane pouze konstanta nezavisla na £, které se ndm ve vztahu (20)
jinde nez v argumentu derivace nevyskytuje.

Dukaz: Uvazujme tedy
f(b) — f(a)

> (x —a)l.



Tato funkce vznikla séitdnim a nésobenim funkci majicich derivaci na (a;b), a ma proto sama derivaci
na (a;b) (podobné je tomu se spojitosti). Déle ziejmé F'(a) = F'(b) = 0. Dle Rolleovy véty tedy existuje
& € (a;b), F'(¢) = 0. Funkci F nyni zderivujeme: 0 = F'(§) = f'(§) — [f(b) — f(a)]/(b—a). Z tohoto v8ak
okam?7ité dostdvame kyzeny vztah (20).

Pozndmka: Véta Lagrangeova nam rika, 7e u funkce spliujici dané pfedpoklady najdeme te¢nu jejiho
grafu rovnobéZnou se spojnici krajnich bodt grafu funkce na daném intervalu. Viz obrézek 5 (b).

Pozndmka: Predpoklady Rolleovy véty nelze oslabit jako protiptiklady pfi odbourani prvniho
predpokladu mizZe slouzit funkce f(z) = sgnz — z na intervalu (0; 1), resp. funkce f(z) = || na (—1;1),
podminka druhd je ziejma (sta¢i vzit f(z) = x). RovnéZ nelze tvrzeni zobecnit pro komplexni funkce
napt. y = e = cosx + isinz na intervalu (0; 27).

Ptiklad: Snadno nyni dokdZeme, 7e pro kazdé z,y € R je
|sinz —siny| < |z — y|.

Protoze je sinx spojita a lze ji derivovat na celém R, existuje pro kazda rizna x,y cislo & lezici mezi x
a y, pro néz je (sinz —siny)/(z — y) = f'(§) = cos&. Absolutni hodnota kosinu je ale vzdy mensi nez
jedna, ¢imz ziskdme dokazovany vztah.

Véta 55: Cauchyova
Budte f, g redlné funkce definované na (a; b) s nasledujicimi vlastnostmi:

1. f,g jsou na (a;b) spojité,
2. na (a;b) existuji f'(x), ¢'(x) a dale g'(x) je vlastni,
3. g(a) # g(b).

Pak existuje £ € (a;b) takové, 7e plati

f(b) = fla) ,

e ==y ). 21)

Poznamka: Pokusime se opét vytvorit novou funkci ¥ jedné proménné, ktera by méla v bodech a, b
stejné hodnoty, napfiklad nulové a zahrnovala by f(z) a g(z) pokud moZno v sou¢tu, popfipadé nisobené
néjakymi konstantami. Déle by jiZ tato funkce neméla obsahovat ¢leny (s¢itance) zavislé na = ty by po
zderivovani nezmizely — ve vztahu (21) jsou pouze €leny obsahujici f'(£),¢'(€). Jako ,vhodnd* funkce
poslouzi

1 1

T 9@) ~ 9(a).
Pozndmka: Jiny zptasob jak vytvorit ,vhodnou“ funkci pro nasledujici diikaz je pouzit ,vhodnou*
funkci z dikazu Lagrangeovy véty a dosadit do ni novou funkci z = g(t) (a déle pak budeme psat g(a)
misto a a ¢g(b) misto b). Misto slozené funkce f o g pak budeme psat F. Zde se vSak dopoustime jisté
nesrovnalosti, nebot F' neni nezdvisld na g (i kdyZ je vztah mezi nimi — funkce f — libovolny, zptisobi
napiiklad, Ze neni mo7né, aby g byla na uréité ¢asti (a,b) konstantni a p¥itom F' nebyla). Proto je tfeba
dale povazovat funkce F' a g za naprosto nezavislé, ¢imz se ponékud smazava pojitko mezi ziskanou funkci
a plivodni ,vhodnou* funkci z diikazu Lagrangeovy véty. Zde bychom tedy ziskali funkci (misto F' piseme

opét f): ,
Wo(z) = f(x) — f(a) - %(g(w) ~ g(a).

Vidime, 7e je Uy = U4.(f(b) — f(a)), procez pro f(a) # f(b) bude platit napt. ¥\ (z) = 0 & ¥,(z) =0,
obé funkce tedy budou pii pouziti Lagrangeovy véty davat stejnd &. Pro zavedeni funkce ¥, je vSak
jesté nutné predpokladat f(a) # f(b), coz je daldi pozadavek, jenz snizuje obecnost dikazu. Proto je
lepsi pouzit ¥y, na ¥y si vSak presto miZeme uvédomit zplsob, jakym bylo potieba konstruovat funkce
vhodné pro tento dikaz.
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Obrézek 5: Geometricky vyznam vét o stfedni hodnoté: (a) Rolleovy, (b) Lagrangeovy a (c) Cauchyovy.

Dukaz: UvaZujme napt. funkci ¥o(z). Snadno ovéfime, Ze je funkce spojitd na (a;b) a mé na intervalu
(a;b) derivace (pro¢?) a déle ze Uy(a) = ¥o(b) = 0. Podle Rolleovy véty tedy existuje £ € (a;b), pro néz
0=U4&) = f'(& — %g’(f). Cauchyovu vétu jsme tedy dokazali.

Poznamka: Pokud by byla g ryze monotdénni, bylo by mozné dokazat tuto vétu za pouziti ,,vhodné“
funkce F(z) = (f o g—1)(z). Co odrazi tato skute¢nost? Cauchyova véta nam 1ikd, ze k hladké kiivce
(tedy majici v kazdém bodé pravé jednu teénu) nalezneme v néjakém jejim bodé teénu rovnobéZznou
y = f(t), z = g(t). Vskutku — pokud je tato kiivka funkce, lze ji vyjadiit ve tvaru y = h(z), ¢imz
dospivame ke tvrzeni minulé véty. Tuto Upravu je mo’no provést, vidy pokud g(t) nepfifazuje dvéma
riznym t stejné x. Pokud by totiz v rtznych ¢ bylo g(t) stejné, ale f(¢) rtzné, znamenalo by to, 7e h
musi stejnému x pfifadit dvé rizné hodnoty, a neni tudiz funkce jako napiiklad v p¥ipadé zndzornéném
na obr. 5 (c).

Umluva: ProI = (a;b) budeme definovat vnitiek intervalu I° = (a;b).

Véta 56:
Bud f komplexni funkce (f : R — C). Plati-li na intervalu I° rovnost f'(x) = 0, pak f je na I° konstantni.
Jinak feceno

(Vf,g:R—= OV € I°)(f'(z) = ¢'(2)) = (Fc € O)(f(z) = g(z) +¢)].

Diikaz: Dokazme tvrzeni nejprve pro realné funkce?®. Bereme-li zo € I° pevné, pak dle Lagrangeovy
véty plati pro kazdé z € 1°: f(x) — f(xo) = f'(&)(z —20) = 0, £ € Iy,
Komplexni funkci f pak lze definujeme (viz Givodni kapitolu) jako fi(x) + ifa(z), kde fi, fo jsou redlné

29Nelze brat komplexni funkce, viz pozndmku za Lagrangeovou vétou.
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funkce. Ma-1i platit f'(z) = 0, musi byt f{(z) = fi(z) = 0. Pro tyto dvé funkce pouzijeme pravé dokdzané
tvrzeni, ¢imz zjistime, 7e f musi byt sou¢tem konstantnich funkci a je tedy sama konstanta.

Pozndmka: Timto jsme tedy konecné dokézali i opacny smér implikace v tvrzeni, jez jsme vyslovili
jako ekvivalenci v kapitole o primitivnich funkcich.

Véta 57: O limité jednostrannych derivaci

Necht f je komplexni funkce a necht je v bodé a spojita zprava. Dale necht existuji vlastni derivace
f'(z) pro vechna z néjakého U** (a), pfitemz lim,_, .4 f'(z) = A € CU {oc}. Pak existuje f (a) = A.
Analogicky pro limity zleva.

Drtikaz: Na intervalu U**(a) je f spojitd, tedy p¥i # € U**(a) lze pro interval (a, ) pouZit Lagrangeovu
vétw: (36 € (a;2)) (f'(€) = [f(z) — f(a)]/(z — a)). Pokud zkoumame limity zprava obou stran této
rovnosti, zjistime, Ze na pravé strané je pifimo hledand derivace f! (a), na levé strané pak po pouziti véty
o limité sloZené funkce® limita derivaci z prava.

Priklad: Pomocitéto jednoduché véty budeme moci snaze pocitat jednostranné derivace, napi. v kraj-
nich bodech néjakého intervalu. Méjme naptiklad funkci definovanou predpisem

_1
z

e pro z € (0, ),
f(m)_{o prox =0

a hledejme jeji derivaci zprava v bodé z = 0.

Nejprve snadno zjistime, Ze lim,_,o f(z) = 0 = f(0). Lze tedy pouZit pravé dokdzanou vétu. f(z) tedy
zderivujeme pro kladnd z: f'(z) = 2~ 2e~ 7. Déle pocitame limitu tohoto vyrazu zprava pro x — 0.
Dvojnésobnym pouzitim 1'Hospitalovy véty?! zjistime, Ze tato limita je nulové, proto i f}(0) = 0.

Pozndmka (nepovinnd): VSimnéme si jedté, 7e pro kazdé n € N je fJ(rn)(O) = 0, ale pfesto f(z) Z0
— pro vypocet téchto derivaci budeme opakované pouzivat ’'Hospitalovu vétu. Libovolna derivace f(x)

(z
totiz ziejmé bude ve tvaru R(z)e 7, kde R(z) je racionalni funkce (uvédomte si, jak se derivuje soucin

funkci), vypocitat f! (0) jako limitu takového vyrazu tedy bude zadat uréit lim,_, . %, kde P(x) je
polynom?32. O této limité vSak vime, Ze je nezéavisle na stupni polynomu P(z) nulova.

V tuto chvili jiz také mame aparat postacujici pro pohodInéjsi odstranéni dalsitho naseho dluhu, a to
ditkazu I’Héspitalovy véty. Pfipomenme si ji:

Véta 38: ’Hospitalova
Necht f,g: R = R, a € R* a necht je splnéna jedna z podminek 1a, 1b a dale podminky 2 a 3:
1. (a) lim,,, f(z) = lim,_,, g(z) =0,
(b) limgq |g(z)| = +o0;
2. 3U*(a),Vx € U*(a) jsou definovany vlastni f'(z), ¢'(x);
3. existuje lim,_,, f'(z)/g'(z) = A € R*.
Pak existuje lim,_,, f(T)/q(T) = A

Dukaz: Vétu rozdélime na nékolik ¢asti. Nejprve budeme predpokladat, Ze byla splnéna podminka 1a.

1. Necht a € R. Pak mizeme dodefinovat (pfipadné pfedefinovat) funkce f, g v tomto bodé a takto:
f(a) = g(a) = 0. Na limité f(T)/q(T) to nic nezméni v jeji definici se nikde nevyskytuji ¢isla
f(a),g(a). Snadno ovéfime, ze na libovolném intervalu I = (a;z) nebo I = (z;a), = € U*(a)
(z podminky 2), Ize pouzit Cauchyovu vétu (55). Tedy existuje £ = &(z) € I, pro néz plati

1) _ fl@)— fla)  f(=x)

7€ gl —gla)  g(@)

30¢ miizeme povaZovat za nezndmou funkci proménné pro £ — a bude jist& také £ — a (a < € < x) dle véty o dvou
stréZnicich (a < € < z) a déle, protoZe & # a, lze pouZit zmifiovanou vétu o limit& sloZené funkce.
2

31 Limitu upravime do tvaru limy _eo f—y

32Na tento tvar limitu upravime zpiisobem analogickym jako p¥i urfovani prvni derivace.
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Protoze vSak lim,_,, & = a (véta o dvou stréznicich), ale £ # a, lze za pouZiti véty o limité slozené
funkce®? uréit limity obou podilé pro £ — a, ¢im# mame dokazanu pozadovanou nerovnost

@ @)

r—a g’(m)  z—a q(T)

2. Bud nyni naopak a = +oo. Pak za pouziti tvrzeni obdobného jako vySe zmihovand véta o limité
slozené funkce snadno ukaZzeme, 7e

f@) T3 )

lim = lim = lim ———— = lim

f'(x)

z—+oo g(x) Y0+ q(a)  y—0+ q(%)(—u—z) z—+o0 gl(g;).

Pti ipravach jsme vyuzili dokdzaného predchoziho bodu, resp. v jeho lehké obméné pro jednostran-
nou limitu.

Nyni provérme, zda tvrzeni plati i za podminky 1b. Tvrzeni dokaZzeme pro lim f(z), ditkaz pro limitu

()
zleva je analogicky. z—at

1. Promysleme nejprve pfipad A = 0. Podstatna tprava pro pochopeni systému diikazu je

o)) 11, [0 110 () se)) , Son) )

9(@) —gz1) 9 g(z)  g'(¢) g() g()

Necht je dano libovolné € > 0. Podle pfedpokladu 3 musi existovat xz; > a takové, Ze

f'(€)
g'(€)

V¢ € (a;x1) ‘ <e.

Pro toto x; pevné zvolené potom

(36 > 0)(Vz € (a;a+6))[<‘f(w]) <z—:> pEC 1)}

g(z1) g(x)

To ale znamen4, Ze pro libovolné € > 0 staci zvolit 1 podle pozadavku vyse a pouzit Cauchyho
vétu (55). 7 (22) dostaneme omezeni

Vo € (a;a+9): ‘%

<e+2e=3e.

9(w1)
ey <1

2. Pro A € R definujeme funkci F(z) = f(x) — Ag(z). Pak pfedpoklad 3 implikuje

tim £ _ iy <f/(”’) A) =0

z—a g(x) z—a\ g'(x)

Nenulovost vyrazi ve jmenovatelich v (22) je zajisténa diky podmince ‘

. , s n 1 Fm) _ . f(@) iy @)
a podle predchoziho bodu je 0 = }I_I)I?[ll OB ;ll)r}l(g(z) - A)7 tedy }lg}l o(z) A.

3. Berme koneéné A = +oo (uvazujme napiiklad A = —o0). PouZijeme opét funkci (22) a postup

u bodu 1 mirng obménime: budeme hledat pravé okoli a, v némz |g(z)| > 2|g(x1)|; pak plati

(1- ‘f;g’zl))“) > 1. Omezime-li ¢len ‘{q(('?))“ napf. ¢islem 1 a zvolime-li libovolné K, bude pro kazdé z

splhujici f,l(m) < 2K — 2 pravé strana (22) vzdy mensi nez K, tedy lim Iz) — .
g’ () 2—a 9(2)

Vycerpali jsme vSechny moznosti pripusténé podminkami véty, diikaz je proto hotov.

331.ze si predstavit, Ze £ je n&jakou bli%e neurfenou funkci & spliiujici podminku a < € < z nebo z < £ < a.
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§4. SOUVISLOST PRVN{ DERIVACE A MONOTONIE

Véta 58: Souvislost monotonie na intervalu s derivaci
Necht f(x) : R = R je spojita funkce na intervalu I a necht v kazdém bodé I existuje derivace (vlastni
nebo nevlastni). Pak

1. Veel: f'(r) <0<« fjenerostouciv I; Vo € I: f'(x) >0 <= f je neklesajici v I.
2.Vexel: f'(x) <0 = fjeklesajiciv I; Y e I: f'(z) >0 = f je rostouci v I.

Diikaz: Prvni ekvivalence v bodu 1.
< . Necht f je nerostouci v I. To znamend, 7e (Vz1,x2 € I)(x1 < x2) plati f(z1) > f(z2). Zvolme pevné
libovolny bod zy € I. Potom

f(x) — f (o)

r — 2o

<0

Veel,x+#xg:

a limitnim pfechodem v nerovnosti dostaneme zadané tvrzeni.
= . Zvolime-li libovolné z1, x5 € I, 1 < xo, pak podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (54) existuje

& € (z1;29) tak, Ze
f(@1) — f(z2)

r1 — T2

= f'(¢§) <0.

Z toho ale plyne f(z1) > f(z2). Diikaz druhé ekvivalence je jen variaci tohoto diikazu, proto ho p¥ene-
chavame ctenafi.
V pfipadé bodu 2 pouzijeme stejny postup jako pfi diikazu = u prvniho bodu jen s ostrymi nerov-

nostmi misto neostrych.

Poznamka: PovSimnéte si, ze implikace v bodé 2 nelze obratit. Napiiklad funkce 2 — 23 je rostouci
na R a pfesto ma v nule derivaci rovnou nule.

Véta 59: Postacdujici podminky pro lokilni extrémy
Necht f: R — R je spojita v a. Pak:

1. f rostouci (resp. klesajici) na U*~ (a), klesajici (resp. rostouci) na U** (a) = f méa v bodé a ostré
lokalni maximum (resp. minimum). Pokud zaménime vyraz ,klesajici“ za ,nerostouci“ a ,rostouci“
za, ,neklesajici, ziskdme tvrzeni pro (neostré) lokalni maximum (resp. minimum).

2. f'(z) >0 (f'(z) < 0),Vz € U* (a), f'(z) <0 (f'(z) > 0),VeU*T(a) = f ma v bodé a ostré
lokélni maximum (minimum). Zaménou ostrych nerovnosti za neostré ziskdme opét tvrzeni pro
extrémy neostré.

Duikaz: Staci dokazovat prvni tvrzeni, protoze podle predchozi véty druhé tvrzeni plyne z prvniho.
Necht f mé vlastnosti z bodu 1. Pak plati

fla) = lim f(z) = sup f(z)

roas U*~(a)

Je tedy f(a) > f(z), V& € U* (a). Pokud polozime z' = %(’I‘ +a), plati z < z' < a, f(z') < f(a), a
tudiz f(z) < f(2') < f(a), takZe plati ostrd nerovnost. Podobné lze postupovat i na U**(a).
Dalsi tvrzeni maji diikaz analogicky prvnimu a ¢tendf si je mize dokazat v ramci cviceni.

Véta 60: Dalsi postacujici podminky pro lokalni extrémy

Necht In € N takové, 7e f'(x0) = f"(z0) = ... = f D (xg) =0 a ) (x0) # 0. Pak

2g) >0 = f ma v xg ostré lokdlni minimum.
)
)
)

29) <0 = f ma v x¢ klesajici.

1. n je sudé a f(™
2. n je sudé a f(™ <0 = f ma v xy ostré lokdlni maximum.
3. n je liché a f("

4. n je liché a (™

To

z9) >0 = f je v xp rostouci.

o~ o~~~

60



SNt ——— - — — — —

o - — — —

Obrézek 6: Funkce f je konkdvni na (a; ¢), konvexni na (¢;b) a ma v ¢ inflexni bod.

Dukaz: Matematickou indukei:

1. n =1, napf. f'(zo) > 0, pak je funkce rostouci  viz predchozi véty.
n = 2, necht napiiklad f'(z9) = 0, f""(xq) > 0, pak f'(z) je v xq rostouci, tudiz plati f'(z) <
< f'(zo) = 0 na né&jakém levém okoli bodu zg a f'(z) > f'(z9) = 0 na néjakém pravém okoli.
Funkce f ma tedy v xg ostré lokalni minimum.

2. Necht tvrzeni plati pro n.
Budiz n + 1 sudé a napiiklad £V (zq) > 0, éli (f')(™ () > 0. Pak je podle indukéniho piedpo-
kladu f’ rostouci v z, tudiz je podle ivah analogickych s ivahami p¥edchoziho odstavee v x¢ ostré
lokalni minimum funkce f.
Pokud je n + 1 liché a napifklad f*+V(z0) >0 < (f')™ (x0) > 0, &li f' ma podle indukéniho
predpokladu v zq ostré lokdlni minimum, a tedy f'(z) > f'(z9) = 0 na né&jakém okoli. Je tedy f
rostouci v xg.

65. KONVEXITA A KONKAVITA

Definice 39: Funkce konvexni a konkavni na intervalu

1. Funkce f : R — R je mna intervalu I konvexni, pokud pro Vz,y,z € I takova, ze x < y < z, plati
fy) < fla) + LBy — o).

2. Funkce f : R — R je na intervalu I konkdvni, pokud pro Vz,y,z € I takova, 7ze © < y < z, plati
) 2 fla) + LELE () —a).

3. Funkce f : R — R je na intervalu I ryze konvexni, pokud pro Vz,y,z € I takova, 7e z < y < z,
platf f(y) < f(x) + LELE(y — ).

4. Funkce f : R — R je na intervalu I ryze konkdvni, pokud pro Vz,y,z € I takova, 7e z < y < z,
plati f(y) > f(2) + LELE (y — z).

Pozndmka: Konvexita a konkavita ma nazorny geometricky vyznam. Pokud nakreslime %raf a spo-
jime pfimkou body o soufadnicich [z, f(z)] a [z, f(2)], m& tato piimka rovnici p(y) = f(z)+ W(y -
— x). Nerovnost v prvni ¢asti véty tedy znamend, 7e v8echny body grafu pfimky na otevieném intervalu
(z; ) lezi nad grafem funkce f, nejvys je néktery bod spole¢ny, viz obrazek (6). Podobny vyznam mayji i
dalsi ¢asti véty. Konkavita a konvexita se zahrnuje pod spoleény pojem kfivost grafu funkce.

Lemma:
Funkce f je konvexni v I pravé kdyz pro kazdé x,y, z € I plati

f@) - f@) fE)-f@)  f)-f@) fe)-fy  f&)-Ff)  f)- )
Yy—x - zZ—T Yy—x - zZ—Y zZ—T - zZ—y
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Dukaz: Provede se jednoduchou algebraickou tpravou, nechdvdme proto na ¢tendfi, aby ho sdm vy-
pracoval. Z geometrického pohledu srovnavame smérnice piimek: zvolime-li v I libovolné body a, x, c,
a < z < ¢, pak napf. u konkavni funkce musi byt pfimka ,az“ strmé&jsi nez pfimka ,zc“, viz obrézek (6).

Véta 61: Souvislost k¥ivosti funkce s druhou derivaci na intervalu
Necht f je spojitd na (a;b) a f" existuje na (a;b),

1. Funkce f je konvexni na (a;b), pravé kdyz f"(x) > 0 na (a;b).
2. Je-li f"(z) > 0 na (a;b), pak f je ryze konvexni na (a;b).

3. Funkce f je konkdvni na (a;b), pravé kdyz ' < 0 na (a,b).

4. Je-li f" < 0na (a;b), pak f je ryze konkdvni na (a;b).

Dukaz: Dokazeme opét pouze prvni ¢ast véty.

1. = . Necht f je konvexni na (a;b). Uvazujme a < x <y < (. Pak podle lemmatu plati

fl) = fla) o fly) = f(z) o f(B) — fy)
r—a —  y—xz - -y

Podle véty o limitnim pfechodu v nerovnosti plyne f'(a) > f'(8) a to spolu s a > 8 znamena, 7e
/" je neklesajici = f"(z) <0.

2. < .Necht f"(z) > Ona(a;b) ax,y,z € (a,b) jsoux < y < z. Podle Lagrangeovy véty existuji body
& € (z;9), & € (,L&<&t%ﬁe£%%— f'(&) a {821 = (&), Diky predpokladu
f"(x) > 0 pak mame f'(&) < f'(&) a diky tomu i f(yzii(z) < 'f(z)fg(y), coz je podle lemmatu

= 2—

ekvivalentni s konvexitou f na (a;b).

Definice 40: Funkce ryze konvexni a konkavni v bodé, inflexni bod
Necht zg € R, f'(z¢) existuje vlastni.

1. Necht 3U*(zo) takové, ze f(z) > f'(zo)(xz — xo) + f(x0), pak Tekneme, 7ze f je v bodé xy ryze
konvezni.

2. Necht 3U*(zo) takové, 7e f(z) < f'(xzo)(x — x0) + f(z0), pak fekneme, 7e f je v bodé zo ryze
konkduni.

3. Nechf na néjakém U*~ (xq) plati f(z) < f'(x0)(z—x0) + f(x0) ana U*T () plati f(z) > f'(z0)(z—
— x0) + f(w0) nebo na U* (zo) plati f(z) > f'(x0)(z — z0) + f(wo) a na U**(zg) plati f(z) <
< f'(mo)(x — zg) + f(x0), pak Fekneme, Ze f ma v bod€ xq inflexni bod.

Véta 62: Souvislost druhé derivace a krivosti v bodé
Necht zg € R.

1. Je-li f"(xo) > 0, pak f je ryze konvexni v .

2. Je-li f"(zq) <0, pak f je ryze konkéavni v .

3. Je-li zg inflexni bod a f"(zg) existuje, pak f"(xq) = 0.

Diikaz:

1. Necht f"(zo) > 0, &ili f'(z) je rostouci v zo. Pak 3U*(z¢), v némz (V€ € U*™ (o)) (f'(€) < f'(z0))
a (V¢ € U*+(a:0))(f’(§) > f'(z0)). Potom ovSem podle Lagrangeovy véty pro néjaké & plati
)

(VT € U (x ))(M f'(&) < f'(z0)) a analogicky pro né&jaké & plati (Vo € U™ (z0))

r—IQ

(%jﬁzo) = (&) > f'(z0) ) Odtud jiz primo plyne definice konvexity v bodé.

2. Dtikaz je analoglcky bodu 1.

3. Plyne pfimo z obmény implikaci 1 a 2.
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Véta 63: Postacujici podminky pro konvexitu, konkavitu a inflexni bod
Necht n > 2, f"(xo) = ... = f"D(zg) =0 a f¥(x) #0.

1. Je-li n liché, pak f mé v zq inflexni bod.

2. Je-li n sudé a f("(zq) > 0, pak f je v zo ryze konvexni.

3. Je-li n sudé a f(")(z) <0, pak f je v xo ryze konkavni.

Dukaz: Matematickou indukei.

1. n = 3. Potom (f')"(z9) # 0, ¢li f' ma v zg ostry lokdlni extrém. Tehdy ovSem existuje U*~ (),
7e pro kazdé & 7 U*™ (zo) plati f'(&) < f'(x0) a existuje U*F(xg), Ze pro kazdé & 7z U*F(xq) plati
f'(&) > f'(x0) (nebo naopak). Podle Lagrangeovy véty pak ke kazdému bodu z z U* ™~ (xg) mtiZzeme

najit &, v némz plati %ﬁzo) = f'(&1) < f'(x9) a ke kazdému bodu = z U** () miiZzeme najit
&2, v némz %ﬂ]”) = f'(&) > f'(zo) (nebo naopak). Srovname-li to s definici inflexniho bodu,

vidime, Ze jsme hotovi.
n = 2. Pfimo predchozi véta.

2. m + 1 je liché a napiiklad "tV (zq) = ()™ > 0. Pak je podle indukéniho predpokladu f' ryze
konvexni. Protoze je zdroven nulovd, mé f' v xg ostry lokdlni extrém. Tento pfipad jsme oviem uz
diskutovali pro n = 3.
n+ 1je sudé a f+D(zq) = ()™ > 0. Potom miizeme podle indukéniho predpokladu #ici, ze f’
mé v zg inflexni bod. Podle véty o souvislosti derivaci vyssich f4d@ a monotonie vime, ze f' je v xq
rostouci, tedy je na tomto okoli f'(§) > f'(x9) = 0. Lagrangeova véta potom dava pfimo hledany
vysledek.

Pozndmka: Jensenova nerovnost
S pojmy konvexita a konkavita tzce souvisi také tzv. Jensenova nerovnost. Necht f je konvexni na
intervalu I. Pak pro @1, za,...x, € I a A1, Aa... A, kladnd takova, 7e " A; = 1 plati

Obréacend nerovnost plati pro konkavni funkci.

Dtikaz této nerovnosti neni slozity (zvidavy ¢tend¥ necht vyjde z definice konvexity), o to vice prekvapi
hloubka vysledku, které z ni plynou. Dikaz fady zndmych nerovnosti lze zaloZit na vhodné volbé funkce
f a vahovacich koeficienta A;.

Cviceni: Jako dobrovolné doméci cviceni zkuste dokazat nerovnost mezi aritmetickym a geometric-
kym primérem pomoci Jensenovy nerovnosti.

§6. TAYLORUV POLYNOM

Poznamka: Méme danu spojitou funkci f. Budeme si rozmysglet, jak nejlépe tuto funkci aproximovat
v okoli daného bodu polynomem stupné n. Pro pfipad n = 1 ndm poslouzi nasledujici lemma. Pfipomenme
definici: pro kazdé dvé funkce f, g definujeme

Lemma:

Necht f je spojitd v bod& zg. Pak existuje polynom P (z) prvniho stupné s vlastnosti [f(z) — P (z) =
=o(z — z0)] & 3f'(20).

Dikaz: Nejprve provéfime implikaci =.

Ziejmé musi byt lim, ., (f(z) — Pi(z)) =0, tedy f(zo) = Pi(zg). Védouce toto, mizeme psat
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P/(zg) = lim

fﬂﬂHWM:hm<ﬂ@HthﬂﬂHWM>:

T—To r — Xo T—To r — 2 r — 2
— P, —
T—To €Tr — ,’]'30 T—>To €Tr — ,’I,'O

Zjistili jsme tedy, nejen Ze v tomto piipadé existuje derivace f'(zq), ale i jak ur¢it vhodny polynom
Py (z). C4st < nam jiz tim pAdem necini starosti: existuje-li derivace, je vhodnym polynomem spliujicim
poZadavky na funkéni hodnotu a prvni derivaci v xq jisté Py (z) = f(xo) + f'(z0).(z — z0).

Véta 64: Peanova
Bud n € N a f funkce, jeZ mé vlastni derivace aZ do fddu n na n&jakém okoli U*(zq). Pak existuje pravé
jeden polynom P, (x) stupné nejvyse n spliujici podminku f(z) — P,(z) = o((r - ’I‘())n) Tento polynom
ma tvar
(2 —m0)* Ly

Pae) = 3 0 f 0 ) (23
Definice 41: Tayloriv polynom
Polynom P, (z) z Peanovy véty nazyvame Taylorovgm polynomem n-tého stupné funkce f v bodé zg
(nebo v okoli bodu ).

Pozndmka: 7 formélniho hlediska nelze p¥i tomto zapisu definovat hodnotu P, (z), nebot suma pak
obsahuje vyraz (z¢o — x0)°. Proto budeme v tomto pifpadé (a dalgich podobnych piipadech, jez budou
néasledovat) definitoricky klast prvni élen sumy rovny vyrazu f(zo).

Dukaz: Existence. PouZijeme navodu ve vété, tedy ovéfime, zda pro P,(z) definovany vztahem (23)
plati f(z) — P,(z) = o((z — z¢)"). Vypocet limity provedeme pomoci ’'Hospitalovy véty pouzité n-krat
za sebou. V8echny derivace jmenovatele (z — x9)" jsou v z = x¢ nulové az do ¥addu n — 1 véetné, n-ta
derivace je pak rovna n!. Naproti tomu vSechny derivace ¢itatele az do fadu n vcetné jsou rovny nule
(dokazte indukci). Limita je tedy rovna nule, a polynom podminku spliauje.

Dokazme jesté, 7e neexistuje jiny polynom n-tého stupné s touto vlastnosti. Budeme postupovat, jak
to byva v téchto pripadech obvyklé, sporem. Necht tedy existuji dva rizné takové polynomy P, (z), P2 (x).
Je-li pro né splnéna podminka z Peanovy véty, musi byt

o Pi@) — Pa@) @) = Po(e) = (£(@) = P (@)

T—To (;U — gjo)n r—xq (:U — ﬂ?g)n

=0-0=0. (24)

Rozdil P (z) — Py(x) bude jisté polynom stupné nejvyse n (oznacéme jej P(x)), k vypocétu této limity lze
tedy opét uzit 'Hospitalovu vétu (a to n-krat). Podobné jako v predchozim zjistime, ze P(*) (z¢) = 0, Vk €
€ {0,1,..,n}. Na druhou stranu vSak vime, ze Jag,a1,...,a, € R, z nichz alespon jedno je nenulové,
takové, 7e P(z) = 3", _, ar(z—x0)*. Nyni je vidét, 7e P(z¢) = ag, P (z9) = n(n—1)...(n—k+1)ay, k €
€ {1,2,...,n}, tedy viechny derivace (prvni az n-t4) P*)(zq) nulové nebudou, tedy ani limita (24) nebude
nulova, coz je spor.

Pozndmka: Peanova véta ukazuje, ze polynom (23) bude vhodny pro aproximaci f v daném bodg,
bude mit v tomto bodé s f dotyk n-tého Fidu. Nic vSak nefikd o absolutni hodnoté rozdilu f(z) — P(x)
v okoli xg, neuré¢i nam konkrétni ¢islo. Pro praktické pouziti aproximaci bychom v8ak takovy odhad
potiebovali. V nésledujicich vahach se proto obratime timto smérem.

Pozndmka: Zkusme nejprve hledat Ry(z) = f(x) — Pi(x) na okoli zy, v ném?% existuji derivace
f'(z), f""(x). Pouzijeme-li na intervalu mezi z, g, resp. &, 1¢>* pro funkce f, f' Lagrangeovu vétu, mtizeme
psat:

Ra(x) = f(2) — Pu(a) = f(x) — F(w0) — F'(w0)(w — 20) =
= f'()(z — o) — f'(zo)(x — @) = (z — 20) (f'(§) — f'(w0)) = (& — z0)* f" (&),
&1 lezi mezi € a xg. Zndme-li maximum f’ na intervalu mezi = a zg, miZeme tedy timto vyrazem shora

omezit chybu f(z) — P;(z). Stejné jako v tvodnim lemmatu bychom mohli takto pokracovat déle a urcit
R, +1(z) pro libovolné P, (z). My vSak nyni vyslovime vétu jesté obecné&jsi.

34U%iv4 se zde této formulace, nebot jsme neuréili, kterd mez intervalu je horni a ktera dolni ~ mluvime tedy o intervalu
(z0,&) nebo (&, zo) atd.
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Véta 65: Odhad chyby pro Taylorav polynom

Budiz f redlna funkce definované na intervalu (zg;z) a necht existuji na intervalu (zg;z) derivace az do
fadu n + 1. Bud déle ¢ libovolna redlna funkce spojitd na (xo; x), jejiz derivace ¢’ na intervalu (zo; )
existuji a jsou nenulové a vlastni. Ozna¢me R,y (z) zbytek f(z)— P,(z), kde P,,(z) je Taylortv polynom
f v zo. Pak existuje £ € (zo; ) takové, Ze:

(z — " ¢(x) — ¢(20)
n! ¢'(€)

Specialné v p¥ipadé ¢(t) = (z — )" dojdeme k tzv. Lagrangeovu tvaru zbytku

(.’I,‘ o :I:O)n+]

Ry (x) = FUr(g). (25)

Rpi(z) = Wf“””(f):
pro ¢(t) = t naopak ke Cauchyovu tvaru
1-0)"
Rypi1(z) = %(7‘ — 20)" P D (25 + O(z — m0)), O € (0;1).

Pozndmka: Dukaz povedeme pies véty o stfedni hodnoté. Pokusime se proto zkonstruovat funkci,
jejiz funkéni hodnota by byla néjak spojena s chybou R, 11 (). Pro tuto funkci pak pouZijeme Cauchyovu
vétu: budeme ji, resp. jeji derivaci porovnavat s funkci ¢, resp. ¢'. NaSe nova funkce by tedy rozhodné
méla byt ve tvaru f(z) — P,(z), kde P, (z) je Taylortv polynom pro funkci f v néjakém jejim bodé.

k!

Dukaz: Vezméme funkei F(t) = f(z
=f (1) = Rpt1(2)%. Déle spoétéme derivaci F'(t):

),
F(x) = f(x) — f(a) = 0, Flxo) = f() -

(*)
> heo ! .(t) (x —t)* a zkoumejme jeji hodnoty prot =z at = x:
n

! " (n)
R I A 2 A I e
—0- 10 - 170D+ 06 0) - [P e-nen+ e -2 -

TRaRI0

n!

(n) (¢
- fi()(x—t)<"*1>(—1)+ (z —t)"] .
(n—1)!

Vidime, ze v kazdé zavorce se vzdy prvni ¢len odecte s druhym c¢lenem z predchozi zévorky, a to diky
znaménku minus, které vznikne derivovanim (z—¢). Jediny ¢len, ktery se takto neodeéte, bude jisté druhy
¢len zavorky posledni. Miizeme tedy psat

(n+1)
P A ) n
F'(t) = *T(’I‘ — )"
Nyn{ pouZijeme Cauchyovu vétu pro funkce F(t) a ¢(t) na intervalu (z¢; 2)%¢. Existuje tedy £ € (x0;2)
pro néz

F(zg) — F(z) =

Dosadime-1i do tohoto vztahu hodnoty F'(z), F'(z) spoéitané na zacatku dikazu a pravé odvozenou
derivaci F'(£), dochazime k rovnici (25).

Lagrangetiv tvar zbytku uvedeny jako soucést véty lze odvodit snadno prostym dosazenim do pravé
dokdzané obecné formule. Druhy, Cauchyiv tvar, ziskdme, pokud po dosazeni ¢(t) = ¢ volime ¢ =
=20+ 0O(x —x9) volbou 0 < O < 1 miZeme umistit bod ¢ kamkoliv do intervalu (zg; z).

Piiklad: Spoéctéte pomoci Taylorova polynomu hodnotu e? s piesnosti na jednu desetitisicinu.

Budeme aproximovat funkci e® pomoci P,(x) v bodé®” zy = 0. Nejprve uréime f()(z) = e*, &ili

f(0) = 1. Taylortiv polynom tedy bude mit tvar Yoo 2_;‘ Zjistéme nyni, jaké musime vzit n, aby

rozdil mezi skute¢nou hodnotou e* a P,(x), tedy R,+1(2), byl mensi nez 0,0001. Vezmeme-li Lagran-
2n+1

geliv tvar zbytku, méame R, 1(2) = mef7 € € (0,2). Cislo ef bude tedy uréité mensi nez napi. 10.

35 P, (z) je Tayloriiv polynom funkce f v bod& zg.
36Promyslete, zda jsou splnény pozadavky této véty  napf. jestli nemiiZe nastat ¢(zg) = ¢(x).
37Volime tento bod, protoZe v Py (x) se vyskytuje &islo f(xo) — to v tomto p¥ipad& umime uréit p¥esn& pouze pro xg = 0.
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Vzhledem k tomu, 7e tento zbytek pro n — oo konverguje k nule, lze jisté najit néjaké n, pro néjz tento
zbytek bude mensi nez pozadovana 0, 0001. Metodou pokusu a omylu uréime, 7ze napt. pro n = 11 bude
jiz tato podminka splnéna®®. Cislo P;;(2) tedy bude udavat hodnotu e? s vyzadanou ptesnosti.
Umluva: V dal§im budeme znacit

n o0

lim E ak E ag.
n—o00

k=m k=m

Lemma:
Méjme funkei f s derivacemi v8ech fadi na U(zg) C Dy. Plati nasledujici vyrok:

Vo € U(xo) : nll)n;o Ryi1(z) =0 & Py(z) = f(z),

kde Rpi1(x) je zbytek ve smyslu véty (65) pro Tayloriiv polynom funkce f v bodé zy a Py(xz) =
= lim,, o0 Pn ().

Diikaz: Tvrzeni je ndzorné — pokud zvySovanim stupné Taylorova polynomu docilime pro néjaké3® z,
7e zbytek R, 11(x) se blizi k nule, 1ze hodnotu f(x) nahradit hodnotou polynomu Py, (z). Navic je i dikaz
tvrzeni vcelku trividlni. Nejednd se o nic jiného nez o jiz dfive zminovanou ekvivalenci
lim (f(z) = Py(z)) =0 & lim P,(z) = lim f(z)= f(z).
n— 00 n—00 n— 00
Priklady: Budeme hledat Py (z) k nékterym zndmym funkcim a zkoumat, pro kterd z konverguje

R, (2)%° k nule. Budeme tedy muset urcit obecny vzorec pro n-tou derivaci funkce f v bodé zo = 0 4,
v némz budeme tvorit Taylortiv polynom.

1. f(z) = e”. Tayloriv polynom v 2o = 0 mé dle jiz spoé¢itaného piikladu tvar P,(z) = Y ._, %
Ovéime jesté, 7e R, (z) konverguje k nule pro vSechna z. UZijeme Lagrangeova tvaru zbytku:

n n

)] < lim e~ 0,

lim |R,(z)| = lim
n—oo n—oo | n! n—oo n!

¢ zde bylo z intervalu (0; ), posledni limitu pro libovolné x redlné necht nevéfici ¢tenar laskavé
vyhleda v jedné z predchozich kapitol. Podle naseho lemmatu 1ze tedy psat

2 3

o0 n
e _ z7 _ r. ¥
e *ZWI!*1+”3+2!+3!+----
n=0

2. f(z) = sinz. Zjistime, 7e f'(x) = cosz, f'(z) = —sinz, f"(x) = —cosz, f*(z) = sinz = f(z),
tedy pro kazdé k piirozené plati f*)(z) = U+ (z). Dilezité je, ze |f™ ()| < 1 pro viechna
n € N. Proto lze psat |R,(z)| < %47, diky ¢emuz postupem stejnym jako u piedchoziho pfikladu
dokdzeme, ze R, () konverguje k nule. Nyni jiz zbyva jen urdit Pu (z).

Zkoumame-li derivace f pro & = 0, lze psat pro kazdé p¥ipustné k: fF(25) = @, fAk+1) =1 f@k-1) —
= —1 (posloupnost téchto derivaci bude 1,0, —1,0,1,.. ., samoziejmé f(0) = 0). Proto lze psat

oo
w2n+] 3 5 7

i n_r _ T T T
Smm:Z(Qnﬂ)!(_l)’l! TR TR

n=0

3. f(z) = cosz. Postup bude téméf stejny jako u minulého bodu, jen posloupnost derivaci se bude
ligit: 0,-1,0,1,0,—1,..., f(0) = 1. Ziskdme tak rozvoj

< on 2 4 6
_ z n_q_ -, T
coswfgm(—l) =1 '—l— —|—

38Samoziejmé& chceme aby n bylo co nejmensi mo#né — P, (x) pak bude obsahovat méng s¢itancti, a bude se tudi# snaze
pocditat.

390v8em ¢ mie byt samoziejmé rizné od zg.

40Ctenaf se jistd nenecha zmdst tim, Ze nadile budeme psit R, (x) misto R,41(z).

41Taylorovy rozvoje v bod& zo = 0 se nékdy oznatuji jako Maclaurinovy ¥ady.
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n—1 (n—1)!

(I+z)"
zkoumat nyni v Cauchyové tvaru (Lagrangetiv tvar zbytku by se ndm nepodafilo omezit  to v8ak
jesté samoziejmé neznamend, ze R, (z) nekonverguje k nule; vidy délame totiz jen horni odhady
R, (x), tedy skuteéna hodnota tohoto zbytku mutZe byt mensi, coZ se i ¢asto stavd). Navic budeme

muset predpoklddat, ze |z| < 1:

4. f(z) = In(1 + x). Opét postupnym derivovanim uréime f* = (—1) a zbytek budeme

n—1

1-0
1+ 6z

Ja]”

(n—1)!

1 (n—=1)! |z|™
1— n—1 (n —
(1-6) 1+ Oz |1+ Oz

ol
“1+0z ~ 1— |z

By ()] =

Za zminéného omezeni pro z jiz posledni vyraz konverguje k nule. Uprava, pfi niz jsme odstranili
zlomek umocnény na n — 1, byla podloZena tGivahou, Ze pro |z| < 1 je 1 + Oz > 1 — O, tedy cely
zlomek musel byt mens{ nez jedna. Vidime tedy, Ze na intervalu (—1;1) mé smysl konstruovat
P (z). Dokonce si pov8imneme, Ze i pro z = 1 konverguje k nule (dosadime za x piimo do prvniho
tvaru zbytku a zjistime, Ze pro jakéholiv © € (0;1) bude zbytek ve tvaru a”, 0 < a < 1). Bez
dikazu pak doddme, Ze pro ostatni z (tj. z € (1;00) V z < —1) skuteéné zbytek R, (z) rozvoje
Py (z) v bodé zo = 0 k nule nekonverguje a dokonce roste nade vSechny meze. Nyni tedy Pa(z)
sestrojime.

Pomoci obecné vypoctené derivace f(™ (z) snadno uréime (™) (0) = (=1)"~'-(n—1)!, a tim padem

(£(0) = 0):
> (71 n—1 72 3 :1:4 5
In(l+2)= — = — 4+ = ——+——....
n(+7)n; n S N T N
5. f(z) = (1 4 z)®. Zde bude postup velmi podobny piipadu minulému. Opét uréime f(")(z) =
=ala—1)...(a —n+1)(14+x)* " a pro dikaz konvergence R, (x) znovu pouzijeme Cauchyova
tvaru zbytku za omezeni |z| < 1:

xn
|R,(2)] = m(l —0)" 'ala—1)...(a —n+1)(1+0x)* "<
iz [1-0 "
<K
- 1406z |1+06z
Pod konstantu K jsme zahrnuli ¢islo (1 4+ ©x)® ndsobené W Tento zlomek je mozné

pro dostateéné velkd n rozdélit na souéin dvou zlomka W7 k>a—ka (O‘*(I;;_B_'_'_'Ei:?)ﬂ) )
Prvni zlomek je pak néjaké ¢islo nezavislé na n, zatimco v druhém zlomku je i-ty ¢initel jmenovatele
vzdy v absolutni hodnoté vétsi nez i-ty Cinitel Citatele, tedy cely tento zlomek je v absolutni hodnoté
mensi nez 1. Souéin téchto zlomk lze tim pAdem omezit konstantou*? nezdvislou na n. Tim jsme jiz
dospéli do mista, od kterého bude postup naprosto stejny jako v predchozim prikladu. Intervalem,
na ném? bude mit smysl konstruovat P (x) bude opét (—1;1), pro x = —1 bychom ale konvergenci

R, (x) nedokazali naznac¢enym zpiisobem?*3.

Definujme jesté:

n! n

ala—1)...(a—n+1) _ <a>;

je patrné ze pro « prirozené je tento vyraz skuteéné roven zndmému kombinaénimu ¢islu. Tato
definice je tedy prirozenym rozsifenim tohoto vyrazu pro « realné ¢i komplexni.

Dosazenim do jiz spo¢teného uréime f("(0) = (Z)n' tedy lze psét

(1+m)“:i <Z>r":1+r(?> +7~2<;> +T*<§> TR

n=1

42pokud by oviem bylo a piirozené, vyskytl by se pro n > a v Eitateli nulovy Einitel, tedy cely R, (x) by byl samoziejmé
od tohoto n vySe roven nule.

43Kdybychom dosadili do zbytku & = —1, dospéli bychom k vyrazu
situace nastala v minulém ptikladu.

ﬁ, jenz zfejmé k nule nekonverguje — stejné
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c e vy

(Z) = 0 a zaroven — jak jsme si p0v51m11 jiz diive — i Rn( ) = 0 pro vsechna z. Pro ostatni «

(jesté s vyjimkou 0 a —14) je pak nutné, aby = € (—1;1).

Priklad: V relativistické fyzice se Casto setkdme s priblizenim

2
\/17112%171)—,

2

které plyne z posledniho prikladu, pokud se omezime jen na prvni dva ¢leny rozvoje.

Poznamka: Zamysleme se jesté nad tim, jak urcit Tayloriv polynom souctu, soucinu nebo podilu
funkci, piipadné sloZené funkce, zndme-li Taylorovy polynomy pro tyto dvé funkce (je samoziejmé potieba,
aby oba tyto polynomy byly uréeny pro tentyz bod xy — pro zkraceni zapist budeme brat zy = 0).
Nez v8ak postoupime déle, pfipomeneme si nékolik pravidel pro poéitani se symboly o(z). Jejich dikaz
Ctenaf snadno provede na zakladé definice tohoto symbolu:

Vf,g: o(f) £o(f) =o(f), olf).olg)=o(f9)
Vf.g.h:[h=o0(9),9=0(f)] = [h=o0(f),h+g=o0(f)],
(V) (VA e R)(A # 0)(o(Af) = o(f))-
Méjme tedy

n

flz) = Zakmk +o(z"), g(x)= brz® + o(z™).

k=0 k=0
L f(a) % g(x) = S (ar + b)a* +o(a™),

2. f(z) - g(x) = [a0 + a1z + a2z + ... + @,z + o(z")] [bo + b1z + ba2® + ... + bz + o(z")] =
:(Iob(]-{-ﬂ?((llb(]-i-(l(]bl)+.’IJ2((Z(]b2+(llb1 +(12b0)+.. ( ) zk Oz (Ilbk 1’1“ +O(Tn)

3

3. Pro !J:((fg g(0) = bo # 0 méme dvé moznosti:

(a) ,Metoda neznadmych koeficienti“: hleddme polynom stupné n, ktery spliuje vztah:

n n k n
E _aarz” 4+ o(x
E apzk + o(z") = £k=0 k . ( n);
k=0 > k—o brtk + o(z™)

rozSifime jej jmenovatelem zlomku, ¢im7z obdrzime rovnost dvou polynomt n-tého stupné
platnou pro kazdé z z néjakého intervalu. Ta ovSem nastane, pravé kdyZz jsou koeficienty
u jednotlivych mocnin z na obou stranach stejné — tim problém prevaddime na reSeni soustavy
n+1 lineérnich rovnic o n + 1 nezndmych ay,.

(b) Lze psat L8 = f(a)-L
uréenim l/g( ). Pla‘rl

. Taylortiv polynom pro soucin jiz zname, budeme se tedy zabyvat

11 1 11

g(x) 7%17(72—;.7:72—33727...) T b l-G

Poznamenejme, Ze pokud by = 0, nelze Taylortv rozvoj 1/g(z) viibec provést  prvni ¢len
rozvoje rovny 1/g(xo) neni viibec definovan. Pokud je |G| < 1, lze podle diive spoéitaného
psat:
1

——=—[14+G+G* +...+G" +o(z")],

g(x)  bo
nebot pro k > n je jisté G* = o(z™). Pro k < n oviem vyrazy G* budou také obsahovat mnoho
¢lentt, které jiz lze zahrnout pod o(z™). Tohoto postupu lze s vyhodou uzit napt. p¥i uréovani

Taylorova polynomu pro tgz = sin mcols —.

2 n . .
44Plati ﬁ = %, pro |z| < 1 jist&8 jmenovatel konverguje k 1, tedy lze psat ﬁ =1+z+a22+..., coje

znamy vztah pro soufet geometrické posloupnosti, pouZity opatnym smérem.

68



4. (f o g)(x),tj. f(y), y = g(x). Musi byt samoziejmé by = 0 (pokud bychom dosadili do f(y) za
y # 0, nevime nic o rozdilu f(z) — P,(z) — viz Peanovu vétu). Potom funkce o(y™) jsou i o(z™) a
po dosazeni za y do f(y) piSeme

(fog)) =Y (2 b> +o(a"),

k=0 1=

opét s dodatkem, 7e i vyrazy y* budou obsahovat nékteré ¢leny, které jiz budou o(z™), ¢imz se
vypocet obvykle ponékud usnadni.

Priklad: Spoctéte

12

. e 2 —cosT
lim ——————
z—0 xisinx
Regeni této limity klasickymi prostiedky (viz kapitolu o limitach) by bylo pomérné obtizné. Zkusime proto
jednotlivé funkce v této limité nahradit Taylorovymi polynomy takového ¥adu [tedy s chybou o(z™)], aby
ndm po zjednoduSeni zlomku (secteme a vynasobime polynomy podle toho, jak se maji séitat a ndsobit
funkce, které témito polynomy nahrazujeme) nezbyly pouze vyrazy o(z™). V praxi to ¢inime tak, Ze volime
fad n = 2 ~ 4 podle toho, jak ,,se nam zda limita zakefna“, a v pripadé, ze se ndm vSechny mocninné

¢leny odectou, fad zvysime. Zde je tfeba volit n = 4:

2

[1+ (7f)1 + L) +0($4)] — (1= %+ 4 + o))

2!

2
—_z_
. e 7 —cosT .
lim —— = lim 3 23 1 =
z—0 x3sinz z—0 T (-?7* 3r + o(z ))

Szt + o(z?) . = +o(z*)/z* 1

=0zt 4 o(xt)  2=0 14o(xt)/zt 12
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5 Riemanndiyv integral

Ctenaf jiz jisté tusi, Ze integraly jsou mocnym néastrojem jak v matematice, tak ve vSech oborech
z matematiky vychdzejicich. Doposud jsme se sezndmili pouze s Newtonovym (Leibnizovym) integralem,
jehoz teorie nam umoznovala fesit diferencialni rovnice. Ukazuje se vSak, ze tentyz integral miize poslouzit
i k vypoctu obsahu obrazce ohrani¢eného grafem dané funkce, objemu ¢i povrchu piislusnych rotac¢nich
téles. Nechme se motivovat nasledujici tllohou:

Piiklad: UvaZujme ty¢, jejiz délkova hustota je ddna funkci p(z), kde z je polohové soutradnice, konce
tyce jsou urcéeny hodnotami x = a, x = b.

Pro konstantni funkci p(z) = po bude ty¢ homogenni a jeji hmotnost zfejmé bude |a — b|pg. Co se
vSak stane v pfipadé, Zze ty¢ homogenni neni? Zkusme problém vyfteSit pomoci jiz zndmého Newtonova
integralu. Vezméme tGsek tyce mezi body z a y (a < z < y < b) a berme funkci m(z) udavajici hmotnost
¢asti ty¢e mezi body a a x. Hmotnost ¢asti mezi x a y pak jisté bude m(y) —m(z) a jeji pramérna délkova
hustota [m(z) — m(y)]/(z — y). Pokud budeme zkoumat limitu posledniho vyrazu pro y — z, dospéjeme
ziejmé k délkové hustoté v daném bodé (takto ji definujeme)?®. Srovname-li tuto limitu s definici derivace,
vidime, Ze m'(z) = p(z) a Gloha se redukuje na problém nalézt primitivni funkei k p(z). Hmotnost tyce
pak totiz zfejmé bude m(b) — m(a). Vime, Ze primitivni funkce k dané p(z) je uréena jednoznaéné az na
aditivni konstantu, ale zaroven hmotnost tyc¢e by méla byt néjaké pevné ¢islo uréené jiz pouze funkei p(x).
Snadno se ovSem muzeme presvédcit, ze dosadime-li do uvedeného vyrazu pro hmotnost tyce postupné
dvé funkce m(z) ligici se pouze o konstantu, dostaneme vzdy stejny vysledek. Zdanlivy rozpor v iivaze je
tedy §tastné zaZehnan.

Zkusme uvazovat jinak: rozdélme ty¢ na urcity pocet dili a v kazdém dilu stanovme néjakou stfedni
délkovou hustotu. Hmotnost tycée pak bude samoziejmé rovna souctu hmotnosti jednotlivych dili. Hmot-
nost kazdého dilu priblizné spocteme jako soucin jeho délky a stfedni délkové hustoty. Presnost vypoctu
bude zfejmé zaviset na tom, co prohldsime za tuto stfedni hodnotu (abychom ji mohli ur¢it pfesné, museli
bychom jiz zndt hmotnost dilu). Lze vSak ocekédvat, Ze tato stfedni hustota nebude vét$i nez nejvétsi a
mensi nez nejmensi hustota vyskytujici se v daném tseku tyce. Nalezli jsme tedy alespon interval, z né-
hoz budeme stfedni hodnotu vybirat. Bylo by pak pfirozené, kdyby se pfi zmensovani délky jednotlivych
tsekt blizila hmotnost vypoctend naznacenym zptisobem hmotnosti skutecné.

V této kapitole pro tento postup zavedeme nazev Riemanntv integral a ukdzeme dva rtizné zptisoby
jak volit zminéné stfedni hodnoty.

Pozndmka: Vyznaéme si vySeuvedeny postup do grafu zkoumané funkce p(z): rozdélime jej nejprve
na urcity pocet dili a do kazdého dilu vepiSeme obdélnik s Sitkou shodnou s §itkou tohoto dilu a vyskou
odpovidajici zvolené stiedni hodnoté v tomto dilu. Zminovany soucet pak bude ptiblizné roven obsahu
obrazce omezeného grafem zkoumané funkce, osy = a okraji pfislusného intervalu (v nagem p¥ipadé (a;b)).
Vyhoda této ivahy je, 7e nejsme zavisli na existenci primitivni funkce k funkci zkoumané (prozkoumejte
funkci f(z) = sgnz). V této kapitole tedy po zavedeni Riemannova integralu ukazeme, Ze vykazuje
vlastnosti, jez bychom oc¢ekivali od procedury udavajici obsah urcitého obrazce®®, a déle Zze v p¥ipadé
existence prislu§né primitivni funkce jsou obsahy ploch omezenych kiivkou zkoumané funkce, vypoctené
pomoci Newtonova i Riemannova integralu, stejné.

§1. HORNI A DOLNf RIEMANNOVY SOUCTY

Definice 42: Déleni intervalu

Budiz (a;b) C R a x9,71,...,2, € R takova, 7e a = z9 < 71 < ... < =, = b. Rekneme, 7e &isla
o, X1, .-, Ty urCuji déleni D intervalu (a;b), kazdy z bodd z;,0 < i < n nazveme délicim bodem D a
¢islo v(D) = Jfnax }{T, — x;_1 } nazveme normou tohoto déleni.

ie{l,...,n

45V zpometite si nap¥iklad na objemovou silu zmifiovanou kuptikladu ve fyzice kontinua: G= dﬁ/ dv.
46ypu: obsah sjednoceni dvou disjunktnich obrazcti je roven souétu obsahii t&chto obrazcii.
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Obrézek 7: Geometricky vyznam horniho a dolniho Riemannova sou¢tu pro funkci f na intervalu (a;b) a
konkrétni déleni tohoto intervalu.

Definice 43: Zjemnéni déleni
Rekneme, ze déleni D' je zjemnénim déleni D, pokud kazdy z délicich bod@ D je délicim bodem D'.

Definice 44: Horni a dolni Riemanniiv soucet
Budiz funkce f redlné omezend funkce na (a;b). Necht D je délen (a; b) a oznacme M; = sup,, ., ) f(®)
am; =inf,, .. ) f(z). Cisla

n

S(f.D) = ZMz(SUz —xi_1),resp. s(f, D) = Zml(xz —zi 1)

i=1

nazveme hornim, resp. dolnim Riemannovym souctem funkce f na intervalu (a;b).

Pozndmka: Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme u sumaénich symbolt (a v dalgich podobnych
situacich) vynechédvat indexy a séitat budeme pies v8echny tseky déleni.

Véta 66:
Budiz f omezend na (a;b). Potom pro m = inf .4, f(z), M = SUD (45 f(x), plati
pro kazdé déleni D.

Dukaz: Plati ziejmé m < m; a M; < M pro kazdé i, a proto s(f,D) = > m;(x; — x;—1) > > m(x; —
—xi_1) =m Y (x;—xi—1) = m(b—a). Podobné ukdzeme S(f, D) < M (b—a). Konetné vime, ze m; < M;,
aproto s(f,D) =Y mi(z;i—xi—1) <> Mi(z; —x;_1) = S(f, D). Tvrzeni véty je také velmi dobfe patrné
z obrazku (7). Uvédomte si, jak by bylo v obrazku znazornéno m(b —a) a M (b — a).

Definice 45: Horni a dolni Riemanntiv integral
Necht f je redlnd omezend funkce na (a;b). Pro mnoZinu A vSech déleni intervalu (a; b) nazveme &islo

b
[ #te)do L sup{s(.0)} £ sup (£.D)
Ja D DeA

dolnim Riemannovym integralem f na intervalu (a;b). Horni Riemanniv integrdl definujeme analogicky
jako infimum mnoziny v8ech hornich soucti.

Pozndmka: Hornia dolni Riemanniv integral omezené funkce (a o jinych zatim nemluvime) je vzdy
definovan a plati

oo # ﬁf(m) do < ff(m) dr # oo,

Nerovnosti plynou pfimo z véty (66). Mnozina vSech hornich a dolnich soucti je podle této véty omezen4,
a tudiz ma vlastni supremum i infimum.
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Definice 46: Riemannuiv integral
Necht pro omezenou realnou funkci f jsou na (a;b) hodnoty dolniho a horniho Riemannova integralu
stejné. Cislo

(R) / " fl) e K £(2) dx—ff(w) dz

pak nazveme Riemannovym integrdlem f na intervalu (a;b). Nehrozi-li zdména s jinym integralem, pis-
meno R pred znakem integralu vynechame.
Pro omezenou komplexni funkei f(z) = fi(x) + if2(z) definujeme

/abf(w)da:d—f/abfl(a:)da:+i/abf2($)dx_

Piiklad: Zkoumejme existenci Riemannova integralu ndm znédmé Dirichletovy funkce (f(z) = 1 pro
z € Q, f(x) =0 pro ostatni x) na intervalu (0;1).

Zvolme libovolny interval (a;b), 0 < a < b < 1. Existuje véta, jeZ tvrdi, Ze mezi kaZdymi dvéma riznymi
redlnymi &sly lezi alespon jedno ¢islo racionalni?”, tedy v {a;b) existuje bod x, v némz je f(x) = 1. Dle
definice suprema musf byt tedy sup,, f(z) = 1. Tato Gvaha plati pro kazdy interval (a; b), proto kazdy
horni Riemanntv soucet bude roven jedné, které bude tim padem roven i horni Riemanntv integral.
Podobné si uvédomime, 7e inf .4 f(z) = 0, nebot mezi kazdymi dvéma riznymi ¢isly redlnymi existuje
té7 alesponn jedno ¢islo iracionalni*® a stejnym postupem zjistime, 7e dolni Riemanntiv integral na (0; 1)
je roven nule. Protoze 0 # 1, na$li jsme omezenou funkci, jejiz Riemanntv integral neexistuje.

Cviceni: Zkuste z definice ukdzat existenci Riemannova integrélu funkce f(z) = 11 na intervalu (5, 7)
a urcete jeho hodnotu.

Véta 67:
Necht f je omezend redlna funkce na (a;b) a necht déleni D’ je zjemnéni D. Potom plati

s(f,D) <s(f, D) < S(f, D) < S(f,D).

Dukaz: Prostfedni nerovnost je jiz pokryta vétou (66). Ditkaz krajnich nerovnosti formélné provedeme
matematickou indukei podle po¢tu délicich bodd D', které nejsou obsazeny v D. Necht obsahuje D' oproti
D navic jediny bod. Tedy D : zg,...,Zp_1,Zk,--- Ln, D't 20,..., 25 _1,2", 2k, ..., 2,. Potom napt. pro
dolni sou¢ty podle D a D' zfejmé plati

s(f;D') = s(f, D) = mp, (2’ — zp—1) + mp, (v — 2') — mp (24 — 24-1) =
= (mkl — mk)(m' — .’L‘kfl) + (777,]g2 — mk)(Tk — .’I:’) 2 0.

Cisla my,, my, jsou infima f(z) na piislusnych intervalech D’. Interval (zj_1; ) jsme rozdélili podle
rovnosti zp —xx_1 = (7 — ')+ (' —z_1) a v zavéru jsme vyuzili nerovnosti my, , my, > my*°. Tim jsme
dokézali vétu pro jeden bod v D’ navic. Indukéni krok se provede naprosto stejnym zptisobem  ukézali
jsme totiz, Ze zjemnime-li libovolné déleni o jeden bod, hodnota dolniho sou¢tu neklesne, pfi formalnim
diikazu matematickou indukci lze tedy psat s(f, D) < s(f,D,,) < s(f,D,,;,), tedy s(f, D) < s(f, D}, ;)
(D}, 7znad{ zjemnéni D lisici se od D v n bodech).

Dikaz pro horni Riemannovy souéty je stejny.

Véta 68:
Pro kazdou omezenou redlnou funkei f na (a;b) plati

L fla)de < fﬂm) da.

47"N4vod pro zvidavé  pomiize ndm tzv. Archimédiv princip: (Va, 8 € Rt )(3n € N)(na > ), ten Ize dokazat z definice
realnych ¢isel. Existuje proto &islo ¢ € N, pro n&7 m4a interval (qa; gb) délku alespofi 1 a obsahuje tudiZ alespon jedno celé
¢islo p. Koneéné ovéiime, Ze Eislo % lezi v (a; b).

48Dokate sporem, opét interval ,nafoukn&te“ tak, aby obsahoval napiiklad /2.

49Dokarte si sami: A C B C R = inf A > inf B. Analogicka véta plati i pro suprema.
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Lemma:
Necht D1, Dy jsou déleni intervalu (a;b) a f je redlnd omezend funkce na (a;b). Potom plati s(f, D) <
S S(f7 D2)

Diikaz lemmatu: Pomize ndm jednoduchd myslenka a predchozi véta: uvazujme spolec¢né zjemnéni D
déleni Dy, Dy (D je zjemnénim D; i Dy) — sestrojime jej naptiklad tak, ze polozime D = Dy U Da, tedy
do D zatfadime v8echny délici body obsazené v D nebo D). Pak dle véty (67) plati s(f, D1) < s(f, D)
a S(f,D) < S(f, Dy). Nyni pouzijeme diivéjsi vétu (66), dle které s(f, D) < S(f, D), ¢im7 dojdeme ke
kyzenému s(f, D1) < S(f, D2).

Dukaz véty: je nyni jiZz jednoduchy. Shriime dosavadni poznatky: pro dvé mnoziny (horni a dolni Rie-
mannovy soucty) plati, ze kazdy prvek z mnoziny prvé je vétsi nebo roven libovolnému prvku z mnoziny
druhé. Infimum I prvni mnoziny pak nemize byt mensi nez supremum S mnoziny druhé; vzpomeneme
na definici infima: v prvé mnoziné by jinak musel existovat prvek P mensi nez S. Dle definice suprema by
se pak ve druhé mnoziné musel nachazet prvek vétsi nez P, coz je spor. Tedy skutecné horni Riemanntiv
integral neni mensi nez dolni Riemanniiv integral.

Poznamka: PovSimnéte si nerovnosti

b

iy
VDL, Da: s(£,0) < [ fe)do< [ fla)do < S(£.D2)

a

a jejiho disledku L
b b
S(f.D1) — 5(f. D) > / f(z)da / f(z) da.

S jeho pomoci nyni snadno dokazeme nésledujici vétu.

Véta 69: Ekvivalentni podminka pro existenci Riemannova integralu

! f(x) dz existuje, pravé kdyz (Ve > 0)(3D)[ S(f, D) — s(f,D) < €].

Dikaz: =. Existuje-li zminény Riemanntiv integral, jsou si pfislusné horni a dolni Riemannovy integraly,
tedy infimum hornich soucét A a supremum dolnich souctii d rovny. Definice suprema a infima nam pak
zaruci, ze pro libovolné 5 > 0 existuji Dy, Dy takovd, ze d — 5 < s(f,D1) < dah < S(f,Dz) < h — 5.
Spojenim téchto dvou nerovnosti (d = h) ziskdme S(f, D2)—s(f, D1) < ¢; pokud by Dy a Do nebyly stejné,
staci vzit jejich spoleéné zjemnéni D a pouzitim véty (67) dojdeme k hledanému S(f, D) — s(f, D) < e.

<. V tomto piipadé vyuzijeme pozndmky za predeslou vétou. Pro kazdé € kladné tedy existuje D takové,
e e > S(f,D) — s(f,D) > ['f(z)dz — [’ f(x)de. Rozdil horniho a dolnfho Riemannova integralu je

tedy mensi nez libovolné kladné ¢islo a musi byt roven nule®®, nebof piedchozi véta zarucuje, Ze nemiize
byt zaporny.

Véta 70: Existence Riemannova integralu u funkci spojitych na uzavieném intervalu

Je-li f spojitd na (a;b), existuje ; f(z)dz.
Dukaz: V souladu s pfedchozi vétou budeme zkoumat vyraz S(f, D) — s(f, D). Plati
S(f.D) = s(f, D) = > _(M; —my)(x; — i 1).
Cantorova véta (52) pravi, Ze funkce spojitd na (a;b) je téZ na (a;b) stejnomérné spojité, tedy ze

(Ve > 0)(35 > 0)(Yy1,y2 € {a;0) (ly1 — y2| < 0) (| (y1) — fy2)| <e).

Pisme misto ¢ kladné ¢islo %5/(1) — a). I pro néj jisté existuje § se shora popsanou vlastnosti. Zvolme
déleni D takové, aby v(D) < § viz definici (42). Pro libovolny interval I = (z;_1;;) nyni plati
Yyi,y2 € I |f(y1) — f(y2)| < /(b —a), a tim padem |M; — m;| < 1e/(b— a)'. Pro toto déleni D tedy

50pokud vam to nepfipadne z¥ejmé, rozmyslete si, k ¢emu by doslo, kdyby byl tento rozdil vétsi nez nula.

517kuste si toto tvrzeni dokdzat sporem, podobn& jako v diikazu prvni &isti minulé véty. Vo,y € A : |z —y| < ¢ =
= sup A—inf A < ¢, najdéte protiptiklad k analogickému tvrzeni s ostrymi nerovnostmi, vzpomeiite si na analogii s limitnim
prechodem v nerovnosti.
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muizeme psat

g

Z(M, — m,)(’l‘1 — .’177;,1) S Z ﬁ(?‘, — .’177;,1) = mZ(?‘, 7.’1)1',1) = m(b* (l) <E.

Tedy jsme pro libovolné kladné € nasli déleni D, pro néz S(f, D) — s(f, D) < ¢, coZ dle pfedchozi véty
znadi, ze prislusny Riemanntiv integral existuje.

Piiklad: Vétu ovSsem nelze obratit: existuji i nespojité funkce, které maji Riemanniv integral. Zkusme

1
najit [ d(z)dz, kde d(z) = 0 pro z # 0 a d(0) = 1.
0

Vsechny dolni Riemannovy souéty budou rovny nule — v kazdém diléim podintervalu (0, 1) zfejmé existuje
x, pro néz d(z) = 0. Jak budou vypadat horni Riemannovy souéty? Cleny odpovidajici jinym intervaléim
ne7 levému krajnimu budou zfejmé nulové (v nich je totiz vSude d(z) = 0). Jediny nenulovy ¢len bude
roven 1.(zq —x¢) = 1. I horni Riemanniv soucet bude mit tim pddem tuto hodnotu. Vezmeme-li v ivahu
v8echna moznd déleni intervalu (0, 1), miZze x; nabyvat v8ech hodnot z intervalu (0; 1). Infimem hornich
Riemannovych souéti tedy bude 0. Horni a dolni Riemanniiv integral je roven nule, proto Riemanniiv
integral funkce d(z) na intervalu (0;1) existuje a je roven nule.

§2. INTEGRAL JAKO LIMITA INTEGRALNICH SOUCTU: EKVIVALENTN{ ZAVEDENT RIEMANNOVA
INTEGRALU

Definice 47: Riemannuv integralni souéet
Necht D je déleni {(a;b), D :a =z < x1 ... < z, = b. Ozna¢me

N(D) ={¢=(&,...,&)|& € (mi—s2),i=1,...,n}.

Pro ¢ € N(D) nazveme ¢islo
o(£.D,6) E Y f(&) (@i — wi1)

Riemannovym integralnim soué¢tem funkce f na intervalu (a;b).

Pozndmka: Zde zavadime jinou volbu stifedni hodnoty — poZadujeme, aby to byla funkéni hodnota
v nékterém z bodt daného iseku — mtze to byt i krajni bod, mize to byt hodnota v minimu ¢i v maximu
funkce na daném useku, ¢im7 lze nékdy dojit k hornimu ¢i dolnimu Riemannovu souctu.

V grafu funkce pak budou tuto volbu predstavovat obdélnicky s vyskou odpovidajici funkéni hodnoté
v nékterém z bodua patfi¢ného Gseku. Srovnejte tento obrazek s pfipadem hornich a dolnich Riemannovych
souctl a ovéite, ze plati s(f, D) < o(f, D, &) < S(f, D) pro libovolné déleni D a £ € N(D).

Pozndmka: Jak jsme jiz predeslali na zacatku této kapitoly, budeme se snazit zkoumat chovani
Riemannovych souctil, zmenSujeme-li normu déleni. K tomu ovSem potiebujeme tento proces presné
definovat:

Definice 48: Limita Riemannovych integralnich souétt
Pro § > 0 ozna¢me Us = {(D,€)| v(D) < 8, £ € N(D)}. Rekneme, 7e

lim o(f,D,£) = A€ R, pokud
D)—0

(
(Ve > 0)(36 > 0)(V(D,€) € Us) [Jo(f, D, &) — Al < e].

Poznamka: Pokud se zamyslime nad touto definici, zjistime, Ze se v podstaté jedna o nadm jiz dobte

zndmou klasickou definici limity, pouze s tim rozdilem, %e pro danou funkci f neni o(f, D,€&) funkce

jedné realné proménné, ale funkce proménné (D, €), kterd pochazi z ,nekone¢nérozmérného prostoru®?«.

5274jemci z ¥ad p¥iznivei algebry mohou na toto téma zkonstruovat néjaky vektorovy prostor nekoneéné dimenze.
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Procedura ,ptiblizovani se k danému bodu“ je v8ak analogicka jak v jednorozmérném piipadé (klasickd
limita), tak v dvourozmérném piipadé (limita funkce dvou proménnych — okoli bodu zde neni interval,
tedy usecka, ale napt. kruh) i v p¥ipadé limity pravé probrané. Lze tedy ocekavat, 7e pro tuto limitu
budou platit nékteré véty dokdzané pro limitu jedné redlné proménné. Zkuste dokazat:

1. Heineho vétu. [ (lér)n o(f,D,§) = A] & [(V{(Dk,fk)})(u(Dk) -0 = klim o(f,D* &) — A)]
v —0 :— 00
2. Bolzano-Cauchyovu podminku. (lér)n o(f,D,&) = A existuje, pravé kdyz (Ve > 0)(36 > 0)
v —0

(V(D',€"),(D? %) € Us)[lo(f, D', €") — o(f, D?,€)| <e].
3. Vétu o limité souétu. lim o(f1,D,€) = A, lim o(fs,D,§) =B = lim o(fi + f2,D,&) =
v(D)—0 v(D)—0 v(D)—0
=A+B.
4. Vétu o limité nasobku. Vk € R: lim o(f(z),D,§) =A = lim o(k- f(z),D,§) = k- A.

v(D)—0 v(D)—0
5. V&tu o limitnim ptechodu v nerovnosti. [(3U;)(V(D,&) € Us)(o(f,D,&) < o(g,D,§))] =
= [0 D&)< i .D, o).
[”U;r)n%off(f(w) § < lim olg(x) 3]
U bodu 3 si uvédomte, Ze plati o(f, D, &) + o(g,D,&) = o(f + g, D, &), zatimco pro soudin obdobna
rovnost neplati (napiste si, jak se ndsobi dvé sumy). Nelze tedy vyslovit vétu o limité souc¢inu v podobé
Jimita sou¢inu je soudin limit®3¢.

Pozndmka (extempore): Pro souc¢in dvou funkci plati: existuji-li limity pro funkce f,g existuje i
limita pro funkci f - g. Dikaz tohoto tvrzeni lze snadno provést, mluvime-li o Riemannovych integralech
namisto limit (pouZijeme vétu (69)).

Priklad: Aby ¢tenaf vidél, Ze v diikazech tvrzeni uvedenych v poznamece skuteéné nejsou zadné nové
myslenky, zkusime zde dokazat tvrzeni 3.

Podle piedpokladu existuje pro kazdé 5 urcité okoli Us takové, ze V(D,§) € Us : |o(f, D,§) — Al < 3,
o(g,D, &) — B| < £5*. Seteme tyto dvé nerovnosti:

e>|o(f,D,§) — Al +o(g,D,&) = Bl > |o(f,D,&) + 0(9,D,&) = (A+ B)| = |o(f + 9, D, &) — (A + B)|.

Pri Gpravach jsme pouzili nejprve trojihelnikovou nerovnost a poté jiz diive zminény zrejmy vztah
o(f,D,&) +0(g,D, &) =0(f +g,D,&) (ovéite jeho ziejmost). Nyni vidime, Ze okoli Uy, které jsme nagli
diky existenci limit pro funkce f a g, vyhovuje i podmince pro funkci f + g, a tedy limita integralnich
souctu f + g existuje a je rovna A + B.

Véta 71:
Pokud existuje lim o(f, D,£), je funkce f omezena.
v(D)—0

Dukaz: PouZijeme definici limity. Vime, Ze pokud zvolime néjaké €, napt. 1, existuje § > 0 takové, Ze
V(D,¢) € Us plati |o(f, D,€) — A| < 1, je-li A zminénd limita. Tato nerovnost mé platit pro kazdé déleni

s dostate¢né malou normou a kazdé & = (&;,...,&,). Zvolme tedy D a (&,&s,...,&,) pevné, rozepiSme
integralni soucet a pouzijme trojihelnikovou nerovnost
1> |o(f,D,€) — Al = [f(&) (@1 —20) — [~ f(&) (w2 — 1) — ... = f(&)(wn — zn1) + A]| >

> f(&) (1 — zo)| — | K],

kde K je pevné ¢islo dané ¢lenem v hranaté zavorce. Jednoduchou apravou pak dostaneme (1 + |K1)/
/11 —xo| > | f(&1)|- Nyni si uvédomime, 7e £ muZe nabyvat libovolné hodnoty z intervalu (z1; zo) (jediny
pozadavek byl aby & € N(D)), tedy na tomto intervalu je funkce f omezend. Podobné ukézeme, 7e je f
omezend i na ostatnich intervalech déleni D, z ¢ehoZ vyplyne zavér, 7e f je omezend na celém intervalu

(a; b).

53Mtizeme si uvédomit, Ze to souvisi s aditivitou obsahu chdpeme-li nasi limitu mimo jiné jako obsah né&jaké plochy,
1ze otekdvat, 7e operaci s¢itdni bude zachovdvat (obsah sjednoceni disjunktnich ploch je sou¢tem jejich obsahti); u operace
nasobeni toto ¢ekat nemiizeme.

54Ptesnéji feteno, existuji okoli U{{ pro funkci f a U{? pro funkci g, kterd nemusi byt stejna. Vezmeme-li v8ak jejich prinik
(tedy to ,mengi“ z nich, splnime podminky pro f i g zdroveh.
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Véta 72: Ekvivalentni definice Riemannova integralu

b

[ f(z)dz existuje a je roven ¢islu A, pravé kdyz existuje (lir)n o(f,D,&) = A, v ném? D je déleni
.a v(D)—0

intervalu (a; b).

Poznamka: Tatovéta ma pomérné velky vyznam. Konec¢né totiz rika, ze budeme-li zmensovat normu
déleni, dospéjeme v limitnim pripadé vzdy ke stejnému vysledku jako u hornich a dolnich Riemannovych
soucti, a to nezavisle na volbé stfedni hodnoty v jednotlivych tisecich.

Jeji ditkaz ve sméru = bude pomérné narocny, nebot nami zavedeny Riemanniiv integral se opird
o suprema a infima uréitych mnozin souétii. Ta dle definice zarucuji, Ze v jejich okoli (tj. v okoli bodu
A) ezistuje néjaky Riemanniiv soucet, zatimco v definici limity se Zdda, aby v tomto okoli lezely vsechny
Riemannovy soucty s dostateéné malou normou. Naopak tvrzeni < je pomérné jednoduché. Pokroc¢me
tedy k dikazu.

Dikaz: <. Pouzijeme ekvivalentni definici Riemannova integralu (69) a vySe zminénou Bolzano
Cauchyovu podminku. Podle ni existuje pro kazdé ¢ > 0 kladné § takové, Ze pro kazda (D, £4), (D, £2) € Us
jelo(f,D,&")—a(f,D,&)| < 5. Potom ale plati sup; o(f, D, €) —infe o(f, D,£) < 5 °°. Neni t&zké si uve-
domit, Ze pfi pevném D je supremum rovno S(f, D) a infimum s(f, D), tedy S(f, D) —s(f,D) < 5 <,
coz podle zminéné véty (69) znamend, Ze tento Riemanniv integrél existuje.
Uvazujme nyni, Ze by nebyl roven A, jeho hodnota R by byla napf. vétsi nez A. Protoze R je supremem
viech dolnich Riemannovych souétii, muselo by existovat D' takové, ze R — (R — A) < s(f,D') < R.
Zaroven by viak pro e = (R~ A) muselo existovat 8, pro néz by V(D, €) € Us bylo o(f, D,€§) < R— R%A.
Mezi témito (D, &) bude jisté D, které je zjeménim D’ (vezmeme libovolné déleni E s dostateéné ma-
lou normou v(E) < § a sestrojime spoleéné zjemnéni E a D'). Pak musi oviem platit o(f,D,&) <
<R-3(R—A) <s(f,D") <s(f,D). Na zaditku tohoto paragrafu jsme viak zjistili, ze pro kazdé (D, €)
plati s(f,D) < o(f,D,&) < S(f, D), tedy jsme narazili na spor. Stejné ukdZeme, Ze nemiize byt R < A,
a proto R = A.

Jiny zpiisob: budeme dokazovat, Ze pro limitu rovnou A existuje pro kazdé kladné e soucet s(f, D) >
> A~ 5, resp. S(f, D) < A+ 5. Vyuzijeme-li nerovnosti s(f, D) < S(f, D), plyne jiz z tohoto faktu, Ze
horni i dolni Riemanntiv integral je roven A%,

£

Zvolime tedy libovolné = > 0 a uvaZujeme Us; popsané v definici limity. Jisté V(D,&) € Us

4
o(f,D,§) > A — 5. Zvolime posloupnost &% takovou, 7e klim f(EE) = my a inf,. a0 f(2)°7. Podle
—00

véty o limitnim pfechodu v nerovnosti pak musi platit
€ €
D)= 1 MNw;—xi )= 1 DY >A—->A— .
s(f,D) kgr;og:f(fz)(wz zi1) = lim o(f,D,€) > A~ > A~

=. V tomto piipadé budeme hledat pfedpis pro ¢, které zaruci, ze pro vSechny (D, &) € Us bude A —e <
<o(f,D,£) < A+ e. Soustiedime se pouze na prvni nerovnost, druhé se dokdze obdobnym postupem.

Vime, 7e pro dané € > 0 existuje dolni Riemanniv soucet s(f, D) > A~ 5. Bohuzel se ndm nepodaii najit
takové §, aby pro vw§echna (D', &) € Us bylo o(f, D', &) > s(f, D). Pro déleni D', ktera jsou zjemnénim D,
tato nerovnost plati, nebot s(f, D) < s(f,D') < o(f, D', £). AvSak at vezmeme § jakkoliv malé, budou
jisté v U; existovat déleni, kterd zjemnénim D nejsou. Pokusime se tedy ur¢it 0 dostatecné malé na to,
aby alespon o(f, D', &) nebylo ,0 mnoho mensi“ nez s(f, D). Uvazujme spole¢né zjemnéni F déleni D a
D'. 7Ziejmé plati s(f, D) < s(f,E) a s(f,D') < o(f,D', &), budeme tedy zkoumat, o¢ mtze byt s(f, D')
men§i nez s(f, ) — z téchto nerovnosti totiz plyne s(f, D) — o(f, D', &) < s(f, E) — s(f, D"). Nékteré
z Gsekt se v E a D' nemusi ligit, jim odpovidajici séitance®® se v rozdilu s(f, E) — s(f, D') odeétou.
Spoétéme, kolik bude téch ostatnich. Déleni E vzniklo tak, Ze jsme do D’ p¥idali vechny délici body
D, pfifemz nékteré body D a D' mohly splyvat. Obsahovalo-li D celkem n bodii, mohlo v D' byt
zasazeno“ nejvice n intervali. Ostatni zfejmé zistaly nezménény a v rozdilu se odectou. Tedy v souctu
s(f, D) je nejvySe n intervald, které se neodec¢tou. KdyZ jsme konstruovali déleni E, rozdélili jsme nékteré

55P¥ipomefite si znovu na ditkaz véty (70).

56Dokazat 1ze sporem.

57Budeme ji konstruovat podobn& jako minimizujici posloupnosti v kapitole 4 — z definice infima budeme pozadovat,
aby napt. f(&F) € (miz;mi + ).

58Typu m;(z; — ;1) — indexy t&hto s¢itancti mohou byt v s(f, E) a s(f, D') riizné, podstatné ale je, zda p¥edstavuji
stejny interval (stejné hodnoty z;,z;_1, a tudiz i m;).
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intervaly D' délicimi body z D. Ka7dy takovy bod nadm ptidal nejvyse dva nové intervaly v D' (to kdy?z
jsme jej umistili do jesté ,nezasaZeného® intervalu z D'%?), tedy v E je obsaZeno nejvySe 2n intervalti
odlignych od déleni D’. Velikost vSech téchto zbylych sé¢itanct je omezena, nebot oba ¢initelé v kazdém
sCitanci jsou omezeni: zadny interval z D' a tim spiSe z E neni delsi nez v(D') a existence Riemannova
integralu zarucuje, 7e f je omezend, a snadno nahlédneme, 7e musi byt omezené i inf; f(z) na libovolném
podintervalu I C (a;b), tj. (3K € R)(Vi)(|m;| < K). MiZzeme proto psat

|s(f, E) = s(f,D")| < s(|f], E)+s(|f|,D") < 2nv(D")K + nv(D')K = 3nv(D")K.

Vidime, ze zvolime-li ¥(D') < &/(6nK), bude i rozdil |s(f, E) — s(f, D')| mensi nez 5. Tim padem je ale
urc¢ité pro libovolné (D', €) s takovou normou

o(f,D',€) 2 5(£,D) > s(f,B) == > s(f,D) =5 > A= === A+,

€
2

[\

coz jsme méli dokazat.
Konecné se jesté zminme o p¥ipadu, kdy f ma komplexni hodnoty. Riemanntv integral takové funkce
f(x) = fi(z) +ifa(x), fi,fo: R = R je definitoricky zaveden

'/bf(m)dm: '/bfl(m) dm+7:/bf2(m) dz

a pro limitu integralnich souc¢tt lze snadno®® ovérit platnost vztahu

llgr)nﬁoﬂ(f,Daf) = V(llgr)nﬁoﬂ(fl,D,f) + Z”(llgr)nﬁoﬂ(f,D,i)-

v(

S vyuZitim této rovnosti roz§ifime platnost této véty i na funkce s komplexnimi hodnotami.

§3. VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

V tomto ¢lanku ovérime, 7e Riemanniiv integral skutecné splhuje nékteré vlastnosti odpovidajici
funkci ,,obsah plochy“.

Véta 73: Riemanntv integral souétu a nasobku
b

b b b
Necht existuji [ f(z)dz, [ g(z)dz. Pak existuje [ [f(z) + g(z)] dz a [af(z)dz pro a € R a plati:

/ﬂb(f(x) + g(@)) do = /ab flayde+ /ﬂbg(az) d, /: of () dz = a/a" f(a) da.

Dukaz: PouZijeme-li vétu (72), miizeme misto o Riemannovych integrélech mluvit o limitach p¥islusnych
integralnich sou¢t. Nyni pouzijeme tvrzeni zminéné v pozndmce za definici (48) pod bodem 3 (resp. 4),
tedy Ze souCet limit je limita souétu a limita ndsobku je nasobek limity. Zavérem opét uZijeme vétu (72)
a limity integralnich souctti prevedeme na Riemannovy integraly.

Cviceni: Zopakujte si tvrzeni pro integral souc¢inu dvou funkci a uvédomte si znovu, pro¢ neni integral
sou¢inu soucinem integrali (v obecném piipadé).

Véta 74: Monotonie integralu
Budte f,g,h redlné funkce a necht existuji jejich Riemannovy integraly na intervalu (a;b). Pak plati
nasledujici tvrzeni:

b
1. Pokud h(z) > 0,Vz € (a;b), pak [ h(z)dz > 0.

b b
2. Pokud f(z) < g(z),Vz € (a;b), pak [ f(z)dz < [ g(z)dz.

59Pokud padnul ji# do n&jakého ,nového® intervalu, vytvofil z n&j dva nové, tedy celkem zvysil poget novych intervali
o jeden. Konetné v piipads, Ze splynul s n8kterym d8licim bodem D’, nepfidal zddny novy interval.
600pét podobné jako u klasickych limit.
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Dukaz: Pokud existuje Riemanntv integral h(z), nemiZze byt mensi nez libovolny dolni Riemanntv sou-
¢et. Paklize jsou hodnoty funkce h(z) na {(a;b) nezdporné, budou vsechny s¢itance v dolnim Riemannové
souctu také nezdporné; ovéite sporem — paklize by snad bylo na nékterém intervalu infimum h(z) mensi
ne7 nula, musela by v tomto intervalu existovat zdporné funkéni hodnota h(z). Proto bude i Riemanniv
integral h(z) nezaporny.

Druhé tvrzeni je snadnym diisledkem prvniho, zvazime-li 7e funkce g(x) — f(x) nabyva na (a;b)
nezdpornych hodnot, a proto jeji Riemanniv integral je nezdporny. Vyuzijeme piedchozi véty, integral
rozdilu napiseme jako rozdil integrald, ¢imz dojdeme k pozadovanému tvrzeni.

Véta 75: Integral absolutni hodnoty
Necht na intervalu (a; b) existuje Riemanniiv integral funkce f : R — C. Pak existuje na tomtéz intervalu
i Riemannuv integral funkce |f(z)| a plati mezi nimi nerovnost

/ ' f) do

Dikaz: Pouzijeme opét vétu (69), to jest budeme zkoumat rozdil S(|f|, D) — s(|f|, D), respektive rozdil
odpovidajici jednomu intervalu déleni. Pro komplexni funkci f(x) budeme uvaZovat realné funkce fi, fo :
f(@) = fi(z) +ifs(x). Pro libovolnd X,z z uvazovaného intervalu (x;_1;z;) musi platit

1F(X)] = 1f(@)] < |F(X) = f(@)] = [1(X) = filz) +i(f2(X) = fa(2))] <
< (X)) = fr(@)] + il | £2(X) = fola)| < Mi(fr) —mi(fr) + Mi(f2) — mi(f), (27)

jeli Mi(f) = supy,, | 4,y f(2), resp. m;(f) = inf,, 2, ) f(z), posledni nerovnost necht si ¢tendr rozmysli
sam. Omezili jsme takto shora vyraz |f(X)|— |f(z)|. Limitnim pfechodem v nerovnosti jej vSak mizeme
nahradit rozdilem M;(|f|) —m;(|f])®'. Paklize nerovnost (27) pouZijeme pro viechny intervaly déleni D,
ziskdme vztah

b
< [ 1#(e) (26)

S(If1,D) = s(1f1, D) < (S(f1, D) = s(f1, D)) + (S(f2, D) — s(f2, D)). (28)

M4-1i v8ak existovat pfisluiny Riemanniv integral f, musi existovat i stejné integraly fi a fo (dle definice
Riemannova integréilu), coZ podle podminky (69) znamend, Ze existuje déleni D, pro néZ jsou hodnoty
obou zavorek na pravé strané (28) mensi nez libovolné 3 kladné. Jejich soucet je proto mensi nez e, ¢imz
jsme splnili podminku (69) pro funkeci |f|. Riemanntv integral |f| tedy existuje.

Vztah (26) dokdzeme pomoci trojihelnikové nerovnosti a pfechodu v nerovnosti pro limity integralnich

sou¢tlit — viz pozndmku za definici (48), bod 5:

o(f.D.6)] = ‘Zf(&)(xi—w“) < S If(E) @i — i )| = o1, D.6) =

=

lli)r)nﬁoo(f,Dé)‘ < lm o(17].D.¢)

v(

Na zavér pouZzijeme vétu (69), ¢imz limity pfevedeme na Riemannovy integraly a dikaz je hotov.

Pozndmka (zjednodusujici):  Jestlize vdm pfipadne v existenéni ¢asti dikazu povidani o limitnim
pfechodu v nerovnosti ptili§ slozité, vézte, ze pokud skuteéné v nékterych bodech X,z € (z;_1;x;)
nabyva | f| svého suprema (infima), tj. | f(X)| = M;(|f]), |f(z)] = mi(|f]), plyne z nerovnosti (27) pfimo
zédané Mi(|f]) —ms(|f]) < Mi(fr) —mi(fr) + Mi(f2) — mi(f2).

Véta 76: Soucet Riemannovych integrala na dvou intervalech

c b b
Necht existuji [ f(z)dz a [ f(z)dz. Pak existuje i [ f(z)dz a plati

'/acf(fli)dm+'/cbf($)d$:'/abf(,r)d'r_

61Vezmeme nejprve napf. X pevné a sestrojime posloupnost {3} C (z;_1, ;) takovou, aby | f(z)| konvergovalo k m; (| f|)
— &ili minimizujici posloupnost — viz nap¥. prvni ¢ast dikazu vty (72). Pro ¢leny posloupnosti {|f(X)| — | f(zx)|} plati
omezujici podminka (27), proto pro jeji limitu, tedy |f(X)| — m;(|f|) bude platit tato podminka té% (to je limitni pFechod
v nerovnosti). Pak zvolime posloupnost {Xy}, pro niz | f(Xy)| konverguje M;(]f|) a zopakujeme postup pro posloupnost
|f(Xk)| —m;(|f]), ¢imZ dostaneme kyZené omezeni pro M;(|f|) — m;(|f])-
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Diikaz: Pomoci véty (72) pfejdeme opét k limitdm integralnich sou¢tti a budeme dokazovat uvedenou
rovnost z definice této limity, ¢im7 zaroven ovéiime i existenci integralu na (a; b). Potfebujeme tedy omezit

vyraz
o(f,D,€) - (/f dT+/f )

kde D je déleni intervalu (a;b), £ € N(D). Vezméme déleni D', které vznikne pfiddnim bodu ¢ do déleni
D (D' je zjemnénim D), a jemu piisludejici £, jehoz hodnoty se shoduji s £ kromé dvou interali ,novych*
v D' oproti D (tedy ty, jejichz krajnim bodem je ¢); hodnoty & v nich necht jsou libovolné. Jestlize je
néhodou ¢ € D, polozime D' = D, & =¢&.

Zaroven uvazujme déleni D}, resp. D}, kterd jsou prinikem déleni D' s intervalem (a; ¢), resp. {c; b)
(tedy restrikci, omezenim déleni D' na tyto podintervaly (a; b)). K intervaltim déleni D}, D) pfifadme z £’
(pro D') odpovidajici hodnoty &, tj. vytvorime dvojice (Dj,&}), (D4, &)), které vzniknou ,roztrzenim®
(D', &) v bodé c. Jisté plati a(f, D', ¢&') = o(f, D}, &) + o(f, D}, &), vyraz (29) tedy miizeme upravovat

podle trojuhelnikové nerovnosti
o(f,D,€) — (/f dm+/f dx)—

(o(£.D,€) — a(£,D',€)) + <0(f,D’1=£i) - / 1) d) + (a(f, Dy, &) - '/be(m) d)

'1751)*/ f(z)dz| +

Posledni dvé absolutni hodnoty mizeme vhodnou volbou Uy, z nichZ vybirdme (D1, &), resp. (D}, &),
omezit libovolnym kladnym £, zbyvd tedy provéiit prvni scitanec. Pokud bylo ndhodou ¢ € D, a tedy

D =D’ ¢£=¢, jeroven samoziejmé nule a jsme hotovi. Jinak ale plati

|U(f7D7§)—U(f7D' &) = [F(&) (xr — x 1)—(f(§21)( c—ap1) + f(&,)(@r — )| <
<) (@r — )| + | (&) (€ —zh1)| + | F (&) (2 — )],

nebot i tak se déleni D a D' li§i pouze v intervalech okolo“ ¢. Funkce f je samoziejmé na (a;b)
omezena, jak plyne z existence integralti na obou dil¢ich intervalech, tedy jisté existuje K € R, aby
K > |f (&)1 f(Eksls | f(&k)]. Posledni vyraz je tedy jisté mensi nez 3v(D) K, nebot zajisté v(D) > v(D').
Budeme chtit, aby 3v(D)K < %, z ¢ehoz plyne podminka pro normu déleni D, potaZzmo pro normy
déleni D}, D) (jakpak musime zvolit normy téchto dvou déleni, aby v(D) spliiovalo nasi podminku?).
Tuto podminku jesté slou¢ime s pozadavkem na v(Dj),v(D}) zarucujicim, aby vySe zminéné posledni
dvé absolutni hodnoty byly mensi nez %, ¢im7 jsme omezili vyraz (29) libovolnym kladnym e, coz jsme
potiebovali dokazat.

(29)

b
<|o(f,D,€) —o(f,D',€)| + o (f. D U(f,Dé,fé)*/ f(z) dz

5
3

Véta 77: Existence Riemannova integralu na podintervalu

8
Necht existuje ff ) da. Pak pro libovolné (a, 3) C (a;b) existuje [ f(z)dx

(e
Dukaz: Pouzijeme véty (69). Podle ni pro libovolné e > 0 existuje déleni D, pro né&jz plati S(f, D) —
—s(f,D) < e. Pro zjemnéni tohoto déleni D’ = DU{«, 8} jisté plati tato nerovnost tim spiSe (vzpomeiite
si na vétu (67)). Vezméme déleni E vzniklé restrikci déleni D' na interval (a, ). V déleni E bude méné

nebo stejné intervall jako v D', proto S(f, E) — s(f, E) bude obsahovat méné nebo stejné kladnych ¢lent
typu (M; —m;)(x; — x;—1) nez S(f,D') — s(f, D"), neboli

S(f7E)—S(fE) SS(f7DI)_S(f=D’) SS(f7D)—S(f7D) <e

Déleni E je tedy hledané déleni pro libovolné kladné e, coz opét dle véty (69) znadi, Ze integral na («; 3)
existuje, coz bylo dokazati.
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Pozndmka: Pojem Riemannova integralu nyni rozsifime z hlediska pozadavki na ¢isla a; b. Doposud
jsme predpokladali, ze a < b, tedy horni mez je vétsi nez mez dolni. Nyni definujme jesté

VaeR: /f(.?:)deO,

a b
Va;be R, a<b: /f(:n) dz & — / f(z)dz, pokud druhy integral existuje.
b a

Tato imluva ndm umozni zobecnit predchozi vétu.

Véta 78: 5

Budte a,b,¢ € R a @ = min{a; b, ¢}, § = max{a; b, c}. Pokud existuje [ f(x)dz, existuji i nésledujici t¥i
[e3

integraly a je splnéna rovnost
b c b
[1@ds= [ f@as+ [ 1o)dn (30)

Diikaz: provedeme vycétem v8ech moznych pfipadi. Sefadime ¢isla a; b, ¢ od nejmensiho k nejvétSimu
a zkoumame platnost rovnosti (30) pouzijeme-li pfedchozi imluvy, jsme schopni urc¢it i hodnotu
integralu, jehoz meze jsou stejné nebo v obriceném poradi. Ve vsech pfipadech vysta¢ime s tvrzenim
posledni a pfedposledni véty (77), (76). Musime v8ak projit skute¢né vSechny moZnosti (napt. b < a <
<¢, c=a<b,atd.).

Ctenaf necht si tento postup sam vyzkousi pro nékolik pifpadii.

Véta 79: Hodnota Riemannova integralu pri zméné funkce v koneé¢ném poétu bodni
Hodnota®? Riemannova integrilu se nezméni, zménime-li hodnoty funkce v kone¢ném poétu bod.

Pozndmka: Pocitdm-li Riemanntv integral funkce, kterd nemé definovany hodnoty v kone¢né mnoha
bodech, mohu je v téchto bodech dodefinovat libovolné, a hodnota Riemannova integralu na daném
intervalu bude vzdy stejna.

Dukaz: Budeme uvazovat, 7e se funkce f a g lisi v jediném bodé ¢: f(z) = g(z) pro z # ca f(c) # g(c));
pripad konec¢ného poctu takovych bodt se snadno dotesi indukci. Vyuzijeme vyfeSeného prikladu za vétou
(70), kde jsme definovali funkci d(x) rovnou jedné v nule a nulovou pro vSechna ostatni . Funkci f piseme
ve tvaru f(z) = g(z) + d(z) - [f(c) — g(c)] a podle zminéného piikladu a véty (73) mizeme vypolist

b b
f@)ds = [ {g(o)+d) - [1(0) - (0)]) do =
b

b b

:/ g(w)dz + [f(c)fg((:)]/ d(m)dm:/ﬂ g(x) dz + 0,

Ja Ja

§4. PosTacuiici PODMINKY PRO EXISTENCI RIEMANNOVA INTEGRALU

Prvni uzite¢nou podminku zarucujici existenci Riemannova integralu jsme jiz formulovali v ivodnim
paragrafu  kazda spojitd funkce m4 na uzavieném intervalu Riemanntiv integral®®. Zkusime nyni tuto
podminku zobecnit.

62Korektni formulace této véty by méla mluvit i o existenci Riemannova integralu ve vété Fikdme, Ze integrily obou
funkci bud oba existuji, nebo oba neexistuji a v prvnim ptripadé tvrdime, Ze jejich hodnoty jsou stejné.

63Vzpomeiime si na paragraf o globalnich extrémech spojitd funkce na uzavieném intervalu ma globalni maximum i
minimum, procez je omezend. Toto slovicko tedy lze vynechat.
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Véta 80:

Necht je funkce f spojita na (a;b) kromé koneéné mnoha bodt. Pokud je tato funkce omezend na (a;b),
b

pak existuje integral [ f(z)dz.
a

Dikaz: Uvazujme funkci f nespojitou v jedinédm bodé, napiiklad v bodé b zleva (tedy f je spojita
na (a;b)). Riemanniv integral funkce nespojité v koneéném poétu bodii na uzavieném intervalu pak
vypocteme jako soucet integrali na intervalech, uvnitf nichz je funkce spojita a jejichz krajni body jsou
body nespojitosti®®  pouzijeme vétu (76). Mohou nastat dva pifpady:

1. Pokud by existovala v bodé b limita f(z) zleva, sta¢i poloZit f(b) rovno této limité. Nova funkce
bude spojit4, a tedy integrabilni, a p¥itom se od f(z) bude li§it v jediném bodé. Dle piedchozi véty
bude pak existovat Riemanntv integral f(z) na (a;b).

2. Obecné samoziejmé nemiizeme existenci zminéné limity predpokladat. Zkoumejme proto opét rozdil
S(f,D) — s(f,D); viz vétu (69).

Pro libovolné «,a < a < b samoziejmé existuje faa f(z)dz, coZz podle véty (69) znamend, Ze pro
libovolné & > 0 existuje déleni D’ intervalu (a, @), pro néz S(f,D') — s(f,D') < 5. Uvazujme nyni
déleni D intervalu (a;b)  k déleni D' pfiddme bod b. Potom v8ak ziejmé plati

S(f,D)*@(f,D) :S(faDl)+(bio/)M7g(f,Dl)7(bia)m< %+(bia)(M7m)/

pro supremum a infimum na pfislu$ném intervalu M a m. Je-li vSak f(z) omezend, tedy |f(z)| <

< K,V € (a;b), je jisté¢ M —m < 2K. Rozdil horniho a dolntho Riemannova sou¢tu tedy omezime

takto:

Pro & > 0 zvolime a tak, aby (b —a)(M —m) < 5, tedy b — a < ;%, a déle zvolime D', pro néz je
b

S(f,D'") —s(f,D") < 5. Pak bude samoziejmé S(f, D) — s(f, D) < ¢, tedy existuje [ f(z)dz.

Véta 81:
b

Pro kazdou monoténni funkei f definovanou na (a; b) existuje [ f(z)dz.

Pozndmka: Piedné si uvédomime, 7e takova funkce je zfejmé omezend hodnotami f(a), f(b).

Dikaz: Budeme opét vySetfovat podminku (69). Pro zadané ¢ < 0 volme déleni D o n + 1 bodech
s pravidelnymi odstupy % (r; —zi1 = %) Déle si uvédomime, 7e m; = f(x;_1), M; = f(x;) pro
neklesajici funkci (u nerostouci funkce naopak). Nyni jiz piSeme

SU,D) = 5(£,D) = Y (M = mo)(as —wi1) = - [70) — FGo )] =

- %[f(ﬂfl) — fla) + f(z2) = f(z1) + ...+ f(b) = flzn)] = ————>

a za n volime pochopitelné ¢islo mensi nez /(f(b) — f(a)).

Priklad: Tato véta je pomérné zavaznad  nezminuje se totiz viitbec o spojitosti. S jeji pomoci tedy
muZzeme sestrojit napiiklad funkci nespojitou v nekoneéné mnoha bodech, kterd bude pifesto integrabilni
v Riemannové smyslu (naproti tomu Dirichletova funkce integrabilni neni).

Uvazujme libovolnou konvergentni fadu " | a; s nezdpornymi ¢leny (funkce f(n) = 31" | a; je tedy ne-
klesajici a ma vlastni limitu pro n — oc) a spoc¢etnou mnozinu A &sel® 0 < zy < 27 < .... ,,Schodovit4®
funkce f(z) =), a; (s¢itdme pies vSechna i, pro kterd je z; < ) je pak jisté neklesajici (v kazdém bodé
z; ,poskoéi* nahoru, ,mezi body x;, x;11“ je konstantni). Vyraz ,mezi body* byl uveden v uvozovkach,
nebot bude-li A hustd na (0;1) (kazdy interval z (a;b) obsahuje alespon jeden prvek z A), nenajdeme
dvé rtzné x,y, pro nez by f(z) = f(y) (rozmyslete si). V bodech z; bude samoziejmé f spojita zleva

64Interval, jehoZ oba krajni body jsou body nespojitosti ,slozime* ze dvou intervalii kazdy bude obsahovat jiz jen
jeden bod nespojitosti.
65Tedy mnozinu, kterd nemé vice prvki nez QQ a Ize ji tudiz o&islovat p¥irozenymi &isly.
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a nespojita zprava, tedy celkové nespojita. Zvolime-li za A naptiklad Q N (0; 1), miiZeme se presvédéit,
7e f(x) nebude spojitd v zddném bodu intervalu (0;1) (v raciondlnich bodech ziejmé a okoli kazdého
iraciondlnitho bodu obsahuje alesponi jeden bod raciondlni). Pfesto tato funkce bude mit na zminéném
intervalu Riemanniiv integral. Podrobnosti k této tloze vizte v Jarnikové Integralnim poétu I (kapitola

Dalsi vlastnosti Riemannova integralu, cviceni za §2 Podminky pro existenci integralu fabf(a:) dz ve
vydani z roku 1963).

§5. RIEMANNUV INTEGRAL S PROMENNOU HORN{ MEZz{

V tomto paragrafu ukdzeme souvislost mezi Riemannovym a Newtonovym integralem.

Véta 82: Vlastnosti funkce F.(z) = ff(t) dt

c
Necht funkce f ma Riemanntv integral na intervalu J a necht ¢ je ¢islo z tohoto intervalu. Definujme
funkci F.(x) proménné z vztahem

Fu(z) = / £(t)dt.

Plati:

1. F.(z) je spojitad na J, patii-li do J néktery krajni bod, je spojitd v tomto bodé zleva ¢ zprava.
2. Pokud je f spojita v bodé zy € J, pak Fl(xo) = f(z0)-

3. Va,c1,c0 € J je Fy, (x) — Foy(z) = [ f(2)dt.

Dikaz: Nejprve si uvédomime, Ze z existence integralu na J plyne existence integralu na libovolném
podintervalu J (véta (77)). U prvniho tvrzeni dokadzeme, 7e lim F.(z) — F.(z¢) = 0. Dle véty (78) plati
T—Iq

F.(z) — F.(z0) = Fy,,(z) (presvédite se). Je zfejmé
‘/f(t)dt‘<Kmm0, (31)
zo

nebot z existence integralu na J plyne omezenost f na tomto intervalu (|f(z)| < K), tedy pro kazdé
z € J,|x — x0| < & bude jisté hodnota vyrazu vlevo mensi nez libovolné kladné e, ¢im7 jsme nulovost
limity dokazali.

V druhém tvrzeni pouZijeme opét limitni definici, tentokrat pro derivaci: ukazeme, 7e

lim Fc(w) - Fc(x(])

T—To r — I

— f(zo) = 0.

Citatele zlomku upravime stejné jako v minulém odstavci na Fj,(z) a déle si uvédomime, e nerovnost
(31) ztistane v platnosti i pokud K polozime rovno supremu hodnot f(z) na intervalu I omezeném ¢isly
z,20% — v tomto piipadé se jednd o jiz diive dokdzanou nerovnost mezi Riemannovym integralem a
hornim souctem. Tedy

F.(z) — F.(z0)

r — 2o

— flxo) < SIIIP f(@) — f(z0).

Protoze je ale f spojitd v g, lze pro 5 > 0 jisté zvolit takové 0, ze pro kazdé z € Us(zo) je splnéno
|f(x) — f(zo)| < §, procez |supy, (., f(x) — f(zo)| < § < £°7. Zkoumana limita je tedy rovna nule a
diikaz je tim padem hotov.

Koneéné tieti tvrzeni je jen trividlnim disledkem véty o aditivité Riemannova integralu (78).

66Nepigeme (z0, ), nebot mtiZe byt jak = > zo, tak = < xp.
67Ptechod od f(z) k supremu je vlastné limitni pfechod v nerovnosti a nechce-li si étenaf uvédomit tuto souvislost, necht
tvrzeni dokdze sporem.
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Nyni jsme si jiz pripravili pidu pro toto tvrzeni:

Véta 83: Newtonova
Je-li f spojita funkce na (a;b) a F primitivni funkce k f na tomtéZ intervalu, pak plati rovnost

b
/f(:n) dz = F(b) — F(a). (32)

Dukaz: 7Z predchozi véty vime, ze derivaci funkce F,(z) podle z je f(x), tedy F,(z) je primitivni funkce
k f(x). V paragrafu o vétach o stfedni hodnoté jsme dokézali, 7e kazdé dvé primitivni funkce k f na
tomtéz intervalu se lisi o konstantu. Tedy 3¢ € R : Vz € (a;b) : F'(z) + ¢ = F,(z), pfiCemz

b
/f(’l‘)d’l‘ = F,(b) — Fy(a) = F(b)+ ¢ — F(a) — ¢ = F(b) — F(a),
coz bylo dokazati.

Priklad: Tato véta ndm také umozni snadno spocitat derivaci funkce

Miizeme totiz psat

Ctenai necht si sam zkusi zderivovat funkci
h(z)
o) = [ s
g9(z)
Nésleduji véty, které ndm zjednodusi pocitani pii integraci per partes ¢i substituci.

Véta 84: Integrace per partes u uréitého integralu
Necht f, g jsou funkce, jejichz prvni derivace existuji a jsou spojité na (a;b). Potom plati rovnost

b b
/f(w)g'(w) dz = [f(z)g(2)]; — /f’(x)g(x) dz, kde [h(2)]; = h(b) - h(a).

Ddukaz: V ptvodni vété o integraci per partes jsme dokazali za vySeuvedenych predpokladd platnost
vztahu

[ 1@ @) s = f@)g@) [ F@)gta)ds

pro libovolné z € (a;b). Nuze, dosadme tedy nejprve # = b a poté = = a a vzniklé rovnosti odec¢téme.
Rozdily primitivnich funkci v bodech b a a jsou pak dle Newtonovy véty rovny Riemannovym integraltim,
¢imz je dikaz proveden.

Véta 85: Substituce v uréitém integralu

Necht existuje prvni derivace funkce ¢ : (a, 8) — (a;b) na celém («, 3) a necht funkce f je spojitd na
(a;b). Potom plati rovnost (pfesnéji: ,z existence integralu napravo plyne existence integralu nalevo a
rovnost téchto integralt®)

v (B) B
/ fla)dr = / Fe®) ¢ (t) dt
e(a) @



Pokud je navic funkce ¢ prostd a p(a) = a, p(8) = b, plati i

b [
[t@ae= [ sem)sma
a o1 (a)

pricemz tentokrat plyne z existence integralu vlevo existence integralu vpravo.

Dukaz: PouZijeme znovu ,staré“ véty o substituci:

Vi€ (a, ) : Fo(t)) = / Flo(t) ¢ () dt,

je-li F'(z) primitivni funkci k f(x). Do rovnice dosadime opét x = o a x = 3, vzniklé rovnosti odeéteme
a s vyuzitim Newtonovy véty rozdily primitivnich funkci nahradime Riemannovymi integraly.

Druhy vztah je ekvivalentni s prvnim za piedpokladu ¢~ '(a) = a,p 1(b) = B, ktery je evidentnd
splnén pro prostou funkci (t).

Poznamka: Tyto véty na prvni pohled nefikaji mnoho nového, vlastné jen slucuji dvé jiné diive
dokdzané véty. Bez nich bychom ov8em ur¢ité (Riemannovy) integrily feSené metodou per partes ¢i
pomoci substituce nemohli po¢itat piimo. Napfiklad po uziti substituce z = ¢(t) ziskdme vyslednou
funkci v proménné ¢. Pivodni meze integralu ,byly vyjddieny v proménné 2. I bez pravé vyslovenych
vét bychom problém vyiesili v neur¢itém integralu bychom dosazovali t = ¢~ !(x). To viak mfize byt
pomérné pracné (¢ se mize ve vysledku vyskytovat na vice mistech). Daleko jednodussi je samoziejmé
pretransformovat timto vztahem meze.

§6. INTEGRALNf VETY O STREDNf HODNOTE

Nasim cilem bude vytvorit si aparat, ktery nam umozni odhadovat hodnoty nékterych integrali, které
neumime vyd¢islit pfimo pomoci primitivnich funkci. Poslouzi ndm k tomu néasledujici t¥i véty.

Véta 86:
Necht existuje Riemanntv integral redlné funkce f na intervalu (a;b) a necht M a m jsou supremum a
infimum f(z) na tomto intervalu. Potom existuje ¢ € (m, M) (pro m = M je ¢ = m = M) takové, Ze

/bf(x) dz = c.(b - a).

Dukaz: Piedpis, jak najit ¢, je zfejmy: ¢ je podilem zminéného integrilu a délky intervalu (a;b). Zbyva
dokazat, ze takové ¢ bude lezet ve zminéném intervalu. PouZijeme nerovnosti

m < flz) <M

platné pro kazdé x € (a;b). Pouziti véty o monotonii integralu (74) oviem davé nerovnost

b b b
/mdmg/f(m)de/Mdm,

jejiz krajni ¢leny, integraly z konstantnich funkci jsou rovny m(b—a), M (b—a). Vydélime-li tyto nerovnosti
kladnym (b — a), dostavame jiz pozadovanou nerovnost.

Véta 8T7:
Necht f, g jsou redlné funkce na (a;b), pficemz g(x) > 0 pro vSechna x tohoto intervalu. Pokud m, M
jsou opét infimum a supremum f(z) na (a;b), existuje ¢ € (m, M), pro néz

/bf(w)g(w) dz _C'/bg(a:) dz.

68Do primitivni funkce jsme mé&li dosazovat za x.
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Pokud je navic f spojitd, existuje & € (a;b), pro néz je toto ¢ rovno f(&).

Dukaz: Stejné jako u predchozi véty ¢ spocteme jako podil integralt f(z)g(z) a g(x) a je tfeba ukézat,
Ze toto ¢islo lezi v intervalu (m, M). Myslenka je naprosto stejna jako u pfedchozi véty; nerovnosti

m-g(x) < f(z)-g(z) <M - g(x)

plynou ihned 7z nerovnosti m < f(z) < M, vezmeme-li v Gvahu, 7e g(x) > 0%°. Znovu pouZijeme vétu
(74) a po jednoduché upravé ziskdme zddanou nerovnost.

Dodatek véty pro spojitou funkci f neni nic jiného neZ dusledek Darbouxovy vlastnosti spojitych
funkci — to jest f musi nabyvat hodnoty ¢ € (m, M).

Cviceni: Zkuste dokdzat tuto vétu za predpokladu g(z) < 0.

Poznamka: Zamysleme se nad vyznamem predchozich dvou vét, potazmo nad jednou z aplikaci
integralu. Vezmeme-li misto integralu néjaky tieba horni soucet s rovnomérnym délenim (tj. vzdalenosti
mezi sousednimi délicimi body jsou stejné), napt. o n + 1 bodech, je ¢islo

= i
n n

b—a b-—a

i

zjevné aritmetickym priamérem c¢isel M;. Pokud budeme déleni zjemnovat, bude pocet primérovanych
Cisel rtst, az v limitnim pfipadé, kdy horni soucet prejde v integral, ziskdme ,aritmeticky primér vsech
Cisel f(z),z € (a;b)*“. Nalezené ¢islo ¢ lze tedy za tento ,primér“ povazovat a dle ofekdvéani jsme i
pro ,nekoneény pocet“ primérovanych ¢isel zjistili, ze jejich ,,primér“ bude lezet mezi jejich infimem a
supremem, tedy jako u konec¢nych primért.

Podobné integrél f(z).g(z) neni nic jiného nez odpovidajici ,vazeny primér*  &islo f(z) ma véhu g(x).
V této souvislosti je vcelku pochopitelny pozadavek, aby vahy g(z) nebyly zdporné  snadno si ovéfime,
7e ani prumér napi. dvou ¢isel 2 a 1 s vahami 1 a -2 nelezi mezi jednickou a dvojkou.

Véta 88:
Necht f je realné funkce spojitd na (a;b) a g je redlnd funkce se spojitou prvni derivaci na (a;b). Je-li
g(z) na (a;b) monoténni, existuje ¢islo & € (a;b), pro které

b 13 b
[ H@g@)ds = g(a) [ f@)ds +900) [ o)
a a 5

Dikaz: Integral na levé strané rovnice budeme upravovat nejprve metodou per partes a dale ve druhém
kroku pouzijeme predchozi vétu:

b
/ f(@)g(x) dz = [F(x)g(x)]" - / F(2)g(x) dz = F(b)g(b) — Fa)g(a) — F(¢) / ¢'(@)dz =

= F(b)g(b) — F(a)g(a) — F(§)[g(b) — g(a)] = g(b)[F(b) — F(§)] + g(a) [F(&) — F(a)].

V zavéru pouzijeme opét Newtonovu vétu a rozdily primitivnich funkei pfevedeme opét na Riemannovy

vvvvv

nezdpornd nebo nekladnd (podle toho, zda je g(z) neklesajici nebo nerostouci).

Pozndmka: Tato véta plati i v daleko silngjsi formé — u f(z) i g(z) neni nutné predpokladat ani
spojitost, postacuje existence integralu z f7°. Ditkaz oviem neni nezbytny pro chapani dalsi latky, a proto
jej nebudeme provadét.

Pozndmka: Tvrzeni posledni véty platné i pro nespojité funkce g(z) umozni nésledujici obrat: je-li
funkce g(x) nezdporna nerostouci, mtizeme zménit jeji hodnotu v bodé b, aniz by se zménila hodnota

69Pro tento krok je to oviem nutnid podminka.
704 je integrabilni, protoZe je monoténni, a tim padem existuje i integral z fg.
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integralu fg — protoZe je nezdpornd, mizeme klast g(b) = 0, aniz bychom porusili jeji monotonii. Pak
ovSem pro libovolnou takovou funkci g plati pro n&jaké & € {(a;b) rovnost

/b f(@)g(x) dz = g(a) 7 f(a) da.

Podobné miZeme uvaZovat pro ostatni varianty funkci g(z), dilezité zde pouze je, aby funkce g(z)
neménila na (a;b) znaménko.

Piiklad: Jak jsme tekli na zacatku paragrafu, pokusime se téchto vét vyuzit pro odhad nékterych
tézko vydcislitelnych integrald.

Riemanntiv integral
k

sin x
dz
, T

1

jisté pro libovolné k > 1 existuje (proépak?). Vezmeme-li tento vyraz jako funkci proménné k, mtizeme
zkoumat jeji limitu pro & — oo. Bude nés zajimat, zda tato limita existuje (kdybychom integrovali napt.
sinz, snadno bychom pomoci Newtonovy véty zjistili, Zze neexistuje —cosk + cos 1 zifejmé osciluje
(nemd limitu)).

Je znamo, ze k funkci %sinm neexistuje primitivni funkce v analytickém tvaru, tedy pfimé pouziti

v , v . v v v e |

Newtonovy véty neni mozné. Zkusme proto nejprve pouzit vétu (87). Polozime f(z) = sinz, g(z) = -,
¢imz dostavame

k
sinz
/ dz =siné.(Ink —Inl) =sinéInk.
x
1

Vzhledem k tomu, ze vS8ak nevime, kde v intervalu (1; k) lezi ¢islo £, nemiZeme timto zptsobem pro k
rostouci nade v8echny meze hodnotu integralu nijak omezit (Ink — 00).

Zkusime tedy pouzit (88), a to ve tvaru uvedeném v pozndmce za vétou (% je na daném intervalu

nerostouci a nezédporna, polozime tedy opét g(z) = <, f(z) = sina:

k
. 1 f
/smxdm:I/ sinz dz = — cos& + cos 1. (33)
Ja

€T

1
V tomto tvaru jiz vidime, 7e hodnota integralu bude urc¢ité omezend pro na k € (1;o0), tedy pokud
bude limita existovat, bude vlastni. Existenci limity vySetfime pomoci Bolzanova—Cauchyova kritéria pro
limitu funkce h(k):
(Ve > 0)(3n € R)(Vk1, ks > n)(|h(ki) — h(ks)| < €).

Pokud funkce h(k) zna¢i hodnotu vysSetfovaného integrélu, jisté plati dle véty (76)

ko
sin z
h(k]) — h(kg) = / . dzx.
k1

Pouzijeme-li na tento integréal opét vétu (88), ziskdme samoziejmé opét odhad (33) s tim, 7e £ € (k2; k1)
(pI“O k] < k)g):

ko
sin I 1
/qudm:— sinzdz = —(— cos& + cosky).
. T 1 Jky kq
k1

Hodnota zavorky posledniho vyrazu ovSem ziejmé nikdy neprekroc¢i 2, a tak zvolime-li v Bolzanoveé
Cauchyové podmince n = 2, bude jisté |h(k1) — h(k2)| < €, tedy limita existuje a je konecn4.

Priklad: Zkusime nyni urcit limitu pro k& — oo z integralu

k .
/ |sin x| dr.
. x
1
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Integral jako funkce k je zfejmé neklesajici, tedy mé limitu pro £ — oo. Otazka zistava, zda limita

bude kone¢né & nekoneénd. Graf zkoumané funkce je vepsan do grafu funkce 7' %7 pro niz je limita
Ik % dz, k — oo rovna oo, lze tedy ocekévat, ze i limita zkoumaného integralu bude co. Dokazeme to. Na

1
libovolném intervalu ((k — 1)7; k7)), k € N, k > 1 jist& plati

|sinz| _ |sinz]
> .
x =k

Podle véty (74) pak je

km km
|sin z| / |sin x| 2
—dz > ——dx = —.
/ T T km o km
(k—1)m (k—1)m
Ztejmé potom musi platit
[ lsina | sy, §e 225
sinx sin x
>y = =25 -,
/5 z / >y m =Y

. i=2 i=2

Zajimalo by nés tedy chovani posledni sumy. Jedna se o tzv. harmonickou fadu a v pristi kapitole se s ni

jesté setkdme. Nyni ovSem ukazeme jednoduchy obrat, ktery ndAm umozni dokazat, 7e tato rada diverguje.
Berme tuto sumu jako horni Riemanniv soucet pro funkci % na intervalu (1; k) pfi déleni zy = 2,

1 = 3,00 = 4,...2,_1 = k+1 (délka intervalti bude 1, supremem na intervalu (z;_1; ;) bude samoziejmé

H_1) Potom ovSem plati

dr=Ink —In2.

8=

i k
' 1
=S(L,D) >
Z i+1 (. D) > /
i=1 9
Protoze pro k — oo jde Ink — oo, musi dle véty o limitnim pfechodu v nerovnosti jit i zkoumand suma
do nekone¢na a stejné tak i hodnota integralu z |sinz| /z pro k — oo.

Cviceni: Zamyslete se, jak spolu souvisi véty o stfedni hodnoté integralni a diferencidlni (Rolleova,
Lagrangeova a Cauchyova).

§7. ZOBECNENY RIEMANNUV INTEGRAL

Pozndmka: Doposud jsme hovotili pouze o integralech funkci omezenych a definovanych na omeze-
nych intervalech. Pojem integralu nyni rozsifime i na funkce neomezené zptsobem, jaky jsme jiz pouzili
na konci minulého paragrafu v piikladech.

Definice 49: Zobecnény Riemanntv integral
Necht pro kazdé c¢ z intervalu (a;b), a € R, b € R* existuje Riemanniv integréal funkce f na intervalu
(a, ). Pokud existuje

T

lim [ f(t)dt=A€R,
z—b—

nazveme Cislo A zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a;b). Analogicky definujeme
zobecnény Riemanniv integral pro limitu z — a™.

Necht pro funkci f(z) existuje déleni D = =, ...z, intervalu {a; b) takové, Ze na kazdém podintervalu
(zi—1;2;) je definovan zobecnény Riemanntv integral f. Pak definujeme

'/bf(m) do = zn: / F(z) da.

71 A plochu pod touto k¥ivkou ,,vypliuje pomé&rn& dob¥e“, podle odhadu ze %
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Poznamka: Meéli bychom ovSem ovérit, zda takto zavedeny zobecnény Riemanntiv integral je dobte
definovan, tedy neni v rozporu s definici Riemannova integrélu.

Piedné je zfejmé, 7e pokud je na (a; b) definovan Riemanniiv integral, je definovéan té7 zobecnény Rie-
mannilv integral a jejich hodnoty jsou stejné. Toto je piimy disledek spojitosti funkce Fy(z) = faw f@)de
dokazané pred Newtonovou vétou. Dale bychom méli ukazat, 7e hodnota zobecnéného Riemannova inte-
gralu nezavisi na volbé déleni. Stejnou hodnotu dvou takovych integrali s riznym délenim ndm ovSem
umozni prokazat véta (76).

Priklad: Urc¢ime

o0

1
——d=z.
/ T+a2 "

— 0o
Striktné vzato, méli bychom interval (—oo; 00) rozdélit na dva, napf. (—oc; 0), (0; oc), nebot teprve na nich
jsou definovany zobecnéné Riemannovy integraly (ve smyslu prvni ¢asti definice). Pak budeme s pomoci
Newtonovy véty psat

00 0 oo
1 1 1
——dz = — ——dz = — I li — =.
/1+m2dx /1+m2daz+/1+m2dx arctg 0 w;ry@arctgw%-zlﬁngoarctgw arctg0 ==
—o00 — 00 0

Vidime, 7e hodnoty v bodé z = 0 primitivnich funkci k 1/(1 + z?), které lze volit samoziejmé na obou
intervalech stejné, se odeétou (arctg 0 — arctg 0 — samoziejmé jiz arctg 0 = 0, ale mohli jsme volit napf.
primitivni funkci 1 + arctgz). To nis miiZe svést piimo k zapisu
oo
1
——dz =1l — I = .
/ 122 dz w;rr;oarctgw mlezlooaurctg:z: s

— 00

V tomto pripadé jsou vysledky stejné, nasledujici priklad vSak ukaze, ze tomu tak nemusi byt vzdy.

71

Nedbald metoda naznacend v minulém piikladu nés dovede k vysledku

[e's) 1 i
. T T]_ o

Pritom je zfejmé, ze funkce je nezdporna, a plocha omezena jejim grafem jisté neni nulova. Korektni
postup nas dovede k jinému vysledku

Priklad: Spoctéme

—1

o) 0 1 o]

1 1 1 1 1
/dez/ﬁdx—l—/ﬁdaz—l—/ﬁdw%-/ﬁdw:
—oo —1 0 1

— 00

1 1 1 1
=1— lim <——> + lim (——) —1—-1- lim (——) + lim <——> + 1.
T——00 T z—0~ T z—0t T r—00 €T

Vidime, ze v poslednim vyrazu se vyskytuji limity s nevlastnimi hodnotami, tedy ptisluiné zobecnéné
Riemannovy integraly viibec nejsou definovany a stejné tak neni definovan tento integral pro funkci ;—2
na intervalu (—o0; 00).

Pokud bychom pfipustili v tomto pripadé i nevlastni hodnoty, vidime, Ze hodnota integralu vychazi

00 4+ 00 = 00, tedy plocha omezend kiivkou ;—2 m4& nekone¢ny obsah. Obecné nevlastni hodnoty zobecné-
ného Riemannova integralu nepfipoustime, nebot napiiklad u funkce % bychom dosli k vyrazu oo — oo,
jehoz hodnotu jsme v kapitole o nevlastnich limitach viibec nedefinovali. Je v§ak ptirozené ¥ici, ze integral
liché funkce definované na (—o0o; 00) je na tomto intervalu roven nule (kreslete si obrazek) — rozpor muze

vyfesit jind definice zobecnéného Riemannova integralu, napiiklad pro funkci z3:

o n
z2dz = lim 22 dz = 0.
n—o00 .
— 00 —n
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Cviceni: Konetné budeme zkoumat integral, ktery nalezne vyuziti v pristi kapitole:

7 1

/—dx,a>0.
:L-(!

1

Postup bude v tomto pripadé naprosto standardni, je jen potieba rozlisit pripady a < 1, a =1 a a > 1.

§8. APLIKACE RIEMANNOVA INTEGRALU

Pozndmka: Riemanniv integral coby limitni pfechod sumy souéini f(&)Axz;, Az; — 0 nachdzi
zdsadni uplatnéni i mimo matematiku, napiiklad ve fyzice. S jeho pomoci (a pfedevsim s pomoci Newto-
novy véty) mizeme snadno pocitat hodnoty veli¢in typu h = ), f(z;)Az;, jako napiiklad prace, vykonu,
drahy, energie a mnohych dalsich. OvSem i samotnad matematika poskytuje mnoho moznosti pro uziti
Riemannova integralu. Je naptiklad patrné, ze hodnota Riemannova integralu pro nezdporné funkce je
rovna plose obrazce omezeného grafem funkce, osou z a pfimkami z = a, x = b, kde a < b jsou meze
integrace. Je totiz pfirozené obsah plochy piimo definovat jako napiiklad dolni Riemanniv integral, tedy
jako supremum celkovych ploch jednoduchych obrazct (zde sloZzenych z obdélniki, jejichZ plochu klademe
rovnou soud¢inu délek jejich sousednich stran) vepsanych do daného grafu. Podobné odvodime vzorec pro
délku krivky za predpokladu, ze kiivka bude mit nékteré ,rozumné“ vlastnosti.

Definice 50: Kiivka v R”
Necht z1, ...z, jsou redlné funkce s redlnymi hodnotami. Kvivkou v R

€ry = :I:l(t)7 T = ﬂ?g(t), sy Ip = Tn(f)/ teAcC ]Rn A 75@ (34)

rozumime mnozinu v8ech bodt (x1,...,z,), pro néz existuje t € A takové, 7e jsou splnény vztahy (34).

Pozndmka: O takto zadané kiivce mluvime jako o kfivce parametrizované pomoci t. Parametr ¢
miizeme chépat napiiklad jako ¢as, ve kterém se ¢dstice nachazela v bodé (z1(t),. .., z,(t)) prostoru R".

3

Nasledujici definice a véta se budou vztahovat ke kartézskym soutradnicim.

Definice 51: Délka kiivky v R"
Necht k je kiivka v R™ definovana vztahy (34), kde mnozina A je interval. Necht D = tg,t1,...,¢p je
libovolné déleni intervalu A. Rekneme, 7e kiivka je rektifikovatelnd, pokud je supremum

n

sup SN lw ) — ki) =d (35)

i=1 \ j=1

vlastni. V takovém ptipadé nazveme ¢islo d délkou krivky k.

Pozndmka: Definice neni slozitd — v podstaté fika, ze délku kiivky mame pocitat tak, ze na ni
zvolime néjaké body {z1(t;), z2(t;), ..., za(t;)} a tyto body pospojujeme tseckami (vidy dva sousedni).
Tim vepiSeme do kiivky k& lomenou ¢aru, jejiz délku spocteme jednoduse z Pythagorovy véty aplikované
na kazdy tsek zvlast™?. Definice #{k4, Ze abychom mohli kiivce pfisoudit néjakou délku, nesmi délky lome-
nych ¢ar pfi zjemnovani déleni riist nade vSechny meze. K praktickému vypoctu délky kiivky pouzijeme

nasledujici slibenou vétu

Véta 89: Délka kfivky v R"”
Necht k je kiivka v R" definovana vztahy (34) a necht je jeji délka d. Pokud jsou prvni derivace funkci
Z1,...,T, Spojité na celém intervalu A = (a;b), potom plati nasledujici vztah

(36)

n n
72V neeuklidovském prostoru by se Pythagorovy véty nahradily podle vztahu d? = > > gy (t:) — 25 (ti—1)] - [3(t;) —
— z;(t;—1)] pro metricky tenzor g;;. j=11=1
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Idea dikazu: Predpoklady véty umoznuji pouzit Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkce z; na
kazdém z intervalt (t;_1;t;):

n

> Sl ) )] =

i=1 \ j=1

kde 7;; € (zi_1; ;). Posledni vyraz jesté neni Riemanntiv integralni soucet pro funkeci jedné proménné,
protoze derivace pod odmocninou nemuseji byt brany ve stejném bodé (7, # 73 ). Pokud bychom oviem
v tomto vyrazu kladli 7y, = 74 af 7;, mohli bychom jiz tento vyraz povazovat za integralni Riemanntv
soucet funkce h(t) = ,/Z;lzl[a:;- (t)]2, ktery pro v(D) — 0 musi nutné konvergovat k integralu (36) —
ten existuje, nebot funkce x(¢) jsou spojité™. Ditkaz véty potom z4visi na tvrzeni, Ze touto zdménou se
nedopustime velké chyby, tedy Ze rozdil téchto dvou vyrazl se pti zjemnovani déleni blizi nule. Plné znéni
dtkazu lze nalézt v Kopackové Matematice pro fyziky I., paragrafu Aplikace integralu.

Pozndmka: Pokud je kfivka rovna grafu funkce f(z) v R?, lze ji zapsat ve tvaru (34) jako z; =
t, zo = f(t), ¢im% po pouZiti predchozi véty ziskdvame vztah

b
D= /\/1 + [f'(2)]* da.

Cviceni: Spoctéte délku oblouku paraboly y = 1 — 22 mezi body (—1;0) a (1;0).

Cviceni: Urcete délku jednoho zavitu spirdly z; = rsinat, zs = rcosat, z3 = bt.

Pozndmka: Jak se velmi brzy ukaze, vypocty délek i zdanlivé jednoduchych kfivek mohou predsta-
vovat velice naro¢ny tkol: naptiklad pro y = sinz.

Priklad: Riemanntv integrdl lze pouzit i pro vypocet objemu ¢i povrchu rotacniho télesa.

Objem rotac¢niho télesa je pro nas novy pojem a nebude jisté prekvapujici, kdyZ jej zavedeme opét jako
supremum celkového objemu disjunktnich valci souosych s rota¢ni osou symetrie télesa vepsanych do
télesa — téleso postavené ,na vysku“ nahradime jakoby sloupkem minci. Pokud vznikne téleso rotaci
kiivky y = f(x), = € {(a;b) kolem osy z, bude pro jeho objem platit

2 b 2
V= S n(/160) Ao = [ (f@)" do

kde &; je takové éislo z i-tého intervalu, 7e f(&;) je na tomto intervalu minimdlni. Jedn4 se tedy o dolni
Riemanniiv integral. Pokud budeme predpokladat, 7e existuje Riemanniv integral napravo (vétsinou je
f(z) spojitd), je rovnost evidentni.

vvvvvv

x. Pak pro povrch plasté vzniklého télesa (samoziejmé bez podstav) plati

2

S = /ﬂb 2nf(z)\/1+ [f'(z)] dz.

Ke vztahu dospéjeme podobnou Givahou jako pfi urCovani objemu. Pl4st télesa tentokrate roziezeme na
prstence vySek Az;. Kdyby se jednalo o valcové prstence, byla by plocha jejich plasté v integralnim souctu
rovna 27 f(&;) Ax;. Ve skuteénosti se miize jednat o plasté komolych kuzeli, které budou mit obsah vétsi.

Vzdalenost podstavnych hran (tj. jejich vzdalenost po povrchu komolého kuzele) bude Az;y/1 + [f'(&;)] 2

zde se jednd jen o ivahy o délce kiivky. Plocha plasté bude presné rovna 274/ 1 + [f('fi,)] 2Am,-% (f(’l‘l)-i-
f(zi_1)), pro v(D) — 0 se potom bude f(&) i L (f(z:) + f(xi_1)) blizit ke spolecné hodnoté f(z).

730pirame se o jesté jednu vétu, kterou jsme nezminili — pokud existuje integral funkei f a g, pak existuje i integral

funkce 1/ f2 + ¢g2. Diikaz stejnd jako pro integral soudinu fg lze nalézt v Jarnikové Integralnim po&tu I v kapitole Dali
vlastnosti Riemannova integrdlu, §4 Urcity integrdl komplexni funkce.
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Priklad: Na zavér jesté zminme vypocet té7isté a moment setrvacnosti téles. Pro soustavy hmotnych
bodi je tézisté definovano vztahem
_ 2o mur;

rr =
Zi m;

Jp = Z m;r (o),
i

kde r;,7;(0), m; jsou polohové vektory, vzdalenosti od osy o a hmotnosti pro jednotlivé body. To, Ze
v prvnim vztahu figuruji vektory, které neumime integrovat, vyresime tak, ze vektory nahradime jejich
soufadnicemi, ¢imz dostaneme v R® celkem tii vztahy pro tfi soufadnice. Pokud potom budou p; a r; &
r;(0) spojitymi funkcemi soufadnic v prostoru, nic ndm nebrani piejit od sum k integralim

o [y p(x)m(z) dz _
' fv ple)dz =77

pficem7 téleso jsme rozdélili na dilky s hmotnosti m(z) = p(z)Az;. Meze integrace se budou shodovat
s ,mezemi“ télesa v prostoru, pfipadné miZeme integrovat od —oo do oo s tim, Ze mimo téleso je p(z) = 0.
V piipadé jednorozmérnych téles (ty¢) je postup jasny, v piipadé vicerozmérnych téles budeme muset
integrovat pfes vice proménnych, ¢imz se mimo jiné budeme zabyvat v pristich kapitoldch. Praktické
postupy v téchto pripadech vsak ¢tenar najde ve vétsiné zdkladnich uc¢ebnic mechaniky.

a moment setrvac¢nosti vaci ose o
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