
Matemati
ká analýza I.Vladimír Souèek a kol.

�



Milí ètenáøi,stojíte na prahu pøedmìtu, který bude va¹ím témìø ka¾dodenním 
hlebem po následují
í ètyøi semestry.Pokud vytrváte, získáte pøedev¹ím pøehled o základním aparátu, který je zapotøebí pro þpìstování fyzikyÿ.Stejnì jako ji¾ po mnoho let, které jste strávili ve vzdìláva
í ma¹inérii, se budete uèit pøednì prakti
képostupy, nezbytné pro kvantitativní popis jevù, napøíklad fyzikální
h. Zároveò se ale pøed vámi odhalíje¹tì druhá tváø matematiky jako logi
ké konstruk
e, v ní¾ výpoèetní pravidla þnepadají z nebeÿ. Umìt sepo této konstruk
i pohybovat pøiná¹í hned dvì výhody: uká¾e se, ¾e mnoho vì
í lze odvodit, a není tudí¾nutné si je pamatovat, a za druhé získáte zruènost v logi
kém uva¾ování. A to vám, doufáme, umo¾níèinit správné závìry nejen v matemati
ké analýze.Dr¾íme vám tedy pal
e a tì¹íme se na shledanou v druhém semestru.Vladimír Souèek, Jana Gøondilová, Daniel Kráå, Dalibor ©mídSvatopluk Krýsl, Karel Výborný, Petr ®emla
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ZnaèeníV textu budou pou¾ívány následují
í symboly:M = f:::g mno¾ina zadaná výètem prvkù nebo 
harakteristi
kou vlastností svý
h prvkù,� identi
ky rovno (napø. dvì funk
e mají v¹ude na dané mno¾inì stejné hodnoty),df= de�nitori
ky rovno (pøi de�ni
i nového pojmu),8 obe
ný kvanti�kátor, tj. þv¹e
hnaÿ, þpro v¹e
hnaÿ, þpro ka¾déÿ . . . ,9 existenèní kvanti�kátor, tj. þexistujeÿ, þpro nìjakéÿ . . . ,9! existuje právì jedno,A ^ B platí A a zároveò platí B, platí oba dva výroky A;B,A _ B platí A nebo platí B, tedy platí alespoò jeden z výrokù A;B,A) B; B( A A implikuje B, z A plyne B, pokud platí A, pak platí B,A, B A je ekvivalentní s B; A platí právì tehdy, kdy¾ platí B; A platí tehdy a jen tehdy, kdy¾ platíB; platí-li A, platí B, neplatí-li A, neplatí B,ha; bi; ha; b); (a; bi; (a; b) omezené intervaly na mno¾inì reálný
h èísel: uzavøený f8x 2 R; a � x � bg, po-louzavøený (polootevøený) f8x 2 R; a � x < bg, f8x 2 R; a < x � bg a otevøený f8x 2 R; a < x < bg,ha;1); (�1; ai; (a;1); (�1; a) intervaly neomezené, z jedné strany uzavøené f8x 2 R;a � xg,f8x 2 R; x � ag a otevøené f8x 2 R; a < xg, f8x 2 R; x < ag.
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1 Funk
e jedné reálné promìnnéx1. Základní pojmy: èíselné mno¾iny, zobrazeníDe�ni
e 1: Shora, zdola omezená mno¾ina, omezená mno¾inaNe
h» je na mno¾inì A de�nováno uspoøádání �. Mno¾inu B � A nazveme shora, resp. zdola omezenou,právì kdy¾ (9a 2 A)(8x 2 B)(x � a), resp. (a � x).Mno¾inu B nazveme omezenou, právì kdy¾ je omezená shora i omezená zdola.P o z n ámka : Pøíklady omezený
h a neomezený
h mno¾in viz v úvodní poznám
e o intervale
h.De�ni
e 2: Supremum, in�mum mno¾inyBuï B � A a ne
h» je na A de�nováno uspoøádání �. Prvek � 2 A nazveme supremem mno¾iny B, právìkdy¾ �(8x 2 B)(x � �)� ^ �(8� 2 A)�(� < �)) (9x 2 B)(x > �)��.Podobnì èíslo ! 2 A nazveme in�mem mno¾iny B, právì kdy¾ �(8x 2 B)(! � x)� ^ �(8� 2 A)�(! << �)) (9x 2 B)(x < �)��.De�ni
e 3: Reálná èíslaNe
h» R je neprázdná mno¾ina s de�novanými opera
emi sèítáním (+) a násobením (:) a rela
í�. Mno¾inuR nazveme mno¾inou reálný
h èísel, právì kdy¾ jsou splnìny následují
í vlastnosti:1. (8�; � 2 R)(9!
 2 R)(
 = �+ �)2. (8�; � 2 R)(� + � = � + �), tj. komutativita sèítání,3. (8�; �; 
 2 R)��+ (� + 
) = (� + �) + 
�, tj. aso
iativita sèítání,4. (9!n 2 R)(8x 2 R)(n + x = x+n = x), tj. existen
e neutrálního prvku vùèi sèítání, znaèíme n df= 0,n nazýváme té¾ nulovým prvkem sèítání,5. (8x 2 R)(9a 2 R)(a + x = x + a = 0), tj. existen
e prvku inverzního k x. Znaèíme a df= �x,�x nazýváme té¾ opaèným prvkem k x,6. (8�; � 2 R)(9!
 2 R)(
 = �:�)7. (8�; � 2 R)(�:� = �:�), tj. komutativita násobení,8. (8�; �; 
 2 R)��:(�:
) = (�:�):
�, tj. aso
iativita násobení,9. (9!j 2 R)(8x 2 R)(j:x = x:j = x), tj. existen
e neutrálního prvku vùèi násobení, znaèíme j df= 1,1 nazýváme té¾ jednotkovým prvkem násobení,10. (8x 2 R n f0g)(9a 2 R)(a:x = x:a = 1), tj. existen
e prvku inverzního k x, znaèíme a df= 1x ,1x nazýváme té¾ pøevrá
eným prvkem k x,11. (8a; b; 
 2 R)�a:(b+ 
) = a:b+ a:
�, tj. distributivita násobení vùèi sèítání,12. (8�; �; 
 2 R): (� � �);(� � �) ^ (� � �)) (� = �);(� � �) ^ (� � 
)) (� � 
);pro 8�; � 2 R nastane alespoò jedna z mo¾ností ���; ���; �=�, tj. rela
e �je neostré úplné uspoøádání113. (8�; � 2 R)�(0 � �) ^ (0 � �)) (0 � �:�)� a dále (8�; �; 
 2 R)�(� � �)) (� + 
 � � + 
),14. ka¾dá shora omezená podmno¾ina R má supremum.Prvky mno¾iny R nazveme reálná èísla.P o z n ámka (terminologi
ká): Splòuje-li mno¾ina M s de�novanou opera
í sèítáním vlastnosti 1{5,nazýváme strukturu hM;+i komutativní (Abelovou) grupou. Vlastnosti 1{10 lze tedy shrnout, ¾e struk-tury hR; +i, hR n f0g; :i jsou komutativní grupy. Jsou-li na mno¾inì M splnìny dokon
e podmínky 1{11(podmínka 11 svazuje obì opera
e), nazýváme strukturu hR; +; :i komutativní tìleso neboli pole.1Poslední po¾adavek odpovídá souvislosti. 4



Po zn ámka (shrnují
í de�ni
i reálný
h èísel): Podmínky 1{14 lze rozdìlit do ètyø skupin: axiomy 1{11zaji¹»ují opera
e sèítání a násobení (tedy zaruèují, ¾e se tyto opera
e na R 
hovají tak, jak jsme zvyklí).Axiom 12 zaruèuje, ¾e pomo
í rela
e � mù¾eme reálná èísla uspoøádat, tedy u ka¾dý
h dvou reálný
hèísel øí
i, které z ni
h je vìt¹í, pøípadnì ¾e jsou si rovna. Axiom 13 vztahuje opera
e sèítání a násobeník rela
i � a spoleènì s axiomem 12 zaji¹»uje ¾e lze reálná èísla þseøadit od nejvìt¹ího k nejmen¹ímuÿ,lépe øeèeno umístit je na èíselnou osu a prohlásit, ¾e a � b, þa je na èíselné ose nalevo od bÿ. Koneènìaxiom 14 mluví o hustotì reálný
h èísel, jak to osvìtlí dal¹í poznámka.Po z n ámka : V¹imnìme si blí¾e axiomu 14: vyne
háme-li jej, splní na¹i de�ni
i i napø. mno¾ina v¹e
hra
ionální
h èísel. Tento axiom nám tedy tyto dvì mno¾iny umo¾ní rozli¹it. Je samozøejmì mo¾né jejnahradit ekvivalentním axiomem (èi systémem axiomù), napø. Dedekindovým axiomem2, nebo pøedpo-kladem platnosti Ar
himédova a Cantorova prin
ipu (Kopáèkova Matematika pro fyziky I., str.40).P o z n ámka naví
: Takto jsme mno¾inu R popsali pomo
í axiomù platí
í
h pro její prvky. K pojmureálného èísla v¹ak lze dospìt i jinak. Mù¾eme napø. vy
házet z pøirozený
h èísel (ta je v¹ak nutno opìtde�novat axiomati
ky, napø. pomo
í Peanový
h axiomù). Snadno de�nujeme èísla 
elá a ra
ionální (vizní¾e). Reálná èísla pak mù¾eme de�novat buïto pomo
í øezù (provedeno v Jarníkovì Diferen
iálnímpoètu) nebo pomo
í napø. dekadi
kého zápisu reálného èísla (tedy pomo
í posloupnosti fang1n=1; an 22 f0; 1; 2; : : : ; 9g jeho 
ifer v dekadi
kém zápisu). Lze pak ukázat, ¾e pro takto zavedená reálná èísla platíaxiomy 1{14 (klíèové je samozøejmì ovìøení podmínky 14).C v i è e n í : Naví
.1. Doka¾te jednoznaènost neutrálního prvku grupy hM; �i (tj. ¾e grupa má právì jeden neutrálníprvek). Návod: postupujte sporem a zkoumejte prvek n1 � n2.2. Doka¾te jednoznaènost inverzního prvku grupy hM; �i. Návod: postupujte opìt sporem, vyu¾ijteaso
iativitu na grupì.De�ni
e 4: Dal¹í mno¾iny èíselné (pøirozená, 
elá, ra
ionální, komplexní èísla)Mno¾inu pøirozený
h èísel zavedeme obvyklým zpùsobem N = f1; 2; 3; : : :g:Mno¾inu Z= �x 2 R��(x 2 N) _ (�x 2 N) _ (x = 0)	 nazveme mno¾inou 
elý
h èísel.Mno¾inu Q = �pq �� p 2 Z; q 2 N	 nazveme mno¾inou v¹e
h ra
ionální
h èísel.Mno¾inu C = �(�; �)���; � 2 R	 nazveme mno¾inou v¹e
h komplexní
h èísel. Sèítání, násobení a rovnostna ní de�nujeme následují
ím zpùsobem:(�; �) = (
; Æ) , � = 
 ^ � = Æ(�; �) + (
; Æ) = (�+ 
; � + Æ)(�; �):(
; Æ) = (�
 � �Æ; �Æ + �
):Po zn ámka k de�ni
i pøirozený
h èísel: Dùle¾itými vlastnostmi mno¾iny N, pomo
í který
h ji bì¾nìformálnì zavádíme jsou 1 2 N a (x 2 N) ) (x+ 1 2 N). Zde jsme zvolili pøehlednìj¹í zpùsob de�ni
e.P o z n ámka : Zde podaná de�ni
e komplexní
h èísel se ov¹em shoduje s klasi
kým modelem; platí�+ i� � (�; �). Absolutní hodnotu z komplexního èísla tedy de�nujeme klasi
ky: j(�; �)j �p�2 + �2.C v i è e n í : Ovìøte pomo
í právì uvedené de�ni
e, ¾e i2 = �1 a poté obe
nì srovnejte právì zavedenénásobení komplexní
h èísel s þklasi
kýmÿ souèinem (�+ i�)(
 + iÆ).Oznaèení: Polo¾íme R� � R [ f1;�1g.De�ni
e 5: Kartézský souèinMno¾inu A� B = �(a; b)��(a 2 A)(b 2 B)	 nazveme kartézským souèinem mno¾in A;B.Po zn ámka : Kartézský souèin A�B je mno¾ina v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
, jeji
h¾ první èlen je z Aa druhý èlen z B.Oznaèení: Analogi
ky by
hom de�novali kartézský souèin M1 � M2 � : : : � Mn jako mno¾inu v¹e
huspoøádaný
h n-ti
, jeji
h¾ i-tý èlen je prvkem Mi; i 2 f1; 2; : : : ; ng.2Dedekindùv axiom se vztahuje k øezùm, o ni
h¾ bude øeè v následují
í poznám
e5



Kartézský souèin mno¾iny M se sebou oznaèíme M �M df= M2 a analogi
ky n-násobný kartézský souèinM se sebou oznaèíme M�M� : : :�M df= Mn.De�ni
e 6: ZobrazeníNeprázdnou mno¾inu � � M � P nazveme zobrazení z M do P (znaèíme � : M ! P), právì kdy¾�8(a; b); (x; y) 2 ���(a = x) ) (b = y)�. Dále oznaèíme D� = �x 2 M��(9y 2 P)�(x; y) 2 ��	 de�nièníobor zobrazení � a R� = �y 2 P��(9x 2 M)�(x; y) 2 ��	 obor hodnot3 zobrazení �.Oznaèení: Skuteènost, ¾e (x; y) 2 � zapisujeme té¾ jako �(x) = y. Mno¾inu D� nazýváme té¾ mno¾inouvzorù a R� mno¾inou obrazù zobrazení �.P o z n ámka : Uvìdomme si, ¾e funk
e tak, jak je známe, bývají èasto zobrazením z jedné mno¾inyèíselné do jiné, èasto R ! R.P o z n ámka : Lze také øí
i, ¾e zobrazení pøiøazuje ka¾dému prvku M (tedy prvnímu èlenu uspoøádanédvoji
e) nejvý¹e jeden prvek P (tedy druhý prvek z uspoøádané dvoji
e). De�ni
e vyluèuje pøípad, kdyby jednomu prvku z M bylo pøiøazeno ví
e rùzný
h prvkù z P. Na druhou stranu ale nevyluèuje mo¾nost,kdy nìkterému prvku z M není pøiøazen ani jeden prvek z P, tedy ve � není ani jedna uspoøádaná dvoji
e,v ní¾ by byl tento prvek na prvním místì.De�ni
e 7: Druhy zobrazeníBudi¾ � : M ! P zobrazení. Pakli¾e D� = M, nazveme jej zobrazením mno¾iny M (pokud D� 6= M,mluvíme o zobrazení z mno¾iny M). Pokud naopak R� = P, jedná se o zobrazení na mno¾inu P (surjek
i),na rozdíl od pøípadu R� � P, kdy jde o zobrazení do mno¾iny P.Zobrazení � nazveme prosté (injektivní, injek
e), právì kdy¾ (8x; y 2 D�)���(x) = �(y)� ) (x = y)�.Zobrazení nazveme vzájemnì jednoznaèné (bijektivní, bijek
e), pokud je prosté a na.Po z n ámka : Prosté zobrazení je de�nováno implika
í. Tuto implika
i mù¾eme obmìnit a dostanemeekvivalentní de�ni
i, která øíká, ¾e prosté zobrazení je takové, ¾e libovolným dvìma rùzným vzorùm x; ypøiøadí rùzné obrazy �(x); �(y).De�ni
e 8: Sudá a li
há zobrazeníZobrazení f : R ! C nazveme sudé, resp. li
hé, pokud platí (x 2 Df ) ) �(�x) 2 Df � a zároveòf(x) = f(�x), resp. f(x) = �f(�x).De�ni
e 9: Inverzní zobrazeníNe
h» � : M ! P je prosté. Zobrazení ��1 : P ! M nazveme zobrazení inverzní k �, právì kdy¾ proka¾dé x z M a ka¾dé y z P platí �y = �(x)� , �x = ��1(y)�.P o z n ámka : Je ov¹em tøeba ovìøit, ¾e inverzní zobrazení ve smyslu de�ni
e vyhovuje také de�ni
izobrazení. Toto tvrzení v¹ak snadno odvodíme z pøedpokladu, ¾e � je prosté, a z de�ni
e prostoty.P o z n ámka : Rovnì¾ snadno uká¾eme, ¾e platí D� = R��1 a R� = D��1 a dále, ¾e ��1 je prosté�sporem: pøedpokládejme, ¾e 9x 6= y; ��1(x) = ��1(y)�.C v i è e n í : Existuje-li ��1, pak (��1)�1 = �. Doka¾te. Neopomeòte tvrzení z minulé poznámky (doka¾teje!).De�ni
e 10: Slo¾ené zobrazeníNe
h» � : M! P,  : P! Q jsou zobrazení a dále buï R� \D 6= ;. Zobrazení  Æ� : M! Q nazveme4slo¾eným zobrazením � a  , platí-li: D Æ� = �x 2 D����(x) 2 D 	( Æ �)(x) =  ��(x)�:Po zn ámka : Snadno ovìøíme, ¾e R Æ� = �(y 2 R )��(9x 2 D \R�)� (x) = y�	.3R z angli
kého range.4Nìkdy se u¾ívá i opaèné konven
e: ( Æ �)(x) df= �� (x)�.6



x0 � Æ2 x0 x0 + Æ1 xA� "AA+ "y f(x)
�Obrázek 1: K de�ni
i limity.C v i è e n í : Uka¾te, ¾e pro � prosté je � Æ ��1 = IdR� a ��1 Æ � = IdD� , kde IdM znaèí identitu na M,tj. zobrazení, je¾ ka¾dý prvek z M zobrazí sám na sebe.P o z n ámka o grafe
h zobrazení: Mno¾inu M�P vyobrazíme (v pøípadì R �R, vezmeme list papírua na nìm zvolíme soustavu souøadnou) a pak v této mno¾inì vyznaèíme v¹e
hny prvky �.P ø í k l a d : Následují
í funk
e se obèas zjevuje jako protipøíklad na pøíli¹ elegantní tvrzení v matemati
kéanalýze: f(x) = � 1 je-li x 2 Q;0 je-li x 2 R n QZøejmì se jedná o neprosté zobrazení R do R, nebo té¾ R na f0; 1g.P o z n ámka : V kartézské (pravoúhlé) soustavì souøadné jsou grafy funk
e f a funk
e f�1 k ní inverznísoumìrné podle osy y = x.P o z n ámka : Je-li � : R ! C , pak (9!f1; f2 : R ! R)�(8x 2 R)�f(x) = f1(x) + if2(x) = Re �f(x)� ++ i Im �f(x)���.De�ni
e 11: IntervalMno¾inu M � R nazveme interval, právì kdy¾ (8a; b 2 M)(
 2 R)�(a < 
 < b)) (
 2 M)�.x2. Limita a spojitost funk
í: defini
e a základní vlastnostiDe�ni
e 12: Limita funk
eUva¾ujme funk
i f : R ! C a bod a 2 R, k nìmu¾ existuje kladné � takové, ¾e mno¾ina (a��; a+�)nfagje podmno¾inou de�nièního oboru funk
e.Ne
h» existuje A takové, ¾e (8" > 0)(9Æ > 0) tak, ¾e �8x 2 (a � Æ; a+ Æ) n fag��f(x) 2 (A � "; A+ ")�.Pak nazýváme èíslo A limitou funk
e f v bodì a a pí¹emelimx!a f(x) = A:Po zn ámka :� Porovnejte de�ni
i s obrázkem.� Uvìdomte si, ¾e Æ je závislé na ". Zmen¹ováním " omezujeme rozmezí, v nìm¾ se smí pohybovatfunkèní hodnota, a tedy obe
nì musíme zu¾ovat i povolený interval pro výbìr x | tím pádemzmen¹ovat Æ.� Pokud víme, ¾e jsme s
hopni najít Æ pro v¹e
hna dostateènì malá " (tedy men¹í ne¾ nìjaké pevné"0), staèí nám to k dùkazu existen
e limity, proto¾e kdy¾ je na nìjakém intervalu funkèní hodnotamezi A� "0 a A+ "0, pak je na tém¾ intervalu i mezi A� " a A+ " pro v¹e
hna " > "0.7



� Podobná þselskáÿ úvaha vede k tomu, ¾e kdy¾ je nerovnost pro funkèní hodnoty splnìna na nìjakémno¾inì (a� Æ0; a+ Æ0)nfag, pak je splnìna i na libovolné podmno¾inì, tj. pro libovolné Æ 2 (0; Æ0).� Pro urèení limity není dùle¾ité, jaké funkèní hodnoty nabývá funk
e pøímo v bodì a. Kdy¾ sipoøádnì prohlédnete de�ni
i, zjistíte, ¾e se tam nikde s f(a) nepra
uje. Klasi
kým pøíkladem jefunk
e f(x) = x2�1x�1 . Tato funk
e není v bodì x = 1 de�nována, a pøesto tam má limitu (rovnoudvìma). Z toho také plyne jeden dùle¾itý poznatek, a si
e ¾e pokud pro nìjaké dvì funk
e f(x),g(x) existuje Æ > 0 takové, ¾e na (a � Æ; a + Æ) n fag platí f(x) � g(x), pak limita f(x) v bodìa existuje právì tehdy, kdy¾ existuje limita g(x) v bodì a, a pokud existují, rovnají se. V bodì asamotném se funk
e rovnat nemusejí.P ø í k l a d : Pro ilustra
i uvedeme dùkaz jednodu
hého tvrzení, ¾e limx!1x2 = 1. Standardní postup (po-kud nemáme ¾ádné vìty o limitá
h) spoèívá v nalezení pøedpisu, jak pro ka¾dé kladné, pøípadnì ka¾dédostateènì malé kladné " urèit Æ tak, aby byly splnìny nerovnosti z de�ni
e. Jedná se tedy o hledáníjakési funk
e Æ v závislosti na " a jak uvidíme, není tato funk
e v jednodu
hý
h pøípade
h vùbe
 slo¾itá.V konkrétním pøípadì funk
e f(x) = x2 se mù¾eme omezit na " < 1, Hledáme Æ takové, aby prox 2 (1�Æ; 1+Æ)nf1g platilo x2 2 (1�"; 1+"). þNále¾ení nìèeho do intervaluÿ pøedstavuje dvì nerovnosti |jeji
h øe¹ení v na¹em pøípadì dává x 2 (p1� ";p1 + "). De�ni
e si
e vy¾aduje kolem jednièky symetri
kýinterval, ale není ni
 jednodu¹¹ího, ne¾ zvolit Æ = minfp1 + "� 1; 1�p1� "g, 
o¾ je urèitì kladné èíslo.Oznaèení: Pro mno¾inu (a� Æ; a+ Æ) zavádíme název úplné okolí (pøíp. úplné Æ-okolí) bodu a a znaèímeUÆ(a). Pro mno¾inu (a� Æ; a+ Æ)nfag (neboli úplné okolí bodu a bez bodu a samotného) zavádíme názevredukované (nìkdy prsten
ové) okolí bodu a a znaèíme U�Æ (a).C v i è e n í : Malý kvíz: Která vlastnost je ekvivalentní s tím, ¾e funk
e nemá v bodì a ¾ádnou limitu?Nabízíme vám tyto kandidáty:1. (9" > 0)(8A 2 R)(8Æ > 0)�9x 2 U�Æ (a)��jf(x)�Aj > "�;2. (9" > 0)(8A 2 R)(9Æ > 0)�8x 2 U�Æ (a)��jf(x)�Aj � "�;3. (8A 2 R)(9" > 0)(8Æ > 0)�9x 2 U�Æ (a)��jf(x)�Aj > "�:Který z výrokù je správný? A je to vùbe
 nìkterý z ni
h?Návod: Zkuste systemati
ky znegovat de�ni
i limity a výsledek porovnejte s nabízenými výroky. Roz-myslete si, 
o sel¾e u výrokù, které nejsou ekvivalentní se znegovanou de�ni
í a zkonstruujte si pøíkladyfunk
í a bodù, u který
h to sel¾e.P ø í k l a d : Diri
hletova funk
e D : R ! R je dána pøedpisemD(x) = � 1 pro x 2 Q;0 pro x 2 R n Q: (1)Tato funk
e nemá v ¾ádném bodì a 2 R limitu. Nejprve doká¾eme, ¾e nemá limitu rovnou nule. Budemepostupovat sporem pøesnì podle de�ni
e limity: zvolme napøíklad " = 12 . Pak musí existovat Æ > 0takové, ¾e pro x 2 (a� Æ; a+ Æ) rùzné od a platí jD(x)� 0j < 12 . Je ov¹em jasné, ¾e a» zvolíme Æ libovolnìmalé, v uvedeném intervalu (bez bodu a) bude le¾et v¾dy alespoò jedno ra
ionální èíslo5 r. Pak budejD(r)j = 1 6< 12 .Podobnì by
hom mohli dokázat, ¾e limita není rovna jedné. Dùkaz, ¾e limita není rovna ¾ádnémudal¹ímu èíslu A by byl je¹tì jednodu¹¹í. Za " by staèilo volit minfjA� 1j; jAjg. Potom jistì dokon
e proka¾dé x musí být jD(x)�Aj � ".Tento postup dùkazu neexisten
e limity je si
e pøímý, ale ponìkud krkolomný. Pozdìji uká¾eme po-hodlnìj¹í 
estu pomo
í Heineho vìty.De�ni
e 13: Jednostranná limitaUva¾ujme funk
i f : R ! C a bod a 2 R, k nìmu¾ existuje kladné � takové, ¾e interval (a; a + �) jepodmno¾inou de�nièního oboru funk
e.Ne
h» existuje A takové, ¾e (8" > 0)(9Æ > 0) platí �8x 2 (a; a+Æ)��f(x) 2 (A�"; A+")�. Pak nazývámeèíslo A limitou zprava funk
e f v bodì a a pí¹emelimx!a+ f(x) = A:5Pro libovolné Æ > 0 zvolíme dostateènì velké pøirozené èíslo q tak, aby mno¾ina (q[a � Æ℄; q[a + Æ℄) n fqag obsahovalaalespoò jedno 
elé èíslo p. Potom èíslo pq je ra
ionální a le¾í v (a � Æ; a+ Æ).8



Naprosto analogi
ky | zámìnou intervalù (a; a + Æ) za (a � Æ; a) dostáváme de�ni
i limity zleva, kteráse znaèí limx!a� f(x) = A:Oznaèení: Pro potøeby jednostranný
h limit zavedeme zvlá¹tní pojmenování i pro intervaly ha; a + Æ),(a; a+ Æ), (a� Æ; ai a (a� Æ; a). Budeme je nazývat pravým úplným, pravým redukovaným, levým úplnýma levým redukovaným okolím bodu a a znaèit U+Æ (a), U�+Æ (a), U�Æ (a) a U��Æ (a).Toto znaèení nám dopomù¾e mimo jiné k ponìkud úspornìj¹í formì zápisu de�ni
. Jako pøíklad symbo-li
ky zapí¹eme de�ni
i limity zleva:De�ni
e 14: Jednostranná limita jinakNe
h» f : R ! C , a 2 R, 9U��Æ (a) � Df .Ne
h» 9A 2 R takové, ¾e �8U"(A)��9U��Æ (a)��8x 2 U��Æ (a)��f(x) 2 U"(A)�. Pak se A nazývá limitouzleva funk
e f v bodì a.P o z n ámka : Jako pøíklad funk
e s li¹í
ími se jednostrannými limitami v nìjakém bodì mù¾e slou¾itnapøíklad funk
e signum v bodì nula. sgnx = 8<: 1 pro x > 00 pro x = 0�1 pro x < 0Nyní formulujeme o limitá
h nìkolik zásadní
h vìt.Vìta 1: Jednoznaènost limityNe
h» f : R ! R, a 2 R, 9U�Æ (a) � Df . Pak má funk
e f(x) v bodì a nejvý¹e jednu limitu.P o z n ámka : Podobné vìty se nejsnáze dokazují sporem | pøedpokládáme, ¾e vìta neplatí, a z tohotopøedpokladu odvodíme nìjaké tvrzení odporují
í nìèemu, z èeho jsme vy
házeli. V na¹em pøípadì musídle de�ni
e limity platit, ¾e pro libovolnì malé " lze najít takové úplné okolí, ¾e v¹e
hny funkèní hodnotyf(x) pro x z tohoto okolí nebudou od limity vzdáleny o ví
e ne¾ ". My ov¹em pro spor pøedpokládámeexisten
i alespoò dvou limit, øeknìme A a B, A > B. Kdy¾ si zvolíme " men¹í ne¾ je polovina jeji
hrozdílu, je intuitivnì jasné, ¾e x nemohou padnout souèasnì do obou intervalù, a to je ten hledaný spor.Pro lep¹í pøedstavu si 
elý postup zrekapitulujte obrázkem. Nyní provedeme dùkaz formálnì:Dùkaz: Sporem. Pøedpokládejme, ¾e existuje funk
e f(x) mají
í v a alespoò dvì limity a oznaème je A, B,bez újmy na obe
nosti A > B. Podle de�ni
e limity musí platit �8U"(A)��9U�Æ1(a)��8x 2 U�Æ1(a)��f(x) 22 U"(A)� a souèasnì �8U"(B)��9U�Æ2(a)��8x 2 U�Æ2(a)��f(x) 2 U"(B)�. Zøejmì existuje "0 > 0 takové, ¾eU"0(A) \ U"0(B) = ;; proto¾e A > B, staèí zvolit "0 = (A�B)=2. Pak pro �8x 2 U�minfÆ1;Æ2g(a)��f(x) 22 U(A�B)=2(A)� a souèasnì f(x) 2 U(A�B)=2(B). Obì okolí jsou ale disjunktní, èíslo f(x) nemù¾e le¾etzároveò v obou, a to je spor.C v i è e n í : Zkuste si sami formálnì zapsat dùkaz pro pøípad jednostranné limity.C v i è e n í : Zapi¹te následují
í dvì tvrzení pomo
í de�ni
e limity a pøesvìdète se, ¾e jsou ekvivalentní:limx!a jf(x)� f(a)j = 0 a limx!a f(x) = f(a):Limita (oboustranná) a obì jednostranné limity funk
e f v daném bodì a spolu jednodu¹e souvisí.Vìta 2: Souvislost oboustranné a jednostranný
h limitLimita funk
e f : R ! C v bodì a 2 R existuje a je rovna A, právì kdy¾ existují obì jednostranné limityf v bodì a a jsou obì rovny A.Dùkaz: Ekvivalen
i doká¾eme jako dvì implika
e. Nejprve smìrem (.Aby
hom v tomto pøípadì ukázali, ¾e existuje (oboustranná) limita f v bodì a rovná A, musíme prolibovolné " > 0 najít takové Æ > 0, ¾e pro ka¾dé x 2 U�Æ (a) je jf(x) � aj < ". Jednostranné limity v¹akzaruèují, ¾e existují Æ1; Æ2 > 0 taková, ¾e8x 2 U��Æ1 (a) : jf(x)�Aj < " a 8x 2 U�+Æ2 (a) : jf(x)�Aj < ": (2)9



Pokud zvolíme Æ = minfÆ1; Æ2g, platíU�Æ (a) � U��Æ1 (a) [ U�+Æ2 (a) ) 8x 2 U�Æ (a) : jf(x)�Aj < A:Implika
e ve vìtì) je je¹tì jednodu¹¹í. Pro zadané " > 0 existuje Æ > 0 patøièný
h vlastností. Zvolíme-liÆ1 = Æ2 = Æ, pak platí (2), èím¾ jsme dokázali existen
i a hodnotu obou jednostranný
h limit.P o z n ámka : Uvedeme teï nìkolik tvarù tzv. trojúhelníkové nerovnosti, aby
hom je mohli pøi dal¹í
hdùkaze
h výhodnì vyu¾ívat. Za základní tvar této nerovnosti se obvykle pova¾uje8a; b 2 R : jaj+ jbj � ja+ bj: (3)Místo tohoto tvaru lze psát také ja� bj+ jbj � j(a� b) + bj;odkud plynou nerovnostija� bj � jaj � jbj; ja� bj = jb� aj � jbj � jaj; dohromady ja� bj � ��jaj � jbj��:Vìta 3: Limita funk
e s komplexními hodnotamiBudi¾ f : R ! C , f1; f2 : R ! R a a;A1; A2 2 R. Ne
h» existuje Æ > 0 takové, ¾e pro ka¾dé x 2 U�Æ (a)platí f(x) = f1(x) + if2(x). Potom platí následují
í ekvivalen
e� limx!a f(x) = A1 + iA2� , � limx!a f1(x) = A1� ^ � limx!a f2(x) = A2�:Dùkaz: je typi
kým pøíkladem vyu¾ití trojúhelníkové nerovnosti (pro implika
i (). Ekvivalen
i opìtdokazujeme ve dvou kro
í
h.). Ch
eme dokazovat existen
i a hodnotu dvou limit promo
í existen
e a hodnoty limity jiné; budemevy
házet pøímo z de�ni
e limity. Zvolme libovolné pevné " > 0. Víme, ¾e musí existovat Æ > 0 takové, ¾e�8x 2 U�Æ (a) \Df ��jf(x)�Aj < "�:Víme také, ¾e pro libovolné komplexní èíslo y = y1 + iy2; y1; y1 2 R platí6 jyj � jy1j, jyj � jy2j. Tímpádem je 8x 2 U�Æ (a) splnìno" > jf(x)�Aj = ���f1(x)�A1�+ i�f2(x)�A2��� � jf1(x) �A1ja stejnì i " > jf2(x) � A2j. Celkem jsme tedy pro libovolné " > 0 na¹li redukovaná okolí bodu a(mimo
hodem stejná pro f1 i f2), taková, ¾e pro v¹e
hny body z tì
hto okolí jsou funkèní hodnoty f1 af2 blí¾e ne¾ " k èíslùm A1 a A2.(. Pro libovolnì zvolené " > 0 tentokrát existují Æ1; Æ2 > 0 taková, ¾e�8x 2 U�Æ1(a)��jf1(x) �A1j < "2�;�8x 2 U�Æ2(a)��jf2(x) �A2j < "2�:Pokud zvolíme Æ = minfÆ1; Æ2g, zùstanou obì tvrzení v platnosti, zamìníme-li Æ1 a Æ2 za Æ | u jednohotvrzení se touto zámìnou nestane ni
, u druhého se jen þzpøísníÿ pøedpoklady. Seèteme-li obì nerovnosti,získáme" > jf1(x)�A1j+ jf2(x)�A2j = jf1(x)�A1j+ ��i�f2(x)�A2��� � jf1(x)�A1+ if2(x)� iA2j = jf(x)�Aj:Na klíèovém místì zde vystupovala trojúhelníková nerovnost (3). Celkem jsme tedy pro libovolné " > 0opìt nalezli takové redukované okolí bodu a, jeho¾ v¹em bodùm pøíslu¹ejí funkèní hodnoty f bli¾¹í k Ane¾ ".Vìta 4: Limita absolutní hodnotyNe
h» f : R ! C , a 2 R, 9U�Æ (a) � Df . Ne
h» existuje limx!a f(x) = A. Pak existuje limx!a jf(x)j = jAj.6Pøepona pravoúhlého trojúhelníku v Gaussovì rovinì komplexní
h èísel je del¹í ne¾ ka¾dá z odvìsen.10



Dùkaz: Platí (8" > 0)�9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)��jf(x) � Aj < "�. Z trojúhelníkové nerovnosti pak plynepøímo ��jf(x)j � jAj�� � jf(x)�Aj < ".P o z n ámka : Obrá
ené tvrzení neplatí. Protipøíkladem je tøeba funk
e signum v bodì nula.Vìta 5: O omezenosti plynou
í z existen
e limityNe
h» f : R ! C , a 2 R, 9U�Æ (a) � Df . Ne
h» existuje limx!a f(x) = A. Pak �9U�Æ (a)�(9K > 0)�8x 22 U�Æ (a)��jf(x)j < K�.Dùkaz: jf(x)j � jf(x) � Aj + jAj (to je trojúhelníková nerovnost) a souèasnì �9U�Æ (a)��8x 22 U�Æ (a)��jf(x)�Aj < 1� (to je de�ni
e limity, v ní¾ volíme " = 1), a proto jf(x)j < jAj+ 1.Vìta 6:Ne
h» f : R ! C , a 2 R a ne
h» existuje limx!a f(x) = A 6= 0. Pak �9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)��jf(x)j � jAj=2�.Dùkaz: Podle de�ni
e limity �9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)��jf(x)�Aj � jAj=2�. (V tomto pøípadì je jedno, zdapí¹eme � nebo <, rozmyslete!) Pomo
í trojúhelníkové nerovnosti jf(x) � Aj � jAj � jf(x)j dostávámejAj=2 � jAj � jf(x)j, po úpravì jf(x)j � jAj=2.Vìta 7: Algebrai
ké opera
e s limitamiNe
h» a 2 R a f : R ! C a g : R ! C . Ne
h» existují limx!a f(x) = A, limx!a g(x) = B. Pak existujínásledují
í limity a platí pro nì: limx!a[f(x) + g(x)℄ = A+Blimx!a[f(x)g(x)℄ = A � BNe
h» naví
 limx!a g(x) 6= 0. Pak limx!a f(x)g(x) = AB :Dùkaz:1. Platí (8"=2 > 0)�9U�Æ1(a)��8x 2 U�Æ1(a)��jf(x) � Aj < "=2� a souèasnì �9U�Æ2(a)��8x 22 U�Æ2(a)��jg(x) � Bj < "=2�. Potom pro �8x 2 U�minfÆ1;Æ2g(a) platí ��[f(x) + g(x)℄ � (A + B)�� �� jf(x)�Aj+ jg(x)�Bj < ".2. Výraz jf(x)g(x)�ABj se pokusíme upravit tak, aby se nám objevily výrazy jf(x)�Aj, jg(x)�Bj,pro nì¾ máme vhodné nerovnosti:jf(x)g(x)�ABj = ��f(x)[g(x) �B℄ +B[f(x)�A℄�� � jf(x)j��g(x)�B��+ jBj��f(x)�A��:Podle vìty o omezenosti (5) víme, ¾e (9K > 0)�9U�Æ0(a)��8x 2 U�Æ0(a)��jf(x)j � K�, a z de�-ni
e limity �8"=(K + jBj) > 0��9U�Æ1(a)��8x 2 U�Æ1(a)��jf(x) � Aj < "=(K + jBj)� a souèasnì�9U�Æ2(a)��8x 2 U�Æ2(a)��jg(x)�Bj < "=(K + jBj)�. Potomjf(x)g(x)�ABj < ":Proto¾e " je kladné, je i "=(K + jBj) > 0.3. Staèí dokazovat spe
iální pøípad této vìty: Pokud limx!a f(x) = A, pak limx!a 1f(x) = 1A , zbytek plynez vìty o limitì souèinu funk
í. Postup je stejný jako v pøed
hozím:�9U�Æ0(a)��8x 2 U�Æ0(a)�� ���� 1f(x) � 1A ���� = jA� f(x)jjAjjf(x)j � 2jf(x)�AjjAj2 �:Nerovnost je odùvodnìna vìtou (6). Pro ka¾dé " > 0 mù¾eme jistì zvolit U�Æ1(a) � U�Æ0(a), na nìm¾platí jf(x)�Aj < jAj2"=2. Na tomto okolí pak bude zøejmì j1=f(x)� 1=Aj < ".11



Vìta 8: O dvou strá¾ní
í
hBuïte a 2 R a funk
e f; g; h : R ! R. Ne
h» �9U�Æ1(a)��8x 2 U�Æ1(a)��f(x) � h(x) � g(x)� a dálelimx!a f(x) = limx!a g(x) = A.Pak limx!ah(x) = A.Dùkaz: �9U�Æ2(a)��8x 2 U�Æ2(a)��f(x) > A�"� a souèasnì �9U�Æ3(a)��8x 2 U�Æ3(a)��g(x) < A+"�. Odtud8x 2 U�Æ1(a) \ U�Æ2(a) \ U�Æ3(a)A� " < f(x) � h(x) � g(x) < A+ " ) h(x) 2 U"(a):Po zn ámka : Poslední
h nìkolik dùkazù je aplika
í stále stejný
h prin
ipù konstruk
e, vyu¾ívají se zdepouze de�ni
e a trojúhelníková nerovnost, proto jsme je neopatøili témìø ¾ádným slovním doprovodem.Doporuèujeme vám, abyste si je tímto doprovodem doplnili sami | pro
vièíte si tak nezbytnou formulaèníobratnost a snáze je po
hopíte. Kreslení obrázkù u¾ snad ani nemusíme pøipomínat.Vìta 9: O limitì slo¾ené funk
eNe
h» a 2 R, f : R ! R, 9U�Æf (a) � Df , existuje limx!a f(x) = b.Ne
h» g : R ! C �9U�Æg (b) � [Dg \ f(Df )℄� 7, existuje limy!b g(y) = A.Ne
h» �9U�Æ0(a)��8x 2 U�Æ0(a)��f(x) 6= b�:Pak limx!a(g Æ f)(x) � limx!a g�f(x)� = A.P o z n ámka : U této vìty stojí za to se zastavit. Proè uvádíme je¹tì dodateèný pøedpoklad o tom, ¾evnitøní funk
e se musí na nìjakém redukovaném okolí li¹it od své limity? Úskalí spojená s vyne
hánímtohoto pøedpokladu uvidíme nejlépe na pøíkladì { funk
e f(x) = x sin(1=x) má v bodì 0 limitu 0.Vezmìme za vnìj¹í funk
i g(y) de�novanoug(y) = � jyj; y 6= 01; y = 0I funk
e g(y) má pro y ! 0 limitu 0. Slo¾ená funk
e ale k nule jít nemù¾e | x taková, ¾e v ni
h g�f(x)�nabývá hodnoty 1, jsou na libovolnì malém okolí.Z toho je vidìt, ¾e nìjaké omezení pro f(x) mít musíme. Musí nám o¹etøit to, ¾e se pøi poèítání limityg(x) nezajímáme o její hodnotu v bodì b. K 
elému problému se dá pøistoupit i z druhé strany, kladenímdodateèný
h podmínek na g(x). A¾ budeme mít de�nován pojem spojitosti, doká¾eme, ¾e staèí, kdy¾g(x) je spojitá.Dùkaz: Vlastnì jen pøepisujeme de�ni
e:(8" > 0)(9� > 0)�8y 2 U�� (b)��jg(y)�Aj < "�;(8� > 0)(9Æ1 > 0)�8x 2 U�Æ1(a)��jf(x)� bj < ��;(9Æ0 > 0)�8x 2 U�Æ0(a)��jf(x)� bj > 0�:Na U�Æ0(a) \ U�Æ1(a) platí, ¾e �jf(x) � bj 2 (0; �)� , �f(x) 2 U�� (a)�. Kdy¾ pak v prvním øádku místosymbolu y pí¹eme f(x), dostáváme rovnou de�ni
i limity slo¾ené funk
e.De�ni
e 15: Spojitost v bodìFunk
e f(x) : R ! C je v bodì a 2 R spojitá, právì kdy¾ limx!a f(x) = f(a).P o z n ámka : Srozumitelný, i kdy¾ zdaleka ne pøesný výklad spojitosti je tento: graf funk
e spojité vev¹e
h bode
h intervalu lze na tomto intervalu nakreslit bez zvednutí tu¾ky z papíru.De�ni
e 16: Jednostranná spojitost v bodìFunk
e f(x) : R ! C je spojitá zprava v bodì a 2 R, právì kdy¾ limx!a+ = f(a).Funk
e f(x) : R ! C je spojitá zleva v bodì a 2 R, právì kdy¾ limx!a� = f(a).P ø í k l a d : Funk
e f(x) = x a g(x) = A, A 2 C jsou spojité pro v¹e
hna x 2 R.7f(A) znaèí �y 2 R��(9x 2 R)�y = f(x)�	, tedy f(Df ) = Rf .12



V prvním pøípadì tedy 
h
eme dokázat limx!ax = a. Dùkaz provedeme pøímo z de�ni
e limity. Pro " > 0volíme Æ = ". Pro x 2 U�Æ (a) je toti¾ zøejmì jx� aj < Æ = ", 
o¾ bylo dokázati.Druhý pøípad je snadnìj¹í. Pro libovolné " > 0 staèí volit napøíklad Æ = 1, nebo» jg(x) � Aj = 0 prov¹e
hna x 2 R.P ø í k l a d : Funk
e sgnx = 8<: 1 pro x > 0;0 pro x = 0;�1 pro x < 0je spojitá ve v¹e
h bode
h R kromì nuly. Pro x 2 (�1; 0) a x 2 (0;1) je to toti¾ konstantní funk
e,její¾ spojitost jsme dokázali v minulém pøípadì. V x = 0 má funk
e jednostranné limity: zprava rovnu 1,zleva rovnu �1. Funkèní hodnota v nule je ov¹em 0, tedy funk
e není spojitá ani zleva ani zprava. Podlevìty (2) neexistuje oboustranná limita v nule, tedy nemù¾e být øeè ani o oboustranné spojitosti v nule.Pokud by
hom de�novali napøíklad sgn 0 = 1, byla by funk
e v nule spojitá zprava, ale nikoliv zleva aoboustrannì. Funk
e tohoto typu, tedy þse skokemÿ nám budou pozdìji slou¾it jako modelový pøíkladfunk
e nespojité pouze v jednom bodì.P ø í k l a d : Diri
hletova funk
e ze zaèátku tohoto paragrafu není spojitá v ¾ádném bodì R, nebo» limitalimx!aD(x) neexistuje pro ¾ádné a 2 R. Funk
e f(x) df= xD(x) nemá limitu v ¾ádném bodì x 6= 0. Lzeto dokázat buï pra
nì pøímo, nebo sporem: má-li f limitu v x 6= 0, pak podle vìty o limitì podílu musímít v x limitu i f(x)=x = D(x), 
o¾ není pravda. V nule má f limitu rovnu 0 (volíme Æ = ", proveïtesami), a proto¾e f(0) = 0, je f spojitá v nule. Máme tedy pøíklad funk
e, která je spojitá v jediném bodì,þv¹ude okoloÿ je nespojitá. V tomto pøípadì jednodu
hý výklad pomo
í kreslení grafu bez zvedání tu¾kyselhává, nebo» graf nelze tu¾kou nakreslit.Vìta 10: Spojitost souètu, souèinu a podílu funk
íNe
h» f; g : R ! C jsou spojité v a 2 R. Pak1. f(x) + g(x) je spojitá v a.2. f(x)g(x) je spojitá v a.3. Ne
h» naví
 g(a) 6= 0. Pak f(x)=g(x) je spojitá v a.Dùkaz: Plyne pøímo z pøíslu¹ný
h vìt o limitá
h.P ø í k l a d : S pomo
í této vìty ji¾ snadno doká¾eme spojitost libovolného polynomu P (x) = anxn ++ : : :+ a1x+ a0. Díky tvrzení o souèinu spojitý
h funk
í jsou spojité funk
e x � x, x2 � x, atd. a dále paki ai � xi. Pomo
í vìty o souètu pak seètením v¹e
h tì
hto èlenù dostaneme té¾ spojitou funk
i.C v i è e n í : Pøeveïte i ostatní vìty o limitá
h na vìty o spojitosti.P o z n ámka : Nìkdy se pro dùkazy hodí ekvivalentní de�ni
e spojitosti rozepsaná pomo
í okolí:f(x) je spojitá v a , �8U"(f(a))��9UÆ(a)��8x 2 UÆ(a)��f(x) 2 U"�f(a)��:Je podobná de�ni
i limity s tím rozdílem, ¾e se zde objevují úplná okolí místo redukovaný
h.Vìta 11: Spojitost slo¾ené funk
eNe
h» f(x) : R ! R, g(y) : R ! C jsou spojité v a 2 R. Pak g Æ f je spojitá v a.Dùkaz: Staèí zapsat de�ni
e spojitosti v souladu s pøed
hozí poznámkou a ztoto¾nit obrazové okolí f(x)s vzorovým okolím g(y).Vìta 12: Limita slo¾ené funk
e jinakNe
h» f : R ! R, limx!a f = b a g : R ! C , g spojitá v a 2 R. Pak limx!a g�f(x)� = g(b).Dùkaz: Z de�ni
e limity: �8U"(b)��9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)��f(x) 2 U"(b)�;z de�ni
e spojitosti: �8U��g(b)���9U"(b)��8y 2 U"(b)��g(y) 2 U��g(b)��:13



Syntéza obou de�ni
 dává:�8U��g(b)���9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)��g�f(x)� 2 U��g(b)��;
o¾ u¾ je hledaný výsledek.x3. Deriva
e funk
í jedné promìnnéDe�ni
e 17: Deriva
eNe
h» f : R ! C a pro a 2 R existuje U(a) � Df . Øekneme, ¾e funk
e má v bodì a vlastní deriva
i f 0(a)rovnou èíslu A, pokud limx!a f(x)� f(a)x� aexistuje a je rovna A.Ne
h» f : R ! C a pro a 2 R existuje U+(a) � Df ,resp.U�(a) � Df . Øekneme, ¾e funk
e má v bodì avlastní deriva
i zleva, resp. zprava, (znaèíme f 0+(a), resp. f 0�(a)) rovnou èíslu A, pokudlimx!a� f(x)� f(a)x� a ; resp. limx!a+ f(x)� f(a)x� aexistuje a je rovna A.P o z n ámka : Podívejte se na obrázek 2. V nìm platítg' = f(x)� f(a)x� a ;pøièem¾ pøímka pro
házejí
í body [a; f(a)℄ a [x; f(x)℄ je seèna grafu funk
e f . Pøi limitì x! a pøibli¾ujemebod x k a, a seèna pøe
hází v teènu. Takto vidíme, ¾ef 0(a) = tg';kde ' je úhel, který svírá teèna grafu funk
e f v bodì [a; f(a)℄ s osou x. Tento limitní pøe
hod zapisujemenìkdy také f 0(a) = lim�x!0 �f�x (a) = dfdx (a); kde �f(a) = f(x)� f(a):Poslední zápis deriva
e je pøísnì vzato nutno 
hápat jako nedìlitelný symbol, který zastupuje jiný symbol,a to f 0(a). Naznaèuje v¹ak, jakým my¹lenkovým po
hodem se k pojmu deriva
e dospìlo. Pak ov¹em nenídivu, ¾e s deriva
emi lze v mnohý
h pøípade
h formálnì poèítat jako se zlomky. Úplné analogii zdeov¹em brání limitní pøe
hod, a proto v následují
ím textu doká¾eme pro takové poèítání jednotlivé vìty.V praxi tedy analogie mezi deriva
emi a zlomky budeme pou¾ívat pouze jako mnemote
hni
ké pomù
ky.Se symboly dx se budeme setkávat i pozdìji, nazýváme je diferen
iály.P o z n ámka : Pokud derivujeme funk
i f , která má komplexní hodnoty, platí vztahf(x) = f1(x) + if2(x); f1; f2 : R ! R; f 0(x) = f 01(x) + if 02(x): (4)Tvrzení platí z jednodu
hého dùvodu: deriva
e je de�nována jako limita a pro poèítání limit funk
íf : R ! C máme vìtu (3):f 0(x) = limx!a f(x)� f(a)x� a = limx!a f1(x) � f1(a) + i�f2(x) � f2(a)�x� a == limx!a f1(x)� f1(a)x� a + i limx!a f2(x) � f2(a)x� a = f 01(x) + if 02(x):Pø í k l a d : Spoètìme deriva
i funk
e f(x) = x+ a; a 2 C v bodì x0.14



a x xf(a)f(x)y f(x)'�Obrázek 2: Ke geometri
ké interpreta
i deriva
e funk
e f v bodì a.Pøi a 2 R je geometri
ká interpreta
e jednodu
há: grafem funk
e f je pøímka svírají
í s osou x úhel 45Æ,teèna ke grafu v libovolném bodì x0 je opìt tatá¾ pøímka, a proto f 0(x0) = tg 45Æ = 1 nezávisle na x0.Výpoèet z hlediska de�ni
e není o mnoho slo¾itìj¹í a umo¾òuje brát i a 2 C :f 0(x0) = limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 = limx!x0 x+ a� x0 � ax� x0 = limx!x0 1 = 1:Vìta 13: Deriva
e souètu, souèinu, podíluNe
h» existují f 0(a) a g0(a) vlastní, pak v bodì a platí1. (f � g)0 = f 0 � g0,2. (fg)0 = fg0 + f 0g,3. (f=g)0 = (f 0g � fg0)=g2, pokud naví
 g(a) 6= 0.Obdobné vìty platí pro vlastní deriva
i zleva nebo zprava.Po z n ámka o analogii se zlomky: První pravidlo odpovídá úpravìd(f + g)dx = dfdx + dgdx ; nebo» platí��f + g�(a) = �f(x) + g(x)� � �f(a) + g(a)� = f(x)� f(a) + g(x)� g(a) = �f(a) + �g(a):Druhé pravidlo je slo¾itìj¹í, nebo» obe
nì neplatí �(f � g) = �f ��g: Je tøeba uva¾ovat takto:��f � g�(a) = f(x)g(x) � f(a)g(a) = f(x)g(x)� f(a)g(x) + f(a)g(x) � f(a)g(x) == g(x)�f(x)� f(a)�+ f(a)�g(x)� g(a)� = g(x)�f(a) + f(a)�g(a):V limitním pøe
hodu �x! 0 pak pøejde f(x) na f(a) a mù¾eme psátd(fg)dx = g df + f dgdx = gdfdx + f dgdx :V posledním tvrzení nám pomù¾e rovnost��1g�(a) = 1g(x) � 1g(a) = �g(x)� g(a)g(x)g(a) = � �g(a)g(x)g(a) ;pøièem¾ poslední výraz pøejde v limitì �x! 0 opìt v ���g�=g2.Následují
í formální dùkazy jednotlivý
h tvrzení budou opisovat právì provedené konstruk
e.Lemma:Má-li funk
e f v bodì a vlastní deriva
i, pak je v tomto bodì spojitá.Dùkaz lemmatu: Podle vìty (5) mù¾eme uva¾ovat následují
ím zpùsobem:9 limx!a f(x)� f(a)x� a ) (9K 2 R)�9U�Æ (a)��8x 2 U�Æ (a)�� jf(x)� f(a)jjx� aj � K� )) �8x 2 U�Æ (a)��jf(x)� f(a)j � Kjx� aj� ) limx!a jf(x)� f(a)j = 0 ) limx!a f(x) = f(a):15



Rozeberme pøedposlední krok: jak je tøeba volit �, aby 8x 2 U�� (a) hodnota jf(x)� f(a)j byla men¹í ne¾pøedem zadané "? Zøejmì postaèí volit � = "=(2K).Poslední krok byl probrán v minulém paragrafu jako 
vièení.Dùkaz vìty:1. Pro souèet:�f + g�0(a) = limx!a f(x) + g(x) � f(a)� g(a)x� a = limx!a f(x)� f(a)x� a + limx!a g(x)� g(a)x� a = f 0(a) + g0(a);pro rozdíl budeme postupovat analogi
ky.2. Pro souèin:�fg�0(a) = limx!a f(x)g(x) � f(a)g(a)x� a = limx!a f(x)g(x) � f(a)g(x) + f(a)g(x)� f(a)g(a)x� a == limx!a f(x)� f(a)x� a limx!a g(x) + limx!a g(x)� g(a)x� a limx!a f(a) = f 0(a)g(a) + g0(a)f(a):3. Staèí dokázat, ¾e platí (1=g)0 = �g0=g2. Zbylé se poté doká¾e pomo
í tvrzení o deriva
i souèinu(f � (1=g)). limx!a 1g(x) � 1g(a)x� a = limx!a �(g(x)�g(a))g(x)g(a)x� a = � limx!a 1g(x) limx!a 1g(a) limx!a g(x)� g(a)x� a == � 1g(a) 1g(a)g0(a) = �g0(a)g(a)2Po zn ámka : Pro souèin n funk
í doká¾eme matemati
kou induk
í jednodu¹e vzore
 pro deriva
i jeji
hsouèinu. �f1:f2 : : : fn�0 = f 01:f2 : : : fn + f1:f 02:f3 : : : fn + : : : f1 : : : fn�1:f 0n:Pro n = 2 tvrzení platí podle pøed
hozí vìty. Dále ne
h» platí tvrzení pro nìjaké n 2 N. Pak�f1:f2 : : : fn:fn+1�0 = (f1:f2 : : : fn)0 + f1 : : : fn:f 0n+1:První èlen na pravé stranì ale obsahuje pouze n èinitelù, tedy mù¾eme pou¾ít indukèní pøedpoklad a psát�f1:f2 : : : fn:fn+1�0 = f 01:f2 : : : fn + f1 : : : f 0n:fn+1 + f1 : : : fn:f 0n+1:Indukèní krok je tedy hotov.Vìta 14: O deriva
i slo¾ené funk
eNe
h» je f : R ! R a g : R ! C . Ne
h» existuje f 0(a) a g0�f(a)�. Potom existuje deriva
e slo¾ené funk
e(g Æ f) a platí �g Æ f�0(a) = g0�f(a)�f 0(a).P o z n ámka o analogii se zlomky: Tvrzení této vìty formálnì zapisujeme jako roz¹iøování zlomkusymbolem df : dg(f)dx = dg(f)df � dfdx :Dùkaz: De�nujme pomo
nou funk
i h na 
elém de�nièním oboru Dg následují
ím zpùsobem:h(y) = g(y)� g(f(a))y � f(a) pro y 6= f(a) a h�f(a)� = g0�f(a)�: (5)Tato funk
e je spojitá v bodì y = f(a): limita h pro y ! f(a) je z de�ni
e deriva
e rovna g0�f(a)�. Profunk
i h ov¹em platí 8x 2 DgÆf : g�f(x)� � g�f(a)�x� a = h�f(x)� � f(x)� f(a)x� a :16



Pro v¹e
hna x, kde f(x) 6= f(a) staèí dosadit de�ni
i funk
e h (5), pokud f(x) = f(a), jsou obì stranyrovny nule.Na obì strany rovnosti nyní aplikujeme limitu x! a, èím¾ dostáváme po¾adované tvrzení.Vìta 15: O deriva
i inverzní funk
eNe
h» platí:1. Funk
e f zobrazuje U�(a) prostì na U��f(a)�.2. Platí f 0(a) 6= 0.3. Inverzní funk
e f�1 je spojitá v f(a).Potom platí: �f�1�0�f(a)� = 1=f 0(a)P o z n ámka o analogii se zlomky: V tomto pøípadì pí¹emedydx (a) = �dxdy��1�f�1(A)�; kde y = f(x); A = f(a):Zlomek na pravé stranì 
hápeme tak, ¾e x je funk
í nezávislé promìnné y, která odpovídá funkèní hodnotìfunk
e f v bodì x. Na levé stranì tak mluvíme o deriva
i funk
e y = y(x) a na pravé stranì o deriva
iinverzní funk
e x = x(y). Do první funk
e ov¹em musíme dosazovat prvky z de�nièního oboru f , zatím
odo druhé funk
e prvky z oboru hodnot f . Proto ve vzor
i pí¹eme jednou a a podruhé f�1(A), i kdy¾ jsousi tato èísla rovna.Dùkaz: Nejprve si uvìdomíme, ¾e existuje U�(a) takové, ¾e 8x 2 U�(a) : f(x) 6= f(a), nebo» podle vìty(6) platí: ����f(x)� f(a)x� a ���� > jf 0(a)j2 > 0:Dále de�nuji na tomto okolí pomo
nou funk
i h následují
ím zpùsobem: h(x) = (x � a)=�f(x) � f(a)�pro x 6= a a h(x) = 1=f 0(a) pro x = a. Funk
e h je potom spojitá v bodì a: její limitu pro x! a mù¾emesnadno spoèítat pomo
í vìty o limitì podílu (7) a vyjde samozøejmì 1=f 0(a). Díky tomu mù¾eme pou¾ítvìtu (12).�f�1�0�f(a)� = limy!f(a) f�1(y)� f�1�f(a)�y � f(a) = limy!f(a)h�f�1(y)� = limx!ah(x) = 1f 0(a) ;nebo» f�1�f(a)� = a.P o z n ámka : Pøedpoklad o spojitosti inverzní funk
e je nadbyteèný. Naví
 v následují
í
h pøíklade
h,kdy tuto vìtu budeme pou¾ívat k výpoètu deriva
í konkrétní
h inverzní
h funk
í, jej nelze jednodu¹e ovì-øit. Je proto dùle¾ité prozradit dopøedu, ¾e v kapitole 4 doká¾eme vìtu, která potvrdí nadbyteènost tøetíhopøedpokladu. Je samozøejmé, ¾e k dùkazu pøíslu¹né vìty nepou¾ijeme ani vìtu (15) ani její dùsledky.Po z n ámka : Spe
iálnì pro b = f(a) tedy platí (f�1)0(b) = 1=f 0�f�1(b)�:Pø í k l a d : Aby
hom mohli spoèítat deriva
i sinx, musíme nejprve spoèítat limitu (sinx)=x pro x! 0.Pou¾ijeme tuto úvahu: podle obrázku platí pro x z �0; �2 �, resp. z ���2 ; 0�. Úseèka TZ je zøejmì krat¹íne¾ oblouk TZ a ten je krat¹í ne¾ lomená èára TY Z. Proto¾e je ale trojúhelník TXY pravoúhlý, musíbýt jTY j < jXY j, a tudí¾ jXZj del¹í ne¾ oblouk TZ.sinx2 < x2 < tanx2 resp. sinx2 > x2 > tanx21 < xsinx < 1
osx 1 < xsinx < 1
osx :Proto¾e limx!0 1=
osx = 1, podle vìty o dvou strá¾ní
í
h (8) musí být obì jednostranné limity funk
ex= sinx pro x ! 0 rovny jedné. Vìta (2) pak øíká, ¾e i oboustranná limita je rovna jedné a koneènìs pomo
í vìty (7) urèíme i limitu pøevrá
ené funk
e:limx!0 sinxx = 1:17



O xsinx1 tg xZ
XYT
�Obrázek 3: K výpoètu limity (sin x)=x.Nyní ji¾ pí¹eme(sinx)0 = limy!x sin y � sinxy � x = limy!x 
os �y+x2 � sin �y�x2 �y�x2 = limy!x 
os y + x2 limy!x sin y�x2y�x2 =limy!x 
os y + x2 limz!0 sin zz = 
osx:V pøedposledním kroku jsme pou¾ili vìtu o limitì slo¾ené funk
e (9). Ovìøte její pøedpoklady | zvlá¹tìproberte poslední!Podobnì by
hom mohli ukázat, ¾e (
osx)0 = � sinx.x4. Exponen
iála, obe
ná mo
ninaV tomto paragrafu se budeme zabývat otázkou, 
o máme rozumìt výrazem ab, kde b je libovolnéreálné èíslo a a je libovolné kladné reálné èíslo. Pro b 2 Q výpoèet provést umímeb 2 N : ab = a � a � : : : � a| {z }b ; a1=b = bpa > 0 , � bpa�b = a;b 2 Z : a�b = 1=ab; a0 = 1;b = pq ; p 2 Z; q 2 N : ab = qpap:Pro ostatní reálná èísla b provedeme de�ni
i ab následují
ím nekonstruktivním zpùsobem.Vìta 16: O exponen
iáleBuï a > 0. Pak existuje právì jedna spojitá funk
e f , Df = R, Rf = (0;1) taková, ¾e f(x) = ax proka¾dé x 2 Q. Tato funk
e je prostá.Existuje právì jedno èíslo e 2 R+ , pro které platí (ex)0 = ex; 8x 2 R. Toto èíslo je ira
ionální a je rovno2; 71828 : : :.De�ni
e 18: Exponen
iála a logaritmusFunk
i z první èásti pøed
hozí vìty s a > 0 nazýváme exponen
iální funk
e se základem a. Funk
i k níinverzní nazýváme logaritmus o základu a a znaèíme ji loga x.Èíslo e ze druhé èásti vìty nazýváme Eulerova konstanta, logaritmus o tomto základu nazýváme pøirozenýlogaritmus a znaèíme jej ln a.Vìta 17: Pravidla pro poèítání s exponen
iálami8x; y 2 R : ex+y = ex � ey; exy = �ex�y;�8a; b 2 R+�(8
 2 R) : (ab)
 = a
b
 a �8a 2 (1;1)�(8b; 
 2 R)�(b < 
)) �ab < a
��:18



De�ni
e 19: Obe
ná mo
ninaObe
nou mo
ninu, tj. funk
i f� : R+ ! R+0 , f�(x) = x� pro � 2 R de�nujeme pomo
í obratu (7) s tím,¾e pro � > 0 roz¹íøíme f�(0) = 0. Naví
 pokud je � = p=q, kde p 2 Z a q je li
hé pøirozené èíslo, lze f�(x)þrozumnìÿ de�novat i pro záporná x, a to vztahem f(�x) df= �f(x) pro x > 0.Po z n ámka k dùkazu: Vìtu o exponen
iále doká¾eme a¾ v kapitole o øadá
h. My¹lenka dùkazu budenásledují
í. Pro libovolné x 2 C budeme uva¾ovat øadu1Xn=0 xnn! : (6)Jak tomuto zápisu rozumìt? Máme tím na mysli, ¾e de�nujeme funk
if(x) = limN!1 NXn=0 xnn! :O této funk
i nejprve uká¾eme, ¾e je skuteènì de�nována pro v¹e
hna x 2 C (øíkáme, ¾e øada konvergujena C ) a dále ¾e pro x 2 Q platí f(x) = ex, kde e df= f(1) | tímto pøedpisem je také mo¾no èíslo e spoèítats libovolnou pøesností.Pomo
í vìt o stejnomìrné konvergen
i potom uká¾eme jednak spojitost funk
e ex na R a dále vlastnost(ex)0 = ex. Podle tì
hto vìt lze toti¾ provést úpravy(ex)0 = � 1Xn=0 xnn! �0 = 1Xn=0�xnn! �0 = 1Xn=0nxn�1n! = 1Xn=1 xn�1(n� 1)! = 1Xn=0 xnn! = ex:O exponen
iále zapsané pomo
í øady doká¾eme þklasi
káÿ algebrai
ká pravidla uvedená v prvním øádkuve vìtì (17).S pomo
í tvrzení exy = (ex)y pak mù¾eme de�novat exponen
iálu pøi libovolném kladném základì, ato tímto jednodu
hým obratem ab = �eln a�b = eb ln a: (7)Vý¹euvedená algebrai
ká pravidla potom snadno roz¹íøíme i pro tuto obe
nou exponen
iálu.Zatím tedy pone
háme vìtu o exponen
iále a vìtu (17) bez dùkazu.Po z n ámka : Pomo
í exponen
iály de�nujeme i tzv. hyperboli
ké funk
e, hyperboli
ký sinus (shx èisinhx), hyperboli
ký kosinus (
hx èi 
oshx) a hyperboli
ký tangens (thx nebo tghx).shx df= ex � e�x2 ; 
hx df= ex + e�x2 ; thx df= shx
hx = ex � e�xex + e�x :Pø í k l a d : �ax�0 = �ex ln a�0 = ex ln a ln a = ax ln a:Pø í k l a d : Spoèítejme (loga x)0. V poznám
e za vìtou (15) bude nyní f(y) = ey, f�1(x) = loga x:� loga x�0 = 1aloga x ln a = 1x ln aSpe
iálnì (lnx)0 = 1=x.P ø í k l a d : Pro a 2 R poèítejme�xa�0 = �ea lnx�0 = ea lnx(a lnx)0 = axa � x�1 = axa�1:Pø í k l a d : Podobnì jako pøi výpoètu deriva
e logaritmu:(ar
sinx)0 = 1
os ar
sinx = 1p1� sin2 ar
sinx = 1p1� x2 :19



Po zn ámka : Závìrem poslední
h dvou paragrafù shròme na¹e poznatky o deriva
í
h nìkterý
h funk
í:�xn� = nxn�1; n 2 R; n 6= 0;�ex�0 = ex; �ax�0 = ax ln a; a 2 R+� lnx�0 = 1x ; � loga x�0 = 1x ln a; a 2 R+ ;(sinx)0 = 
osx; (
osx)0 = � sinx;(shx)0 = 
hx; (
hx)0 = shx;(tg x)0 = 1
os2 x (
otg x)0 = � 1sin2 x ;(ar
sinx)0 = (ar

osx)0 = 1p1� x2 ; (ar
tgx)0 = 11 + x2 :
x5. Par
iální deriva
e a deriva
e funk
í s komplexními hodnotamiDe�ni
e 20: Par
iální deriva
ePar
iální deriva
í funk
e f : Rn ! R, tedy funk
e y = f(x1; x2; : : : ; xn), v bodì a 2 Rn , to jest v bodìa = (a1; a2; : : : ; an), podle xi rozumíme�f�xi (a) df= '0i(ai); 'i(x) = f(a1; : : : ; ai�1; x; ai+1; : : : ; an): (8)Po z n ámka : Ne
h» f : Rk ! Rn a g : Rn ! R. Oznaèím yi = fi(x1; : : : ; xk). Potom pro i = 1; : : : ; kplatí �(g Æ f)�xi (a) = nXj=1 �g�yj �f(a)��fj�xi (a):Dùkaz tohoto vzor
e bude podán v kapitole o funk
í
h ví
e promìnný
h.P ø í k l a d : Ze stavové rovni
e pV = nRT s konstantami n;R mù¾eme vypoèítat p = p(V; T ), V == V (p; T ), T = T (p; V ). Tyto tøi funk
e mù¾eme par
iálnì derivovat; spoèítejme, èemu je roven výraz�p�V � �V�T � �T�p :Funk
e p(V; T ); V (p; T ); T (p; V ) jsou pomo
í stavové rovni
e zadány impli
itnì. Nejprve je potøeba jevyjádøit expli
itnì, tedy vztahem, na jeho¾ levé stranì stojí pouze napø. p, zatím
o na druhé stranì se pnevyskytuje8. p = nRTV ; V = nRTp ; T = pVnR:Dále mù¾eme par
iálnì derivovat�p�V (V; T ) = �nRTV 2 ; �V�T (p; T ) = nRp ; �T�p = VnR:Pøi par
iálním derivování napø. funk
e p(V; T ) podle V tedy derivujeme obvyklým zpùsobem s tím, ¾e Vpova¾ujeme za promìnnou a T za konstantu.Vynásobením uvedený
h tøí výrazù zjistíme, ¾e hledaný souèin je roven �nRT=pV = �1. Obe
nì bysouèin nìkterý
h tøí par
iální
h deriva
í vý¹e zmínìný
h funk
í mohl záviset na p; V i T , ale v tomtopøípadì je konstantní. V ji¾ zmínìné kapitole o funk
í
h ví
e promìnný
h doká¾eme vìtu o impli
itnìzadaný
h funk
í
h, která nám uká¾e, ¾e k tomuto podivnému výsledku jsme nedospìli náhodou. V¹imnìmesi také, ¾e se symboly �x=�y nemù¾eme za
házet stejnì jako se zlomky a nemù¾eme je krátit; kromì toho,¾e nás k jakémukoliv krá
ení ni
 neopravòuje, vidíme, ¾e souèin par
iální
h deriva
í by takto musel vyjít 1.8Funk
e je zadána impli
itnì, pokud de�nièní vztah nemá tento þjednodu
hýÿ tvar.20



Po zn ámka : Pojem par
iální deriva
e lze té¾ alternativnì de�novat následovnì. Ne
h» f : Rn ! R.De�nuji funk
i 'i(t) = f(a+tei), kde a 2 Rn , t 2 R a ei = (0; : : : ; 0| {z }i�1 ; 1; 0; : : : ; 0) 2 Rn . Potom �f(a)=�xi == '0i(0).P o z n ámka : Obdobnì pro libovolný jednotkový9 vektor v 2 Rm mù¾eme vzít 'v(t) = f(a + tv) ade�novat deriva
i ve smìru v �vf(a) = '0v(0).De�ni
e 21: Exponen
iála v komplexním oboruPro libovolné z 2 C , z = x+ iy, x; y 2 R de�nujeme exponen
iální funk
i ez : C ! C takto:ez = ex(
os y + i sin y): (9)Po z n ámka : Jak u¾ jsme se zmínili, v kapitole o øadá
h najdeme vhodné vyjádøení exponen
iálypomo
í nekoneèné øady. To pak zároveò povede k de�ni
i logaritmu jako pøíslu¹né inverzní funk
e ak de�ni
i obe
né mo
niny. Zde uvedenou de�ni
i exponen
iály pak prohlásíme za vìtu, kterou doká¾eme.Po z n ámka (doporuèení): Vztah (9) se bude pou¾ívat na mnoha míste
h dále a je velmi vhodné si jejosvojit.P ø í k l a d : Ne
h» x 2 R; � 2 C a f(x) = e�x. Oznaèím � = �1+ i�2. Pou¾ijeme-li poznámku za de�ni
íderiva
e, mù¾eme vypoèítatf 0(x) = (e�1x(
os�2x+ i sin�2x))0 = (e�1x 
os�2x)0 + i(e�1x sin�2x)0 == �1e�1x 
os�2x� �2e�1x sin�2x+ i�1e�1x sin�2x+ i�2e�1x 
os�2x == (�1 + i�2)e�1x 
os�2x+ i(�1 + i�2)e�1x sin�2x) = (�1 + i�2)e�1x(
os�2x+ i sin�2x) = �e�x:Pø í k l a d : Budi¾ � 2 C . Platí (x + �)0 = 1, 
o¾ mù¾eme snadno ovìøit pøímo z de�ni
e deriva
e, resp.pøímým výpoètem limity.P ø í k l a d : Ne
h» � 2 C a n 2 Z. Potom platí�(x+ �)n�0 = n(x+ �)n�1;�(x+ �)�n�0 = � 1(x+ �)n�0 = �n(x+ �)n+1 :V tomto pøípadì jsme rozepsali mo
ninu jako souèin a pou¾ili vìty o derivování souèinu funk
í10 apøed
hozího pøíkladu. Pro n = �1 zderivujeme 1=(x + a) jako podíl funk
í dle vìty (13) (s vyu¾itímpøed
hozího pøíkladu) a pro obe
né záporné mo
niny (x + �) pou¾ijeme stejný postup jako pro kladnémo
niny.P ø í k l a d : Ne
h» x 2 (0;1) a a 2 R. Potom platí:(xa)0 = �ea lnx�0 = a 1xea lnx = axa�1:
x6. Vy¹¹í deriva
eDe�ni
e 22: Vy¹¹í deriva
eNe
h» existuje deriva
e funk
e f v okolí UÆ(a) bodu a 2 R a ne
h» dále existuje deriva
e funk
e f 0(x)v bodì a rovna A 2 C . Potom èíslo A nazveme druhou deriva
í funk
e f v bodì a a pí¹eme:f 00(a) = f (2)(a) = d2 fdx2 = A: (10)9Délku vektoru (x1; : : : ; xn) poèítáme jako px21 + : : :+ x2n. Pøesvìdète se, ¾e vektory z pøed
hozí poznámky jsou jed-notkové.10Viz poznámku za vìtou (13). 21



Obdobnì se de�nuje tøetí, ètvrtá a dal¹í vy¹¹í deriva
e.P o z n ámka : Obdobnì de�nujeme vy¹¹í deriva
e funk
e ví
e promìnný
h. Ne
h» existuje �f=�xi(a)a �=�xj��f=�xi�(a); potom tuto druhou deriva
i oznaèujeme �2f=�xi�xj(a).Vìta 18: LeibnizovaNe
h» existují n-té deriva
e funk
í f a g v bodì a. Potom platí:(fg)(n) (a) = nXk=0�nk�f (k)(a)g(n�k)(a):Dùkaz: Dùkaz provedeme matemati
kou induk
í. Tvrzení platí pro n = 1. Pøedpokládáme, ¾e tvrzeníplatí pro v¹e
hna n < n0 dokazujeme jej pro n = n0.(fg)(n0) (a) = �(fg)(n0�1)�0 (a) =  n0�1Xk=0 �n0 � 1k �f (k)g(n0�1�k)!0 (a) ==  n0�1Xk=0 �n0 � 1k �f (k)g(n0�k) + n0�1Xk=0 �n0 � 1k �f (k+1)g(n0�1�k)! (a) ==  n0�1Xk=0 �n0 � 1k �f (k)g(n0�k) + n0Xk=1�n0 � 1k � 1 �f (k)g(n0�k)! (a) ==  �n0 � 10 �f (0)g(n0)+n0�1Xk=1 �n0 � 1k �f (k)g(n0�k)++ n0�1Xk=1 �n0 � 1k � 1 �f (k)g(n0�k) +�n0 � 1n0 � 1�f (n0)g(0)! (a) ==  �n00 �f (0)g(n0) + n0�1Xk=1 �n0k �f (k)g(n0�k) +�n0n0�f (n0)g(0)! (a) =  n0Xk=0�n0k �f (k)g(n0�k)! (a):Pøi úpravá
h výrazù s kombinaèními èísly jsme pou¾ili známý
h vztahù�n0 � 1k �+�n0 � 1k � 1 � = �n0k �; �n00 � = �n0 � 10 � = �n0 � 1n0 � 1� = 1:
x7. Lineární diferen
iální rovni
e 2. øádu s konstantními koefi
ientyVe fyzi
e, ale i v jiný
h obore
h jsme èasto stavìni pøed problém najít na intervalu (a; b) (tøeba ineomezeném) funk
i y(x), která pro ka¾dé x 2 (a; b) splòuje urèitý vztah. Pokud se v tomto vztahuvyskytují deriva
e funk
e y(x) a hodnoty tì
hto deriva
í i funk
e samotné jsou brány pouze v bodì11 x,nazýváme jej diferen
iální rovni
í. Øádem diferen
iální rovni
e pak rozumíme øád nejvy¹¹í deriva
e y(x),která se v ní vyskytuje. Nejjednodu¹¹í diferen
iální rovni
e prvního øádu mohou vypadat takto:1. y0(x) = 0) y(x) = k; k 2 C ,2. y0(x) = 
osx) y(x) = sinx+ k; k 2 C3. y0(x) = y(x)) y(x) = kex; k 2 CV¹imnìme si, ¾e v øe¹ení �guruje konstanta, na její¾ volbì nezávisí splnìní diferen
iální rovni
e | snadnoto ovìøíme dosazením do pùvodní rovni
e. V paragrafu o diferen
iální
h vìtá
h o støední hodnotì uká¾eme,¾e v pøípade
h 1 a 2 jsou uvedené funk
e dokon
e jediným øe¹ením pøíslu¹ný
h diferen
iální
h rovni
,v pøípadì 3 toto uká¾eme a¾ pozdìji v kapitole o diferen
iální
h rovni
í
h. Vezmeme-li tato tvrzení11Tedy nepøipou¹tíme napø. y0(x+ 1) = y(x) + 3. 22



prozatím jako fakt, vidíme, ¾e øe¹ení rovni
 1{3 nejsou si
e jednoznaèná, av¹ak je lze zapsat v urèitémtvaru þs jedním stupnìm volnostiÿ.Obra»me nyní pozornost ke slíbeným diferen
iálním rovni
ím druhého øádu.Mìjme funk
e a0(x); a1(x); a2(x); f(x) na intervalu (a; b) a hledejme funk
i y(x) na (a; b) tak, aby proka¾dé x 2 (a; b) platilo buï a2(x)y00(x) + a1(x)y0(x) + a0(x)y(x) = 0; (11)nebo a2(x)y00(x) + a1(x)y0(x) + a0(x)y(x) = f(x): (12)Vztah (11) nazýváme homogenní lineární diferen
iální rovni
í 2. øádu, vztah (12) potom nehomogennílineární diferen
iální rovni
í 2. øádu (té¾ lineární diferen
iální rovni
í 2. øádu s pravou stranou).Co mù¾eme øí
i o øe¹ení takový
h rovni
, funk
í
h y = y(x) na intervalu (a; b)? Po zku¹enosti s rovni-
emi prvního øádu neoèekáváme, ¾e by existovalo jen jediné øe¹ení. Oznaème tedy mno¾inu v¹e
h øe¹enírovni
e (11) M�. De�nujme násobení funk
e konstantou z C a sèítání dvou funk
í na mno¾inì If1 + f2 : x 7! f1(x) + f2(x); 
f : x 7! 
f(x)a pov¹imnìme si následují
í zajímavé vlastnosti M�: ne
h» y1; y2 jsou øe¹ení (11) a k 2 C je konstanta;pak y1 + y2 2M� a k:y1 2M� | ovìøte dosazením do rovni
e (11). Platí toti¾(y1 + y2)00 = y001 + y002 ; (
y1)00 = 
:y001a obdobnì pro první deriva
e: jinými slovy deriva
e je lineární zobrazení na prostoru diferen
ovatelný
hfunk
í12; zobrazení, které funk
i pøiøazuje její deriva
i. Druhá deriva
e je podobnì lineárním zobrazenímna prostoru dvakrát diferen
ovatelný
h funk
í.Bez problémù ovìøíme i dal¹í vlastnosti (proveïte), které 
harakterizují M� jako vektorový prostor.To je také dùvod, proè rovni
i (11) nazýváme lineární. Nyní se samozøejmì nabízí otázka jaká je dimenzetohoto prostoru. Vyøe¹me tuto jednodu
hou homogenní lineární rovni
iy00(x) = 0: (13)Snadno zjistíme, ¾e (13) splòuje libovolná lineární funk
e y(x) = ax+ b; a; b 2 C . I na tomto konkrétnímpøípadì vidíme, ¾e M� je vektorový prostor. Jeho bázi by mohly tvoøit napøíklad funk
e y(x) = 1 ay(x) = x (proè?), tedy dimenze M� je dvì. Nabízí se tedy my¹lenka, ¾e dimenze prostoru v¹e
h øe¹enílineární homogenní rovni
e n-tého øádu je rovna n a zároveò i poètu libovolnì volitelný
h konstantv obe
ném øe¹ení. Toto tvrzení skuteènì platí, ale doká¾eme jej a¾ pozdìji.Dále oznaèmeM�� mno¾inu v¹e
h øe¹ení rovni
e (12). Tato mno¾ina ji¾ není vektorový prostor (pokudf(x) 6� 0) | uvìdomte si proè: dosaïte do (12) funk
i y1 + y2, kde y1; y2 øe¹í (12). M�� má ale takéjednu zajímavou vlastnost. Pokud je y(x) øe¹ení rovni
e (12) a yh(x) libovolné øe¹ení pøíslu¹né homogennírovni
e (11), tedy rovni
e (12), v ní¾ místo pravé strany napí¹eme nulu, je funk
e y+ yh øe¹ením rovni
e(12). Snadno to ovìøíme dosazením. Naopak pokud jsou y1; y2 øe¹ení (12), pak y1 � y2 je øe¹ením (11).To ale znamená, ¾e pokud najdeme jeden prvek y 2 M��, pak libovolný dal¹í prvek M�� lze vyjádøitjako y+ yh, kde yh je jedno z øe¹ení pøíslu¹né homogenní rovni
e. Vzhledem k tomu, ¾e M� je vektorovýprostor, nazýváme M�� a�nní (posunutý) vektorový prostor a yh jeho vr
holem.Podstatnou podmno¾inou lineární
h diferen
iální
h rovni
 tvoøí rovni
e s konstantními koe�
ienty,tedy rovni
e tvaru (11) nebo (12), v ni
h¾ a0; a1; a2 jsou reálné konstanty:a2y00(x) + a1y0(x) + a0y(x) = f(x); resp. a2y00(x) + a1y0(x) + a0y(x) = 0:Prin
ip øe¹ení: øe¹íme-li nehomogenní rovni
i, vyøe¹íme nejprve pøíslu¹nou rovni
i homogenní a potomnajdeme jedno øe¹ení rovni
e nehomogenní (tomuto øe¹ení øíkáme partikulární øe¹ení).Homogenní rovni
e: metoda þansatzuÿ13. Na levé stranì rovni
e se vyskytují tøi funk
e, po ni
h¾¾ádáme, aby þse odeèetlyÿ. Bylo by tedy vhodné, aby se tyto funk
e nìjak navzájem þpodobalyÿ | napø.12Mno¾inì funk
í mají
í
h deriva
i.13Nìme
ky násada, zárodek. 23



funk
e lnx a 1=x se zøejmì takto odeèíst nepodaøí14. Deriva
e se ov¹em pùvodní funk
i velmi podobajípro y(x) = e�x; � 2 R. Zkusme tedy tuto funk
i dosadit do øe¹ené rovni
e:a2(e�x)00 + a1(e�x)0 + a0e�x = 0 (14)a2�2e�x + a1�e�x + a0e�x = 0:Pokud poslední rovni
i dìlíme e�x, získáme podmínku pro �, kterou kdy¾ splníme, bude (14) splnìnapro ka¾dé x, tedy y(x) = e�x bude øe¹ení homogenní rovni
e. Tuto podmínku nazýváme 
harakteristi
károvni
e a2�2 + a1�+ a0 = 0:Pro øe¹ení �1;2 této rovni
e mohou nastat 
elkem tøi mo¾nosti.1. �1; �2 2 R;�1 6= �2. Pak funk
e y1 = e�1x; y2 = e�2x øe¹í homogenní rovni
i, a tudí¾ libovolnáfunk
e y = C1e�1x + C2e�2x; C1;2 2 R je zøejmì také øe¹ením. Zároveò mno¾ina tì
hto øe¹ení mádimenzi dva (proè?), a tedy jsme ji¾ na¹li v¹e
hna15 øe¹ení homogenní rovni
e.2. �1 = �;�2 = ��; � 2 C; tj. pro � = a + ib je e�1;2x = eax(
os bx � i sin bx). Obe
né øe¹ení budeopìt lineární kombina
í tì
hto dvou funk
í. Mù¾eme ov¹em po¾adovat, aby toto øe¹ení dávalo pouzereálné hodnoty (zadaná rovni
e ¾ádná komplexní èísla neobsahovala). Za báziM� tedy zvolíme místoy1 = e�1x; y2 = e�2x jiné funk
e, a to y1 + y2 a �i(y1 � y2). Jako 
vièení z lineární algebry zkustedokázat, ¾e tyto funk
e jsou skuteènì bází M� za pøedpokladu, ¾e y1; y2 tvoøí bázi M�. Libovolnéøe¹ení homogenní rovni
e tedy bude mít v tomto pøípadì tvar y = eax(C1 
os bt+ C2 sin bt).3. �1 = �2 = a1=(2a2) = a. Nyní ov¹em známe jen jedno øe¹ení, a to eax. Mù¾eme ovìøit, ¾e v tomtopøípadì (a pouze v tomto pøípadì) bude øe¹ením také funk
e xeax. Obe
né øe¹ení bude tedy vetvaru y = (C1x+ C2)eax.Shrnutí: metoda ansatzu obe
nì spoèívá v tom, ¾e pøedpokládáme øe¹ení v urèitém konkrétním tvaru(který nám nìkdo poradí) s nìkolika (èasto jednou) neznámými konstantami, ve slo¾itìj¹ím pøípadì ifunk
emi. Dosazením do øe¹ené rovni
e pak najdeme podmínku pro tyto konstanty, pøípadnì získámejednodu¹¹í diferen
iální rovni
i pro neznámou funk
i v ansatzu.Nehomogenní rovni
e, partikulární øe¹ení: pro obe
nou funk
i f(x) jsme vìt¹inou odkázáni na napovì-zený ansatz. Pokud je ov¹em f(x) napøíklad eax, resp. sin ax (
os ax), platí pro y zásada þsvoji k svémuÿa ansatz je rozumné hledat ve tvaru souèinu polynomu a eax, resp. ve tvaru obe
né lineární kombina
efunk
í sin ax a 
osax. Pøitom by v tomto ansatzu mìly vystupovat dvì neznámé konstanty C1; C2, tedypolynom by mìla být lineární funk
e, pøípadnì lineární funk
e násobená mo
ninou x.Závìrem zkusme jednu rovni
i druhého øádu vyøe¹it.Pøíklad: Øe¹ení pohybu hmotného bodu konají
ího tlumený harmoni
ký kmit buzený vnìj¹í silou har-moni
kého prùbìhu vede na rovni
i y00(t) + ay0(t) + by(t) = d sin 
t: (15)Dejme tomu, ¾e v konkrétním pøípadì vy¹ly konstanty a; b; 
; d po øadì rovny 2; 2; 1; 3. Pøi hledání obe
-ného øe¹ení musíme øe¹it nejprve pøíslu¹nou homogenní rovni
i. Charakteristi
ká rovni
e je�2 + 2�+ 2 = 0;jejími øe¹eními jsou �1;2 = �1 � i. Bázi prostoru v¹e
h øe¹ení homogenní rovni
e lze tedy vyjádøit buïve tvaru e(�1+i)t; e(�1�i)t nebo e�t 
os t; e�t sin t, obe
né øe¹ení zapí¹eme ve tvaruy(t) = e�t(C1 
os t+ C2 sin t):Pro partikulární øe¹ení pou¾ijeme ansatz y = a sin t + b 
os t. Dosazením do (15) získáme po provedeníderiva
í rovni
i (�a� 2b) sin t+ (�b� 2a) 
os t = 3 sin t: (16)14Poznámka naví
: na levé stranì rovni
e je lineární kombina
e funk
í y00; y0; y, 
h
eme tedy aby tyto funk
e byly lineárnìzávislé.15Bylo by ov¹em tøeba ukázat, ¾e øe¹ení y1; y2 jsou lineárnì nezávislá. To platí, ale dokazovat to zatím nebudeme.24



Tuto rovni
i je tøeba splnit pro ka¾dé t, aby ná¹ ansatz byl øe¹ením (15). Vezmeme-li napø. t = 0 at = �=2, dostáváme podmínky�b� 2a = 0; �a� 2b = 3, a = �1 ^ b = 2:Aby
hom získali tyto podmínky, mohli jsme si také uvìdomit, ¾e sin t a 
os t jsou lineárnì nezávislé funk
e(nebo» mohly tvoøit bázi nìjaké mno¾iny M�) a rovni
e (16) neudává ni
 jiného ne¾ vyjádøení vektoru(funk
e) 3 sin t + 0 
os t pomo
í souøadni
 v bázi f
os t; sin tg | proto¾e je toto vyjádøení jednoznaèné,musí být �a� 2b = 3 a �b� 2a = 0.Funk
e y = � sin t+ 2 
os t je tedy øe¹ením (15) a obe
né øe¹ení (15) mù¾eme zapsat ve tvaruy(t) = � sin t+ 2 
os t+ e�t(C1 
os t+ C2 sin t):Zde ov¹em nará¾íme na rozpor | získali jsme nejednoznaèné øe¹ení, aèkoliv oèekáváme, ¾e pohyb hmot-ného bodu bude urèen jednoznaènì. Klíè je v otáz
e, èím je tento pohyb urèen jednoznaènì. Odpovìïzní: poèáteèními podmínkami, tedy napø. polohou a ry
hlostí bodu v èase t = 0. Budeme-li napøíkladpo¾adovat, aby y(0) = 2 a y0(0) = 0, zjistíme, ¾e2 = y(0) = 2 + C1; a 0 = y0(0) = �1 + C2;èím¾ jsou ji¾ konstanty C1; C2 dány a øe¹ení pohybu daného rovni
í (15) za tì
hto poèáteèní
h podmínekje y(t) = � sin t+ 2 
os t+ e�t sin t:
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2 Primitivní funk
ex1. Základní pojmy: defini
e, pøíkladyDe�ni
e 23: Primitivní funk
eØekneme, ¾e funk
e F je primitivní funk
e k funk
i f na intervalu I , pokud 8x 2 I : F 0(x) = f(x)(v krajní
h bode
h I pak máme na mysli pøíslu¹né jednostranné deriva
e F ). Primitivní funk
i znaèímeF (x) = Z f(x) dx;nazýváme ji té¾ neurèitý integrál.P o z n ámka o symbolu diferen
iálu: Dùvod, proè se ve vý¹euvedeném symbolu pí¹e zrovna diferen
iál,vysvìtlíme v kapitole o Riemannovì integrálu. I zde existuje analogie se symbolem �x.Vìta 19: O nejednoznaènosti primitivní funk
eJe-li F (x) primitivní funk
e k f(x) na intervalu I , pak pro ka¾dou funk
i G(x) primitivní k f(x) na Iexistuje konstanta 
 taková, ¾e 8x 2 I : G(x) = F (x)+ 
. Naopak ka¾dá funk
e, pro ni¾ existuje 
 s toutovlastností, je té¾ primitivní k f(x).Dùkaz: Vyslovili jsme ekvivalen
i. Jednodu¹¹í tvrzení je, ¾e v¹e
hny funk
e G(x), k nim¾ existuje kon-stanta 
, G(x) = F (x) + 
;8x 2 I jsou primitivní k f(x). Není pøímìj¹ího postupu, ne¾ srovnat tototvrzení s de�ni
í: G0(x) = �F (x) + 
�0 = F 0(x) + 
0 = f(x) + 0. Tedy tato èást vìty je v poøádku.Opaèná implika
e se doká¾e takto: budeme pøedpokládat funk
i h(x) = F (x)�G(x). Snadno ovìøíme,¾e h0(x) = 0;8x 2 I , a bude nás zajímat, zda musí být tudí¾ funk
e h(x) na I konstantní. Dùkaz provedemepomìrnì jednodu¹e s vyu¾itím vìt o støední hodnotì, které nás v¹ak èekají a¾ ve ètvrté kapitole. Ètenáøne
h» se proto zatím spokojí se v
elku názornou pøedstavou, pøípadnì do paragrafu o vìtá
h o støedníhodnotì nahlédne.P o z n ámka (dùle¾itá): Pakli¾e hledáme F (x) na intervalu I [ J , I \ J 6= ;; je mo¾né najítFI(x) = Z f(x) dx na intervalu I; FJ (x) = Z f(x) dx na intervalu J;pøièem¾ 8x 2 I \ J : FI(x) � FJ (x) = 
 6= 0. V takovém pøípadì ale mù¾eme pomo
í pøed
hozí vìtyukázat, ¾e napø. k FI(x) existuje taková GJ (x), ¾e FI (x) = GJ (x);8x 2 I \ J | vskutku, pokud jeprùnikem intervalù jediný bod a, volíme GJ (x) = FJ (x) + FI(a) � FJ (a). Pakli¾e je tímto prùnikeminterval A, pou¾ijeme pro FI (x), FJ (x) na A pøed
hozí vìtu pøímo.V prvním pøípadì (I \ J = fag) ovìøte, ¾e funk
e F de�novaná na I [ JF (x) = � FI (x) pro x 2 IGJ (x) pro x 2 Jmá deriva
i v bodì a a platí F 0(a) = f(a), tedy ¾e F je primitivní funk
í f na I [ J . Návod: urèetejednostranné deriva
e.C v i è e n í : V pøed
hozí poznám
e ne
h» I \J = fag. Polo¾me F (x) = FI(x) pro x 2 I a F (x) = GJ (x)pro x 2 J . Uka¾te, ¾e nová funk
e má v¹ude na I \ J deriva
i a ¾e F 0(x) = f(x). Spe
iálnì se zamìøtena bod x = a.Vìta 20: Základní primitivní funk
e1. R ex dx = ex + 
;2. R 1x dx = ln jxj+ 
, x 6= 0,3. R (x+ a)n dx = 1n+1 (x+ a)n+1 + 
; n 6= �1; a 2 C ; n 2 Z;4. R 1x+a dx = ln jx+ aj+ 
; a 2 R; x 6= �a, 26



5. R 
osx dx = sinx+ 
;6. R sinx dx = � 
osx+ 
;kde 
 je konstanta nezávislá na x.Dùkaz: Tato tvrzení by si zajisté ètenáø zvládl dokázat opìt pomo
í de�ni
e primitivní funk
e (tedyzderivováním). Obtí¾e by snad mohla u bodu 2 èinit absolutní hodnota | má-li tvrzení platit pro x 22 R n f0g, mù¾eme v¹ak dùkaz provést zvlá¹» pro x kladná a záporná.Po z n ámka : V minulé vìtì jsme s ¾eleznou pravidelností psali primitivní funk
e ve tvaru F (x) ++ 
. Konstantu 
 nazýváme integraèní konstanta a v dal¹ím textu ji¾ nebudeme v jejím pøípadì tolikdùslední | budeme vìdìt, ¾e kteroukoliv primitivní funk
i získáme ze spoèítané funk
e pøiètením vhodnékonstanty.P o z n ámka : Ètenáøe mo¾ná napadne, proè jsme u bodu 4 kladli po¾adavek a 2 R. Pov¹imnìmesi pøíkladù na kon
i paragrafu o deriva
í
h. Zvládli jsme derivovat funk
e (x + �)n; 1=(x + �)n pro� 2 C ; n 2 Z, nikoliv v¹ak ln(x+ �). Pøíèina je v tom, ¾e zatím
o zn; z 2 C ; n 2 Z je dobøe de�novanéèíslo, ln z; z 2 C není. Máme tím na mysli, ¾e logaritmus v komplexním oboru není jednoznaèná funk
e;platí napøíklad e0 = e2�i = 1. Funk
e komplexní promìnné se vyznaèují nìkterými zvlá¹tnostmi a jeji
hproblematikou se budeme zabývat a¾ ve ètvrtém semestru (kapitola 13); proto také funk
i (z + a)nderivujeme zatím jako souèin funk
í a ne jako slo¾enou funk
i, nebo» vnìj¹í funk
e zn by byla C ! C .Vìta 21: Integra
e souètuNe
h» pro f; g : R ! C existují R f(x) dx; R g(x) dx na intervalu I . Pro 
 2 C potom existují i R [f(x) ++ g(x)℄ dx a R 
:f(x) dx a platíZ [f(x) + g(x)℄ dx = Z f(x) dx+ Z g(x) dx; Z 
:f(x) dx = 
 Z f(x) dx:Dùkaz: Opìt triviálnì z de�ni
e primitivní funk
e.Vìta 22: Integra
e per partes16Buïte f; g : R ! C s existují
ími deriva
emi na I . Pokud existuje primitivní funk
e k funk
i f(x) � g0(x),pak existuje i primitivní funk
e k f 0(x) � g(x) a platíZ f 0(x) � g(x) dx = f(x) � g(x)� Z f(x) � g0(x) dx:Dùkaz: Zderivujeme-li pravou i levou stranu této rovnosti obdr¾íme tentý¾ výraz, tedy opìt dùkazz de�ni
e. Stojí za pov¹imnutí, ¾e tento vztah je vlastnì þzintegrovanáÿ vìta o deriva
i souèinu funk
í(napi¹te si ji).P ø í k l a d : Vypoètìme R x � ex dx.Podle znaèení z pøed
hozí vìty polo¾íme f(x) = x; f 0(x) = 1; g0(x) = ex; g(x) = ex, a mù¾eme psátZ x � ex dx = x � ex � Z 1 � ex dx = x � ex � ex:Pø í k l a d : Spoètìme R lnx dx.Tentokrát pou¾ijeme funk
e f(x) = lnx; f 0(x) = 1x ; g0(x) = 1; g(x) = x:Z lnx dx = x lnx� Z x 1x dx = x lnx� x:Cv i è e n í : Spoèítejte R ar
tgx dx; R ar
sinx dx; R x2 lnx dx. Návod: v první
h dvou pøípade
h pou¾ijtetriku s þvlo¾ením jednièkyÿ z minulého pøíkladu, v tøetím pøípadì integrujte dvakrát per partes.16Integra
e po èáste
h. 27



Pø í k l a d : Urèete R sinn x dx; n 2 N; n � 2.Vezmìme f(x) = sinn�1 x; g0(x) = sinx. Pak platí:Z sinn x dx = � sinn�1 x 
osx� Z (n� 1) sinn�2 x 
osx(� 
osx) dx == � sinn�1 x 
osx+ Z (n� 1) sinn�2 x(1� sin2 x) dx:Nyní oznaèíme In(x) = R sinn x dx; 8n 2 N:In(x) = � sinn�1 x 
osx+ (n� 1)In�2(x) � (n� 1)In(x)In(x) = � 1n sinn�1 x 
osx+ n� 1n In�2(x):Takto jsme si
e pøímo integrál nespoèetli, av¹ak získali jsme rekurentní vzore
, který kdy¾ budemedostateènì{ (koneènì{) krát opakovat, dojdeme k 
íli17.Vìta 23: O substitu
iBuï ' zobrazení intervalu I do intervalu J , ne
h» existuje '0(x) na I . Potom1. existuje-li F (x) = R f(x) dx na J , existuje i R f�'(t)� � '0(t) dt a je rovná F �'(t)�.2. Pokud je naví
 ' prosté a '0(x) 6= 0 na I , pak platí pro funk
i G(t) = R f�'(t)�'0(t) dt vztahG�'�1(x)� = R f(x) dx:Dùkaz: První tvrzení potvrdíme snadno zderivováním za pou¾ití vìty o deriva
i slo¾ené funk
e. Tvrzenídruhé ovìøíme stejným zpùsobem, jen je¹tì s vyu¾itím vìty o deriva
i inverzní funk
e | budeme psátt = '�1(x); x = '(t): G0�'�1(x)� = G0(t) � '0�1(x) = f�'(t)�'0(t) � 1'0(t) = f(x):Po zn ámka : Tato vìta nás opravòuje provést pøi integrování novou þúpravuÿ:Z f(x) dx x='(t)dx='0(t) dt ! Z f�'(t)�'0(t) dt;pøièem¾ ¹ip
e doleva odpovídá první èást vìty, ¹ip
e doprava èást druhá. Napøíklad pokud 
h
eme spoèítatintegrál nalevo, mù¾eme místo nìj poèítat integrál napravo (þpøevést jej na tento integrálÿ) a druhý bodvìty nám zaruèí, ¾e ve vypoètené funk
i G(t) se mù¾eme substitu
í t = '�1(x) vrátit k promìnné x a ¾efunk
e G�'�1(x)� je skuteènì hledanou primitivní funk
í k f .P ø í k l a d : Vypoètìme R lnxx dx.Z lnxx dx = Z t dt = 12 t2 = 12 ln2 x: t = lnxdt = 1x dxPou¾íváme druhý bod vìty pøesnì podle pøed
hozí poznámky.Po z n ámka naví
: Druhý bod ov¹em mù¾eme formulovat také jinak:Vìta 24:Ne
h» existuje F (x) = R f(x) dx na I a budi¾ '(t) funk
e zobrazují
í interval J do I , k ní¾ existuje funk
einverzní. Potom na J existuje G(t) = R f�'(t)�'0(t) dt, pøièem¾ G�'�1(x)� je primitivní funk
í k f(x).P o z n ámka : Po¾adavek na existen
i F (x) mù¾e být v praxi èasto zastoupen silnìj¹ím tvrzením, ¾ef(x) je spojitá. Existen
i inverzní funk
e k '(t) lze zaruèit takté¾ silnìj¹ím po¾adavkem monotonie |není ale nutné, aby '(t) mìla nenulové deriva
e na J .17Ná¹ vzoreèek funguje pro n � 2, tedy skonèíme ve 
hvíli, kdy budeme poèítat I1 nebo I0. Ani jeden z tì
hto integrálùv¹ak nepatøí mezi ty obtí¾nìj¹í. 28



Dùkaz: Zde ji¾ poznáváme pøímý dùsledek prvního bodu pøed
hozí vìty. Tak je zaji¹tìna existen
eG(t) = F �'(t)�. Proto¾e k '(t) existuje inverzní funk
e, lze v této rovnosti substituovat t = '�1(x), èím¾do
házíme ke vztahu G�'�1(x)� = F (x), tedy G�'�1(x)� je primitivní funk
e k f(x).P o z n ámka (triviální): Nezapomínejme na to, ¾e a¾ po zasubstituování provedeme integra
i, získámevýraz v jiné promìnné ne¾ jsme mìli na zaèátku. Je tedy nutné provést zpìtnou substitu
i.P ø í k l a d : Urèeme R 1=(1 +px) dx:Z 11 +px dx = Z 11 + t � 2t dt = 2 Z �1� 11 + t� dt = x = t2= 2(t� ln j1 + tj) = 2px� 2 ln(1 +px): dx = 2t dtÚm l u v a : V dal¹ím se ji¾ nebudeme pøi integrování striktnì dr¾et zápisu R f(x) dx, ale budeme sesymbolem dx nakládat jako s øádným èinitelem (toto platí pouze z hlediska zápisu!): budeme napøíkladpsát R dxx místo R 1x dx.Na závìr tohoto úvodního paragrafu spoèítáme pomo
í substitu
e je¹tì dva u¾iteèné integrály.P ø í k l a d : Spoètìme R dxx2+px+q ; q � p24 > 0.Z dxx2 + px+ q = Z dxx2 + px+ p24 + q � p24 = Z dx�x+ p2�2 + q � p24 = t = x+ p2 ;�2 = q � p24 ; � > 0= Z dtt2 + �2 = 1�2 Z dt� t��2 + 1 = 1� Z 1� dt� t� + 1�2 = dt = dx= 1� Z dzz2 + 1 = 1� ar
tg z = 1pq � p2=4 ar
tg x+ p2pq � p2=4 : z = t� ; dz = dt:Pø í k l a d : Vypoèítejte R (ax+b)x2+px+q dx za podmínky q � p24 > 0.Z (ax+ b) dxx2 + px+ q = a2 Z (2x+ p) dxx2 + px+ q + Z (b� ap2 ) dxx2 + px+ q = t = x2 + px+ q= a2 Z dtt +�b� ap2 �Z dxx2 + px+ q = a2 ln jtj+�b� ap2 �Z dxx2 + px+ q = dt = 2x+ p= a2 ln(x2 + px+ q) +�b� ap2 � 1pq � p2=4 ar
tg 1pq � p2=4(x + p=2):
x2. Integra
e ra
ionální
h funk
íObsah této kapitoly je nutným pøedpokladem pro zvládnutí integra
e ra
ionální
h lomený
h funk
í. Do-ká¾eme zde nìkolik málo vìt, v podstatì jen vìty nezbytné pro dal¹í rozvoj s
hopnosti integrovat, kteráje motivem kapitoly.De�ni
e 24: Polynom, stupeò polynomu, koøen polynomuBuï f : R ! R, resp. f : R ! C funk
e. Ne
h» existuje n 2 N0 a a0; : : : ; an 2 R, resp. a0; : : : ; an 2 C , ¾e8x 2 R platí f(x) = nXi=0 aixi:Takovou funk
i f nazveme polynomem jedné reálné promìnné nad tìlesem R, resp. C . Tuto skuteènostformalizujeme symbolikou f 2 R[x℄, resp. f 2 C [x℄. Stupnìm polynomu P nazveme nezáporné 
elé èíslo29



k, pokud ak 6= 0 a zároveò pro i > k je ai = 0. Symbolem pro vý¹e uvedenou skuteènost je k = st(P ).Pro polynom P (x) � 0 stupeò st(P ) nede�nujme. Koøenem polynomu P nazveme ka¾dé èíslo a 2 C , pronìj¾ P (a) = 0. Øekneme, ¾e tento koøen je �-násobný právì tehdy, kdy¾ 8z 2 C , resp. R lze P zapsat vetvaru P (z) = R(z) � (z � a)� , kde R(z) je polynom, jeho¾ a není koøenem.Úm l u v a : Výraz polynom jedné reálné promìnné nad tìlesem R, resp. C budeme zjednodu¹ovat navýraz reálný, resp. komplexní polynom.Polynom P identi
ky rovný nule budeme zapisovat P � 0.C v i è e n í : Provedením sèítání, resp. násobení uka¾te, ¾e jsou-li p; q dva nenulové polynomy, pakst(p � q) = st(p) + st(q) a st(p+ q) � maxfst(p); st(q)g.P o z n ámka : Polynomy mohu rozdìlit mno¾inu R do dvou disjunktní
h mno¾in, øeknìme T a A,na základì s
hopnosti èísla nebýt èi být koøenem rovni
e P (x) = 0, kde P je polynom s 
eloèíselnýmikoe�
ienty, tj. P 2 Z[x℄. Formálnì zapsáno A = fx 2 Rj 9P 2 Z[x℄^ P (x) = 0g; T = R nA. Èísla z T senazývají trans
endentní a èísla z A algebrai
ká. Ra
ionální èísla jsou zøejmì podmno¾inou A, nebo» èíslox = pq je koøenem rovni
e qx� p = 0; p 2 Z; q 2 N; do A ale patøí typi
ky i þodmo
ninyÿ z ra
ionální
hèísel, napøíklad p2, p3 +p2. Naopak T je podmno¾inou ira
ionální
h èísel. Dnes víme, ¾e napø. e i� jsou trans
endentní, viz napø. B. Novák: Vybrané partie z teorie èísel èi A. V. ©idlovskij: Diofantovypribli¾enija i trans
endentnyje èisla.Nyní uvedeme velmi dùle¾itou vìtu nazývanou základní vìta algebry (ZVA). Zatím ji v¹ak budemepou¾ívat bez dùkazu, nebo» ten se opírá teorii funk
í komplexní promìnné, jí¾ se budeme zabývat v ka-pitole 13.Vìta 25: Základní vìta algebryBuï P polynom stupnì alespoò prvého. Pak P má alespoò jeden koøen v mno¾inì komplexní
h èísel.Vìta 26: O dìlení polynomùBuïte P , Q nenulové polynomy. Existuje právì jeden polynom S a právì jeden polynom R, tak abyidenti
ky platilo P = Q:S +R a R splòovalo podmínku st(R) < st(Q) nebo R � 0.Dùkaz: Idea je veli
e názorná; spoèívá v algoritmu dìlení polynomù.1. Existen
i uká¾eme tak, ¾e polynomy R, S zkonstruujeme. Budeme postupovat induk
í dle st(P ). Prost(P ) = 0 je vìta (26) triviální, a proto dal¹í pøene
háváme ètenáøi. Návod: rozdìlte dùkaz na dva pøípadyst(Q) = 0 a st(Q) � 1.Pøedpokládejme platnost vìty (26) pro polynomy P stupnì nejvý¹e p � 1, vyvoïme její platnost i propolynomy P stupnì p.Je-li st(Q) > st(P ), zvolme S � 0 a R = P . Tehdy jistì st(R) = st(P ) < st(Q), 
o¾ bylo dokázat.Je-li st(Q) � st(P ), oznaème q = st(Q) a de�nujme r(x) df= apbq xp�q , kde ap resp. bq je koe�
ient pøinejvy¹¹í mo
ninì v polynomu P , resp. Q. Polynom r je volen tak, aby st(P � r �Q) � st(P )� 1P (x) � r(x) �Q(x) = apxp + ap�1xp�1 + : : :+ a0 � apxp � bq�1 apbq xp�1 � : : :� b0 apbq == xp�1�ap�1 � bq�1 apbq �+ : : :Pro P � r � Q potom ale dle indukèní premisy nalezneme R; s takové, aby P � r � Q = s � Q+ R, tj.P = (s+ r) �Q+R. Tím jsem nalezli S = s + r a R, èím¾ byla existen
e dokázána.2. Jednoznaènost R, S. Pøedpokládejme, ¾e existují dva rùzné polynomy S1; S2 a k nim polynomy R1; R2tak, ¾e jsou splnìny rovnosti P = S1Q+R1; P = S2Q+R2:Srovnáním máme Q � (S1�S2) = R2�R1. Jde o identitu dvou podle pøedpokladu nenulový
h polynomù,proèe¾ tyto polynomy musí být identi
ké (viz lemma o rovnosti polynomù ní¾e). To je ov¹em spor, nebo»mají rùzné stupnì (viz 
vièení vý¹e).
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De�ni
e 25: Ra
ionální lomená funk
eFunk
i R(z) = P (z)Q(z) ; DR = fz 2 R j Q(z) 6= 0gnazveme ra
ionální lomenou funk
í. Zobe
nìní pro komplexní z je zøejmé.P ø í k l a d : Vydìlme (ve smyslu pøed
hozí vìty) (x2 � 1)3 : (x4 + 1).(x6�3x4+3x2�1) : (x4 + 1) = x2 � 3�x6 � x2�3x4+2x2 �13x4 +32x2 +2Pí¹eme tedy (x2 � 1)3 = (x2 � 3) � (x4 + 1) + 2x2 + 2:Cv i è e n í : Doka¾te, ¾e mno¾ina v¹e
h polynomù nad tìlesem R, resp. C s opera
emi sèítání polynomùa násobení polynomu reálným, resp. komplexním èíslem, jak je znáte ze støední ¹koly, je vektorovýmprostorem nad tìlesem reálný
h, resp. komplexní
h èísel. Uka¾te na základì ZVA, ¾e se jedná o prostornekoneèné dimenze, najdìte jednu bázi tohoto prostoru.Lemma:Je-li P (z) polynom a je-li P (z0) = 0, pak P (z)=(z� z0) je také polynom, jinými slovy þdìlení vyjde bezezbytkuÿ.Dùkaz lemmatu: Pou¾ijeme vìtu (26). Existují polynomy R a S, takové, ¾e platí P (z) = (z � z0) �� S(z) + R(z) pro ka¾dé z 2 C . Polynom R ov¹em musí být pro v¹e
hna z roven konstantì 
, nebo» jehostupeò je nula nebo dokon
e není de�nován. Pokud do rovnosti dosadíme z = z0, dostaneme R(z0) = 0,tedy R � 0.Vìta 27: O rozkladu na koøenové èiniteleBuï n 2 N, P (z) = nPi=0 aizi a an 6= 0. Potom existují z1; : : : ; zs 2 C a �1; : : : ; �s 2 N taková, ¾e1. pro ka¾dé i = 1; : : : ; s je zi koøen P násobnosti �i,2. v¹e
hna zi, i = 1; : : : ; s jsou po dvou rùzná,3. n = �1 + : : :+ �s a4. pro ka¾dé z 2 C je P (z) = an sQi=1(z � zi)�i :Mno¾ina koøenù fz1; : : : ; zsg a jim pøíslu¹ejí
í
h násobností f�1; : : : ; �sg je a¾ na poøadí urèena jedno-znaènì.P o z n ámka : Zápis v bodu 4 nazýváme koøenový rozklad polynomu P . Bod 3 znamená, ¾e pokudka¾dý koøen poèítáme vèetnì jeho násobnosti (tedy tolikrát, kolik je jeho násobnost), má ka¾dý polynomstupnì n právì n koøenù v C .Dùkaz: Induk
í podle stupnì polynomu n; nejprve existen
e. Pøípady n = 0; 1 jsou triviální. Ne
h»tvrzení vìty platí pro v¹e
hny polynomy stupnì nejvý¹e n a ne
h» P je polynom stupnì n+1. Podle ZVAmá P alespoò jeden koøen ez v C a podle lemmatu je eP (z) = P (z)=(z � ez) také polynom. Z 
vièení zade�ni
í (24) plyne, ¾e eP je stupnì nejvý¹e n, proèe¾ se na nìj vztahuje indukèní pøedpoklad. Existují tedyfz1; : : : ; zsg a f�1; : : : ; �sg splòují
í 1.{4. bod vìty. Dále konstruujeme mno¾inu koøenù a jeji
h násobnostípro polynom P . Pokud ez = zi, pak mno¾ina koøenù zùstane nezmìnìna a u násobností se zmìní pouze �ina �i + 1. Pokud ez není koøenem eP , pak jej zahrneme do mno¾iny koøenù P jako zs+1 = ez s násobností�s+1 = 1. Body 1{4 zøejmì zùstanou v platnosti i pro P . Pov¹imnìme si, ¾e an v rozkladu dle bodu 4 jezároveò koe�
ientem u nejvy¹¹í mo
niny polynomu P .31



Jednoznaènost doká¾eme opìt induk
í podle n. Pro n = 0; 1 je situa
e opìt triviální, indukèní krokvypadá takto. Ne
h» P (z) = an sYi=1(z � zi)�i = an ~sYi=1(z � ezi)~�i df= eP (z):Èíslo z1 je koøenem P a musí být i koøenem eP , nebo» jinak by eP (z1) 6= P (z1) = 0. PolynomyQ(z) df= P (z)z � z1 = eP (z)z � z1 df= eQ(z)jsou ov¹em stupnì n � 1, a tedy pro nì platí indukèní pøedpoklad, tedy mají stejný koøenový rozklad.Toté¾ pak platí i pro P a eP .Lemma o rovnosti polynomù:Ne
h» P (x) a R(x) jsou polynomy stupnì nejvý¹e n. Pokud alespoò pro n + 1 rùzný
h x 2 C platíP (x) = R(x), jsou oba polynomy identi
ké.Dùkaz lemmatu: Sporem. Pokud jsou P;R rùzné, pak polynom Q = P � R má stupeò nejvý¹emaxfst(P ); st(R)g � n. Podle pøedpokladu má ale n+ 1 koøenù, 
o¾ je spor.P o z n ámka : Leh
e se nahlédne, ¾e je-li P reálný polynom a x jeho koøenem, pak i x je jeho koøenem.Buï x koøenem reálného polynomu P a spoèteme P (x).0 = P (x) = P (x) = anxn + : : :+ ao = anxn + :::+ ao = P (x);
o¾ bylo ukázat. Tato poznámka usnadní poèínání pøi hledání koøenù nìjakého polynomu.Lemma o kroku pøi rozkladu na par
iální zlomky:Buïte P , Q nenulové polynomy, st(Q) > st(P ). Je-li x koøenemQ násobnosti �, pak 9!A 2 C a 9! eP 2 C [z℄de�novaný rovni
í PQ(z) = A(z � x)� + eP (z) � (z � x)Q(z) ;aby pro eP platilo buï st( eP ) < st(Q)� 1, nebo eP � 0.Dùkaz: Ne
h» Q(z) = (z � x)� : eQ(z) a eQ(x) 6= 0. SpoètìmeP (z)eQ(z) = P (z)Q(z)(z � x)� = A + eP (z)eQ(z) � (z � x):Otázkou je, zda skuteènì existují èíslo A a polynom eP takové, aby byla poslední rovnost splnìna prov¹e
hna z 2 C . Zvolíme-li v pøede¹lé rovni
i z = x, vyjde P (x)= ~Q(x) = A, pro v¹e
hna z mù¾e tedy mù¾evyhovovat pouze toto A. Spoètìme dále eP (z), které bude-li existovat, pak také pouze právì jedno, 
o¾plyne z jednoznaènosti A a z jednoznaènosti rovnosti polynomù. Staèí dokázat, ¾e eP (z) existuje a mápo¾adované vlastnosti. VypoètemeeP (z) = P (z)z � x � A �Q(z)(z � x)�+1 = P (z)�A � eQ(z)z � x :Zatím není zøejmé, ¾e se jedná o polynom| zatím vidíme pouze ra
ionální lomenou funk
i. Uvìdomíme-lisi ale, ¾e A jsme zvolili tak, aby x bylo koøenem P (z)� A eQ(z), zjistíme jako ji¾ nìkolikrát v dùkaze
hpøed
hozí
h vìt, ¾e lze tento polynom vydìlit beze zbytku polynomem z � x.Existen
e jediného mo¾ného eP (z) je ukázána, spoètìme je¹tì st( eP ). Jeliko¾ je jistì st(Q) > st( eQ) ast(P ) < st(Q) dle pøedpokladu lemmatu, mù¾eme psát st( eP ) < st �Q(z)z�x � = st(Q)�1: Pokud vyjde eP � 0pak tato rovnost postrádá smysl, ni
ménì tvrzení lemmatu je splnìno rovnì¾. Dùkaz je uzavøen.Po z n ámka : Dal¹í vìta je �nálním výsledkem na¹eho sna¾ení. Tvzení lemmatu je¹tì upravíme; zlomekzapí¹eme ve tvaru PQ(z) = A(z � x)� + eP (z):(z � x)Q(z) = A(z � x)� + eP (z)Q1(z) ;32



kdeQ1(z) je polynom vzniklý vydìlenímQ(z) polynomem z�x, 
o¾ lze beze zbytku, nebo» x je koøenemQ.Vìta 28: O rozkladu na par
iální zlomkyBuïte Q(z), P (z) nenulové polynomy stupnì n 2 N, buïte x1; : : : ; xs koøeny Q(z) s násobnostmi�1; : : : ; �s. Existují Aij 2 C , kde i = 1; 2; : : : ; s a j = 1; : : : ; �i, ¾eP (z)Q(z) = �1Xj=1 A1j(z � x1)j + : : :+ �sXj=1 Asj(z � xs)j : (17)Dùkaz: Staèí domyslet (induk
í) pøede¹lé lemma. Dùkaz nebude pøísnì formální, slo¾itý zápis suma
í byspolu s induk
í vì
 jen ponìkud zatemòoval. Dle lemmatu vý¹e existuje A a P1(z), ¾eP (z)Q(z) = A(z � x1)�1 + P1(z)Q1(z) :Jeliko¾ dle lemmatu st(P1) < st(Q1), mù¾eme jej znovu pou¾ít i pro tuto dvoji
i. Lemma zaruèí existen
iB 2 C a P2(z) takový
h , ¾e P1(z)Q1(z) = B(z�x)�1�1 + P2(z)Q2(z) . Psali jsme ve jmenovateli (z � x)�1�1, proto¾ex1 je násobnosti � � 1 v Q1, nebo» Q1(z) = Q(z)z�x , jak jsme uvedli vý¹e. Takto lze postupovat, dokudx1 bude koøenem Qi. Je zøejmé, ¾e k tomu dojde po � kro
í
h, proto¾e tehdy x1 nebude koøenem Q� .Dále vezmeme koøen x2 a budeme rozkládat dle lemmatu ra
ionální lomenou funk
i P�1=Q�1 , kde místokoøene x dosadíme do tvrzení lemmatu x2. Je zøejmé (korektnìji induk
í), ¾e takto dospìjeme k rozkladuve vìtì, kterou máme dokázat.P o z n ámka : V¹imnìme si opìt reálný
h ra
ionální
h lomený
h funk
í. Jak ji¾ víme, je-li x koøenemreálného polynomu, pak i x je jeho koøenem, dokon
e té¾e násobnosti jako x. Rozlo¾íme-li ra
ionálnífunk
i na par
iální zlomky, pak jistì ke ka¾dému x nalezneme Akl=(z�x)l, a nebude-li x reálné, naleznui Aml=(z�x)l. Jeliko¾ pøedpokládáme R(z) = P (z)=Q(z) reálnou, mù¾eme i P a Q upravit tak, aby bylyreálné, a mù¾eme psát P (z)=Q(z) = P (z)=Q(z) = P (z)=Q(z), a tedy pro z 2 R: : :+ Akl(z � x) + Aml(z � x) + : : : = : : :+ Akl(z � x) + Aml(z � x) + : : :Porovnáme-li zlomky se stejnými jmenovateli, dostaneme Akl = Aml, nebo» x = x. Budeme-li integrovat,pøepí¹eme v¾dyAkl(z � x) + Aml(z � x) = Akl(z � x) +Aml(z � x)(z � x)(z � x) = Akl(z � x) +Aml(z � x)(z2 � z(x+ x) + jxj2) ; z 2 R;kde jest x+ x i jxj2 reálné. Výraz v èitateli má rovnì¾ reálné hodnoty, nebo»Akl(z � x) +Aml(z � x) = Aml(z � x) +Akl(z � x):Dostáváme tím pádem funk
i, kterou ji¾ umíme snadno integrovat | viz pøíklady na kon
i minuléhoparagrafu.P o z n ámka : Zøejmì lze dode�novat polynom jako funk
i komplexní promìnné, v¹e
hny 
itované vìtyby mìly své analogie. Av¹ak vzhledem k tomu, ¾e pojem limity, tedy i deriva
e jsou zavedeny jen pro reálnéfunk
e, je i pojem primitivní funk
e, dík kterému byla tato pasá¾ o polynome
h pøipravena, budován proreálný de�nièní obor, a právì proto jsme se omezili jen na P : R ! C .Vìta o rozkladu ra
ionální funk
e na par
iální zlomky nás opravòuje k postupu, který by se dalshrnout následují
ím zpùsobem (pøedpokládáme ji¾, ¾e stupeò èitatele je men¹í ne¾ stupeò jmenovatelea výraz ve jmenovateli je rozlo¾en na souèin mo
nin navzájem rùzný
h lineární
h dvojèlenù):1. Zakryjeme jeden z èinitelù ve jmenovateli (i s jeho mo
ninou) a èíslo, je¾ je jeho koøenem dosadímedo zbylého výrazu (tedy jeho nezakryté èásti).2. Do vznikají
ího rozkladu zkoumané funk
e pøipí¹eme výraz, v jeho¾ èitateli je toto èíslo a jmeno-vateli zakrytý18 výraz (vèetnì jeho mo
niny).18þZakrýváníÿ (z�xs)�s mù¾eme 
hápat tak, ¾e rovnost (17) tímto výrazem vynásobíme a do vzniklé rovnosti dosadímexs. Na pravé stranì pak budou v¹e
hny èleny obsahovat z � xs alespoò v první mo
ninì, a budou se tedy rovnat nules výjimkou èísla As�s , které zbylo ze zlomku As�s=(z � xs)�s .33



3. Body 1. a 2. opakujeme do té doby, ne¾ vyèerpáme v¹e
hny koøeny jmenovatele.4. Pokud násobnost v¹e
h koøenù jmenovatele byla právì jedna, jsme ji¾ hotovi. V opaèném pøípadìv rozkladu stále 
hybìjí èleny typu a(x�xk)n , kde n 2 N je men¹í ne¾ násobnost koøene xk. Proto 
elýná¹ dosavadní èásteèný rozklad odeèteme od rozkládané ra
ionální funk
e. Pokud jsme upravovalisprávnì, vznikne nám po krá
ení ra
ionální funk
e, její¾ jmenovatel bude vytvoøen ze jmenovatelefunk
e pùvodní tak, ¾e sní¾íme násobnosti v¹e
h koøenù o 1 (jednonásobné nám tedy vypadnou).V èitateli bude obe
ný polynom stupnì ni¾¹ího ne¾ polynom ve jmenovateli.5. Získanou þjednodu¹¹íÿ funk
i opìt rozkládáme podle bodu 1.C v i è e n í : Tvrzení podané na kon
i bodu 4. si promyslete | je triviálním dùsledkem lemmatu pou¾i-tého pøi dùkazu vìty o rozkladu na par
iální zlomky.P ø í k l a d : Rozlo¾me na par
iální zlomky(t2 � 1)2(t2 + 1)3 = (t2 � 1)2(t+ i)3(t� i)3 :Pro t = i je (t2�1)2(t+i)3 = i2 , podobnì pro t = �i je (t2�1)2(t�i)3 = � i2 . V¹imnìme si, ¾e èísla v èitatelí
h zlomkùpøíslu¹ný
h komplexnì sdru¾eným koøenùm stejné násobnosti jsou skuteènì komplexnì sdru¾ená, jak jsmeuvedli v poznám
e vý¹e | u¹etøí nám to pøí¹tì prá
i. Získáváme tak þèásteènýÿ rozklad, jak se o nìmmluví v bodu 4. Odeèteme jej od pùvodního zlomku:(t2 � 1)2(t� i)3(t+ i)3 � i2(t� i)3 + � i2(t+ i)3! = t4 � 2t2 + 1� (�3t2 + 1)(t� i)3(t+ i)3 == t2(t� i)(t+ i)(t� i)3(t+ i)3 = t2(t� i)2(t+ i)2 :Dále postupujeme stejným zpùsobem: t2(t�i)2(t+i)2 þèásteènìÿ rozlo¾íme na 14(t�i)2 + � 14(t+i)2 a po odeètenítohoto výrazu získáme zlomek 12t2+1 , který by
hom si
e mohli popsaným zpùsobem dále rozkládat, av¹akpro úèely pozdìj¹í integra
e je pohodlnìj¹í jej pone
hat v tomto tvaru. Celý rozklad tedy jei2(t� i)3 + � i2(t+ i)3 + 14(t� i)2 + 14(t+ i)2 + 12t2 + 1 :x3. Dùle¾ité substitu
e: vzorové pøíkladyV následují
ím oznaèíme R(x); R(x; y) libovolné ra
ionální funk
e jedné nebo dvou promìnný
h.Ra
ionální funk
e dvou promìnný
h je podíl dvou polynomù dvou promìnný
h19, funk
e þra
ionálníÿvùèi obìma promìnným, tedy, polo¾íme-li kteroukoliv z tì
hto promìnný
h rovnou konstantì, obdr¾ímera
ionální funk
i.I. R R(e�x) dx:Po substitu
i y = e�x, a tudí¾ dx = 1�y dy pøejdeme k integrálu z R(y) 1�y dy, tedy ra
ionální funk
e.II. Z R(lnx)x dx:Substitu
í y = lnx (tj. dx=x = dy) pøejdeme opìt k integrálu ra
ionální funk
e promìnné y.19Polynom dvou promìnný
h de�nujeme jako P (x; y) = P0�i+j�naijxiyj : Napøíklad R(x; y) = x2y + 2y � x4:
34



III. Z R�x; srax+ b
x+ d� dx; ad� b
 6= 0; s 2 N.Volíme substitu
it = srax+ b
x+ d ; z èeho¾ x = �dts + b
ts � a a dx = (ad� b
)sts�1(
ts � a)2 dt:Pø í k l a d : Øe¹te R x2=p1� x2 dx.Roz¹íøíme-li integrovaný zlomek p1 + x, dostávámeZ r1 + x1� x � 11 + xx2 dx = Z t t2 + 12t �� t2 � 1t2 + 1�2 � 4t(t2 + 1)2 dt = t =q 1+x1�x ; x = t2�1t2+1dx = 4t(t2+1)2 dt= Z 2(t2 � 1)2(t2 + 1)3 dt = Z � i(t� i)3 + �i(t+ i)3 + 12(t� i)2 + 12(t+ i)2 + 1t2 + 1� dt == � i2(t� i)2 + i2(t+ i)2 + � 12t� i + � 12t+ i + ar
tg t = 2t(t2 + 1)2 � tt2 + 1 + ar
tg t = t(1� t2)(t2 + 1)2 + ar
tg tZávìrem samozøejmì mù¾eme pøejít zpìt k promìnné x, dosazením t = � 1+x1�x� 12 .Tento postup je univerzální. Existuje ov¹em i ry
hlej¹í a snadnìj¹í 
esta k 
íli. Vzhledem k výskytuèlenu p1� x2 zkusíme goniometri
kou substitu
iZ x2p1� x2 dx = Z sin2 t
os t 
os t dt = Z sin2 t dt = Z �12 � 12 
os 2t� dt = x = sin tdx = 
os t dt= 12t� 14 sin 2t = 12t� 12 sin t 
os t = 12 ar
sinx� 12xp1� x2:Obezøetný ètenáø si ji¾ jistì dopoèítal výsledek pøed
hozím zpùsobem a pøi porovnávání obou výsledkùnarazil na otázku, zda platí identita ar
tg t = 12 ar
sinx. Ne z
ela, platí toti¾ar
tgr1 + x1� x = 12 ar
sinx+ �4 ; nebo»sin�2 ar
tg t� �2� = � 
os 2 ar
tg t = sin2 ar
tg t� 
os2 ar
tg t = t2t2 + 1 � 1t2 + 1 = 2x2 = x:Konstanta �=4 ov¹em nevadí, obì vypoètené primitivní funk
e se o konstantu li¹it mohou.IV. Eulerovy substitu
e.Pøi øe¹ení R R�x;pax2 + bx+ 
� dx mohou nastat 
elkem ètyøi netriviální pøípady (nìkdy i dva na-jednou).1. ax2 + bx + 
 = a(x � x1)(x � x2); x1 < x2; x1; x2 2 R. Pak substituujeme �x�x1x�x2 � 12 = t, tedypax2 + bx+ 
 = t(x� x2), èím¾ jsme úlohu pøevedli na pøípad 3.2. a > 0. Pak volíme pax2 + bx+ 
 = pax + t, z èeho¾ vyjádøíme x = (t2 � 
)=(b � 2pat) a dxzderivováním tohoto vztahu | zøejmì obdr¾íme dx = R(t) dt.3. 
 > 0. Polo¾íme naopak pax2 + bx+ 
 = p
+ tx a promìnnou vyjádøíme x = (2p
t� b)=(a� t2),pøièem¾ opìt zøejmì dx = R(t) dt.4. Kvadrati
ká funk
e pod odmo
ninou nemá koøen v R a a � 0 (
o¾ mimo
hodem implikuje 
 � 0).Pak ov¹em tato funk
e nenabývá nezáporný
h hodnot, tedy její odmo
nina není v R pro ¾ádnéx de�nována. Takové integrály pak lze v rám
i teorie funk
í komplexní promenné øe¹it obdoboupostupu bodu (a) pro komplexní koøeny. 35



Pø í k l a d : Øe¹me Eulerovou substitu
íZ dxxpx2 + 1 = Z 2t1� t2 � 2t1 + t2 � �(1 + t2)2t2 dt = Z 2t2 � 1 dt = p1 + x2 = t+ x; x = 1�t22tdx = � 1+t22t2 dt= Z � 1t� 1 � 1t+ 1� dt = ln(t� 1)� ln(t+ 1) = ln t� 1t+ 1 = ln p1 + x2 � x� 1p1 + x2 � x+ 1 :V. Èeby¹evovy substitu
e. Z xm(a+ bxn)p dx; m; n; p 2 Q (18)umíme øe¹it pomo
í pomo
í elementární
h funk
í pouze v následují
í
h tøe
h pøípade
h:1. p 2 Z. Pak pi¹me m = m0=l; n = n0=l; m0; n0; l 2 Z; l > 0 a t = lpx, èím¾ po vyjádøení dxdostáváme funk
i t integrovatelnou podle 3.2. (m + 1)=n 2 Z; p = k=s; k; s 2 Z. Pak budi¾ t = spa+ bxn ) x = (ts�a)1=nb1=b , dx = 1nb1=n (ts ��a) 1n�1sts�1 dt. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e po dosazení do pùvodní funk
e dostaneme k integrováníra
ionální funk
iZ xm(a+ bxn)p dx = Z 1bmn (ts � a)mn tk 1nb1=n (ts � a) 1n�1sts�1 dt == snbm+1n Z ts+k�1(ts � a)m+1n �1 dt:3. m+1n + p 2 Z; p = k=s; k; s 2 Z. Pak polo¾me t = spax�n + b, proèe¾ x = � ats�b� 1n , dx == �a1=nn (ts � b)� 1n�1sts�1 dt. Opìt dosadíme do pùvodního integrálu a získáme ra
ionální funk
iZ xm(a+ bxn)p dx = Z � ats � b�mn tkxnp a 1n�n(ts � b)� 1n�1sts�1 dt == �am+1n sn Z (ts � b)�mn tk(ts � b)�p(ts � b)� 1n�1ts�1 dt == �am+1n sn Z tk+s�1(ts � b)�(m+1n +p�1) dt:VI. Goniometri
ké substitu
e.Máme-li provést R R(
osx; sinx) dx, vede v¾dy k 
íli substitu
e y = tg x2 . Vyjádøíme-li x, získáme pozderivování vztah dx = 21+y2 dy. Siny a kosiny vyjádøíme pomo
í následují
í
h rovností:
osx = 
os2 x2 � sin2 x2
os2 x2 + sin2 x2 = 1� tg2 x21 + tg2 x2 = 1� y21 + y2 ;sinx = 2 sin x2 
os x2
os2 x2 + sin2 x2 = tg x21 + tg2 x2 = 2y1 + y2 :Nyní ji¾ máme zøejmì integrovat pouze ra
ionální funk
i. V nìkterý
h pøípade
h v¹ak lze zavést ijednodu¹¹í substitu
e:1. platí-li R(� 
osx; sin x) = �R(
osx; sinx), pou¾ijeme y = sinx,2. pokud platí naopak R(
osx;� sinx) = �R(
osx; sinx), zavedeme neoèekávanì y = 
osx a koneènì36



3. pro R(� 
osx;� sinx) = R(
osx; sinx), u¹etøí nám prá
i substitu
e y = tg x. Zde pou¾ijeme vztahù
os2 x = 
os2 x
os2 x+ sin2 x = 11 + tg2 x ;sin2 x = 
os2 x
os2 x+ sin2 x = 11 + 1tg2 x = tg2 x1 + tg2 x;sinx 
osx = tg x1 + tg2 x:Po zn ámka : Platí-li pøedpoklad (a), oèekáváme, ¾e integrovaná funk
e má tvar eR(
os2 x; sin2 x) 
osx.Doporuèená substitu
e y = 
osx integrál pøevede na eR(y2; 1�y2)y dy. Analogi
ky v bodì (b). V pøípadì(
) oèekáváme tvar eR(
os2 x; sin2 x; sinx 
osx), který pøejde substitu
í na eR� 11+y2 ; y21+y2 ; y1+y2 ��(1+y2) dy;tedy opìt ra
ionální lomenou funk
i y.P ø í k l a d : Pøi øe¹ení Z dx2 sinx� 
osx+ 5 ; x 2 (��;�)u¾ijeme substitu
e y = tg x2 , nebo» neplatí ani jedna z podmínek pro výhodnìj¹í substitu
e (a{
). Integrálupravíme tedy taktoZ 2 dy1 + y2 14y1+y2 � 1�y21+y2 + 5 = Z dy3y2 + 2y + 2 = 13 Z dy(y + 13 )2 + 59 == 35 Z dy�(y + 13 )=p53 �2 + 1 = 
k + 35p53 ar
tg y + 13p5=3 == 
k + 1p5 ar
tg tg x2 + 13q 53 (19)Poslední integrál jsme øe¹ili vlastnì substitu
í z = �y + 13�=p53 , proto¾e se v¹ak jedná o jednodu
houlineární substitu
i (z = ay+ b), lze pøíslu¹né úpravy snadno provádìt i ry
hleji. Pøesto by mìl být ètenáøs
hopen 
elý tento postup detailnì rozepsat (zkuste to).Pov¹imnìme si je¹tì de�nièního oboru pùvodnì integrované funk
e. Pokud by
hom jej roz¹íøili na
elou mno¾inu reálný
h èísel, substitu
e y = tg x2 zøejmì 
elý tento interval nepokryje, substitu
i nelzepou¾ít pro x = (2k + 1)�, k 2 Z. Funk
e v¹ak je de�nována na 
elém R. Na ka¾dém z intervalù �(2k ��1)�; (2k+1)��, k 2 Z je nepo
hybnì její primitivní funk
e (19). Vzhledem k tomu, ¾e integrovaná funk
ebyla spojitá 
elém R, musí být spojitý i její neurèitý integrál (vlastní deriva
i mají pouze spojité funk
e).Je tedy tøeba zajistit dvì vì
i: dode�novat funk
e (19) v krajní
h bode
h de�nièní
h oborù pøíslu¹nýmijednostrannými limitami, èím¾ podle de�ni
e zajistíme spojitost funk
í v tì
hto bode
h, a dále tytofunk
e navzájem vhodnì posunout tak, aby þnavazovalyÿ. Zmiòované jednostranné limity v krajní
hbode
h intervalù jsou 
k � �2p5 . Aby funk
e vytvoøená slouèením primitivní
h funk
í na intervale
h�(2k � 1)�; (2k + 1)��, �(2k + 1)�; (2k + 3)�� byla spojitá, musí si být obì jednostranné limity v bodì(2k+1)� rovny, èím¾ dostáváme podmínku pro integraèní konstanty 
k; 
k+1 primitivní
h funk
í na tì
htodvou intervale
h (jeji
h rozdíl musí být roven rozdílu tì
hto limit, tj. 
k+1 = �p5+
k). Tato podmínka námtedy vá¾e navzájem integraèní konstanty primitivní
h funk
í (19) na v¹e
h vý¹euvedený
h intervale
h,èím¾ dospíváme ke ký¾ené primitivní funk
i na 
elém R. V¹imnìme si je¹tì závìrem, ¾e tì
hto funk
í jestále nekoneènì mnoho | aby
hom mohli u¾ít podmínku svazují
í v¹e
hny integraèní konstanty, musímenejprve jednu z ni
h zvolit a zde nejsme nièím omezeni.
37



3 Limity podruhé a naposledx1. Nevlastní limity a limity v nevlastní
h bode
h, limity posloupnostíDe�ni
e 26: Vlastní a nevlastní limita ve vlastním a nevlastním bodìMìjme f : R ! C a ne
h» (9k 2 R)�(k; +1) � Df �, resp. (�1; k) � Df .Øekneme, ¾e f má vlastní limitu v nevlastním bodì1, resp.�1 rovnouA, 
o¾ zapisujeme limx!�1f(x) = A,právì kdy¾ (8" 2 R+ )(9L 2 R)(8x > L), resp. (8x < L) platí jf(x)�Aj < ".Budi¾ dále f : R ! R. Ne
h» �9U�(a) � R��U�(a) � Df �.Øekneme, ¾e f má ve vlastním bodì a nevlastní limitu1, resp. �1 a pí¹eme limx!af(x) = �1, právì kdy¾(8K 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a)� platí f(x) > K, resp. f(x) < K.Pro f : R ! R ne
h» 9k 2 R tak, ¾e (k; +1) � Df , resp. (�1; k) � Df .Pak øíkáme, ¾e f má nevlastní limitu 1 v nevlastním bodì 1, resp. �1, zapsáno limx!�1f(x) = +1,právì kdy¾ (8K 2 R)(9L 2 R)(8x > L), resp. (8x < L) platí f(x) > K.Nevlastní limita �1 v nevlastním bodì by se de�novala analogi
ky.De�ni
e 27: PosloupnostPosloupností reálný
h nebo komplexní
h èísel rozumíme zobrazení ' : N ! R nebo ' : N ! C . Èísla'(n) = an pro n 2 N nazýváme èleny posloupnosti. Posloupnost zapisujeme fang1n=1.P o z n ámka : Posloupnost lze zadat buï pøímo pøedpisem pro výpoèet n-tého èlenu, napøíklad an == n2 + sinn, nebo rekurentním vzor
em, tj. udáním prvního èi první
h nìkolika èlenù a pøedpisu, jakz první
h n èlenù vypoèítat èlen (n + 1)-ní. Pøíkladem je Fibona

iho posloupnost: a1 = 1; a2 = 1,an+1 = an + an�1: Její první
h nìkolik èlenù je 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : :.De�ni
e 28: Limita posloupnostiØekneme, ¾e posloupnost fang1n=1 má limitu A 2 C , 
o¾ znaèíme limn!1 an = A, právì kdy¾ (8" 2 R+ )(9n0 2 N)(8n > n0) platí �jan �Aj < "�.V¹e
hny vý¹euvedené de�ni
e limit lze shrnout do jedné. K tomu ov¹em budeme potøebovat zobe
nitpojem okolí a dále se zamìøit i na pøípady, kdy funk
e není de�nována úplnì v¹ude v okolí bodu, v nìm¾vy¹etøujeme limitu.Tedy 
o budeme rozumìt pojmem okolí bodu a 2 C o polomìru "? De�nujeme okolí bodu U(a) == U"(a) = �z 2 C �� jz � aj < "	 a ekvivalentnì k tomu de�nujeme redukované okolí U�(a) df= U(a) n fag.K doplnìní polo¾íme v reálném oboru U(1) = UK(+1) df= df = (K;1) a U(�1) = UK(�1) == (�1;K).Jak jsme si v¹imli, u posloupností musíme provést jisté úpravy. Je-li posloupnost zadaná zobrazením' : N ! C , nelze trvat na po¾adavku U(+1) � D'. Staèí nám ale slab¹í po¾adavek �8UK(+1)�(9x 2 D')�x 2 UK(+1)�: Nyní ji¾ mù¾eme vyslovit de�ni
i spoleènou pro funk
e i posloupnosti.De�ni
e 29: Limita obe
nìNe
h» f je zobrazení R ! C , a 2 R� , A 2 R� nebo A 2 C [ f1g.Øekneme, ¾e funk
e f má v bodì a limitu limx!a f(x) = A, pokud platí zároveò1. �8U�(a)��U�(a) \Df 6= ;�;2. �8U(A)��9U�(a)��8x 2 U�(a) \Df� platí f(x) 2 U�(A):Analogi
ky de�nujeme jednostranné limity ve vlastním bodì limx!a� f(x) = A.P o z n ámka : Podle této de�ni
e je limita posloupnosti spe
iálním pøípadem limity funk
e f s de�-nièním oborem Df = N v bodì a = +1. Jednostrannou limitu funk
e f lze 
hápat jako limitu funk
ezadané stejným pøedpisem, ale s vhodnì zredukovaným de�nièním oborem.P ø í k l a d : Z de�ni
e snadno plyne ekvivalen
elimx!+1 f(x) = A , limn!1 f(xn) = A; kde xn = n; 8n 2 N:38



Obì dvì strany ekvivalen
e projdou stejnì dobøe podmínkami, které de�ni
e klade. Toto tvrzení budepozdìji také triviálnì plynout z Heineho vìty.P o z n ámka nepovinná: Zopakujme, ¾e na C de�nujeme okolí pomo
í absolutní hodnoty, zatím
o naR je de�nujeme pøímo zapsáním pøíslu¹ného intervalu. V prvním pøípadì potom neuva¾ujeme okolí +1nebo�1, ale prostì1, a to podle de�ni
e UK(1) = �z 2 C k jzj > K	; v de�ni
i s absolutní hodnotou bynemìlo smysl obra
et nerovnost (jf(x)j < K), nebo» jzj je v¾dy z R+ . Tato úvaha má je¹tì dal¹í dùsledek.V komplexní rovinì je þnekoneèenÿ mnoho: pro ka¾dý úhel ' 2 h0; 2�i se mù¾eme do nekoneèna blí¾it popolopøím
e svírají
í úhel ' s kladnou reálnou poloosou (pro ' = 0, resp. ' = � dostáváme ji¾ þznámáÿ+1 a �1). Touto de�ni
í okolí nekoneèna jsme ov¹em v¹e
hna tato nekoneèna nahradili jediným.Pozdìji budeme zkoumat limity na ménì obvyklý
h prostore
h20. De�ni
e bude vypadat naprostostejnì, budeme ov¹em muset vìdìt, 
o znamená þokolí bodu a o polomìru " > 0ÿ. Prostory, v ni
h¾toto víme, nazýváme topologi
kými prostory. Zmínìná okolí samozøejmì musí splòovat urèité vlastnostianalogi
ké tìm, které mù¾eme pozorovat u okolí, která jsme de�novali na C ; zájem
e zatím odká¾eme napøíslu¹nou literaturu. þRozumnìÿ mù¾eme okolí U"(a) de�novat napøíklad jako þbody, které mají od avzdálenost men¹í ne¾ "ÿ. Na zkoumaném prostoru tedy staèí mít de�novánu vzdálenost dvou bodù a; b,
o¾ na C mù¾e být napøíklad ja� bj.P ø í k l a d : Uveïme nìkolik typi
ký
h funk
í, které mají nevlastní limity v nevlastní
h bode
h.limx!�1x = �1; limx!+1 ex =1; limx!+1 lnx =1:Dùkaz první limity je triviální: pro libovolné K 2 R volíme v de�ni
i (26) L = K, tedy U(1) = (K;1).Pro ka¾dé x z tohoto okolí nekoneèna pak zøejmì je f(x) = x > K. Pøi dùkazu druhé a tøetí limity semusíme odvolat na vlastnosti exponen
iály probírané za de�ni
í (18). Pro dané K > 0 zvolíme L = lnK| v de�ni
i se øíká, ¾e exponen
iála zobrazuje prostì R na (0;1), tedy inverzní funk
e logaritmus jede�nována na 
elém R+ . Potom pro x 2 (L;1) je ex > K, nebo» eL = K a platí ea > eb pro a > b.U logaritmu podobnì pro K 2 R volíme L = eK a dùkaz dokonèíme analogi
ky.Dále se budeme zabývat základními tvrzeními pro limity pøi takto roz¹íøený
h de�ni
í
h.Vìta 29: Jednoznaènost limity v R� , roz¹íøená vìta (1)Ka¾dé zobrazení má v daném bodì a 2 R� nejvý¹e jednu limitu.Dùkaz: Pro a 2 R a pøípad, ¾e 9U�Æ (a) � Df jsme ji¾ dùkaz provedli døíve. Zkusíme nyní pøípada = +1. My¹lenka je stejná jako pøi dùkazu vìty (1). Pøedpokládáme existen
i dvou rùzný
h limit A;Ba pak zvolíme dvì okolí bodù A;B tak malá, aby se nepøekrývala. Na dostateènì malém okolí a pak musíbýt v¹e
hny hodnoty f jak v prvním, tak v druhém okolí, 
o¾ je spor. Pøitom se opíráme o pøedpoklad,¾e v libovolnì malém okolí bodu a existuje alespoò jeden bod, v nìm¾ je hodnota funk
e de�nována.Vìta 30: Limita absolutní hodnoty, roz¹íøená vìta (4)Jestli¾e a 2 R� ; limx!a f(x) = A 2 C [ f�1g; pak limx!a jf(x)j = jAj; pøièem¾ pokládáme j �1j df= +1.P ø í k l a d : Posloupnost an = (�1)nn nemá limitu, ov¹em janj má limitu +1.Vìta 31: O 
hování funk
e mají
í limitu, roz¹íøená vìta (5)Budi¾ a 2 R� ; f : R ! R a limx!a f(x) = A:1. Je-li A 2 R, pak platí (8p; q 2 R)(p < A < q)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ Df��p < f(x) < q�;2. je-li A = +1, resp. A = �1, pak (8K 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ Df��f(x) > K�, resp.�f(x) < K�.V pøípadì f : R ! C podobnì.3. pokud A 2 C , potom 9K > 0; 9U�(a); ¾e 8x 2 U�(a) \ Df je jf(x)j < K;4. pokud A =1, potom 8K > 0; 9U�(a); ¾e 8x 2 U�(a) \Df je jf(x)j > K;20Mno¾iná
h prvkù s de�novanými opera
emi mezi tìmito prvky. Viz napøíklad vektorové prostory.39



Po zn ámka : V dal¹í
h vìtá
h budeme pro jednodu
host pøedpokládat, ¾e de�nièní obory uva¾ovaný
hfunk
í jsou stejné. Vìty je mo¾no snadno roz¹íøit i na pøípad, kdy jsou de�nièní obory shodné alespoò namalém okolí, v nìm¾ limity vy¹etøujeme | staèí opìt místo pùvodní
h funk
í uva¾ovat funk
e zadanési
e stejným pøedpisem, ale s vhodnì zmen¹enými de�nièními obory. Jiné pøípady se v praxi vyskytujízøídka a ètenáø bude èasem jistì sám s
hopen podle potøeby vìty upravovat.Vìta 32: Limita souètu, souèinu, podílu, roz¹íøená vìta (7)Budi¾ a 2 R� , f; g : R ! C a Df = Dg . Je-li splnìno limx!a f(x) = A; limx!a g(x) = B, A;B 2 C paknásledují
í limity existují a jsou rovny:limx!a �f(x) + g(x)� = A+B; limx!a �f(x)g(x)� = ABa pokud B 6= 0, pak také limx!a f(x)g(x) = AB :Po zn ámka (vysvìtlova
í): Pøipomeòme je¹tì, ¾e tato implika
e neplatí opaènì | známe-li limitusouètu21 dvou funk
í, nemù¾eme pøedem ni
 øí
i o limitá
h tì
hto funk
í zvlá¹», dokon
e ani o je-ji
h existen
i22 | protipøíklad je jednodu
hý: vezmìme napø. funk
e sinx a � sinx; jeji
h souèet máv +1 samozøejmì nulovou limitu, limita ka¾dé z tì
hto funk
í zvlá¹» v¹ak neexistuje. Rozmysleme si pøitéto pøíle¾itosti, jak vlastnì pou¾íváme vìt o limitì souètu, souèinu atd. Pí¹eme-li napø. limx!1(x + ex) == limx!1x+ limx!1 ex; netvrdíme tím, ¾e z existen
e limity na levé stranì plyne existen
e obou limit napravo,ale obrá
enì. Rovnost, kterou zde pí¹eme, je tedy vlastnì podmínìná: smìrem doleva þplatíÿ v¾dy | toje vìta (32) | smìrem doprava tehdy a jen tehdy, kdy¾ limity napravo existují (proè?).P o z n ámka : Ètenáø si nyní pravdìpodobnì myslí, ¾e vý¹euvedené vìty o limitá
h doká¾e pou¾ívatsprávnì podle þzdravého rozumuÿ. Za odstra¹ují
í pøíklad23 takového þzdravého rozumuÿ ne
h» slou¾ívýpoèet této limity: limx!0 x+ sin 2xx+ sinx = limx!0 0 + sin 2x0 + sinx = limx!0 2sin 2x2x � sinxx ��1 = 2;pøípadnì je¹tì odvá¾nìji limx!0 x+ sin 2xx+ sinx = limx!0 x+ 0x+ 0 = 1:Postup v prvním pøípadì je a¾ na zámìnu 0 za x správný a dokon
e vede k 
íli, zkuste dopoèítat [správnì32 ℄. Zkuste si uvìdomit, které vìty pøi výpoètu této limity pou¾íváme a zda nìkterou z ni
h nepou¾ívámepøi vý¹euvedeném výpoètu neoprávnìnì (ani¾ by
hom splnili její po¾adavky).Vìta 33: O dvou strá¾ní
í
h, roz¹íøená vìta (8)Ne
h» a 2 R� ; f; g; h : R ! R; limx!a f(x) = limx!ah(x) = A 2 R� a ne
h» Df = Dg = Dh. Ne
h»�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ Df ��f(x) � g(x) � h(x)�. Potom existuje limita f v a a je limx!a g(x) = A:Vìta 34: Limita slo¾ené funk
e, roz¹íøená vìta (9)Ne
h» f : R ! C ; g : R ! R; a 2 R� a ne
h» platí podmínky1. �8U�(a)��9x 2 U�(a)��(x 2 Df ) ^ �f(x) 2 Dg��, tj. x 2 DgÆf .2. limx!a g(x) = A 2 R� a limy!A f(y) = B 2 C [ f�1g;3. (a) 9U�(a) takové, ¾e �8x 2 U�(a)��g(x) 6= A� nebo(b) f je spojitá v A.Pak limx!a f Æ g(x) = B:21Napø. souètem dvou funk
í f(x), g(x) rozumíme funk
i h(x) � f(x) + g(x).22Slovo þni
ÿ je zde pøe
e jen ponìkud pøísné | zkuste napø. dokázat, ¾e existuje-li limita souètu a jednoho ze sèítan
ù,existuje i limita druhého sèítan
e. Souvisí to s otázkou na kon
i této poznámky.23V angli
ké literatuøe bývá tento postup oznaèován jako þHollow Head's Simpli�
ation Method.ÿ40



Cv i è e n í : Dùkaz tì
hto vìt ne
h» si ètenáø zkusí provést sám | jedná se o varia
e stejného tématu,jak je ostatnì vidìt z pøedvedeného dùkazu vìty (29). V pøípadì nejasnosti je samozøejmì nejlep¹í sevrátit k vìtám (8), (9).P o z n ámka : Uvìdomme si, ¾e díky zobe
nìné de�ni
i limity (29) mù¾eme v¹e
hny tyto vìty pou¾ívati pro posloupnosti.Dal¹ím okruhem jednodu
hý
h jevù, kterými se budeme zabývat, je to, jak se zmìní na¹e døívìj¹ívýsledky ohlednì zámìny limitního pro
esu a jistého okruhu algebrai
ký
h opera
í s funk
emi (souèet,rozdíl, souèin, podíl) po roz¹íøení de�ni
e limity, spe
iálnì pro limity s nevlastními hodnotami. Jsou dánydvì funk
e (spe
iálním pøípadem jsou posloupnosti) a známe jeji
h limity; zajímá nás, zda mù¾eme zeznalosti tì
hto limit urèit limitu funk
e, která vznikne seètením, násobením atd. funk
í pùvodní
h. Zatímjsme zjistili, ¾e v pøípadì vlastní
h limit platí v
elku pøirozenì pùsobí
í vztahy popsané vìtami (32),(34).Vìta 35: Limita souètu pro nevlastní limityBudi¾ f; g 2 R ! R, a 2 R� a Df = Dg = D.1. Pokud limx!a f(x) = +1 a (9K 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ D��g(x) > K�, tedy g je zdolaomezená, pak limx!a[f(x) + g(x)℄ = +1.2. Je-li limx!a f(x) = �1 a (9K 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ D��g(x) < K�, tedy g je shora omezená,pak limx!a[f(x) + g(x)℄ = �1.Dùkaz: Doká¾eme zde jedno z obou tvrzení, druhý dùkaz je z
ela analogi
ký.Vezmìme napøíklad tvrzení 2. Zkoumejme, zda (8M 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a)\D� je f(x)+g(x) << M . Víme, ¾e �9U�1 (a)��8x 2 U�1 (a) \ D��g(x) < K�;�9U�2 (a)��8x 2 U�2 (a) \ D��f(x) < M �K�:Pokud pro dané M zvolíme U�(a) = U�1 (a) \ U�2 (a), bude zøejmì platit8x 2 U�(a) \ D : f(x) + g(x) < M �K +K =M;
o¾ bylo dokázati.Oznaèení: Budi¾ A 2 R. OznaèímeA�1 = �1; +1+1 = +1; �1�1 = �1:Vìta, kterou jsme právì vyslovili, ukazuje, ¾e tyto vztahy mají pøi poèítání s limitami své opodstatnìní,a je proto úèelné je pro na¹i dal¹í prá
i zavést.Nemá ov¹em dobrý smysl podobnì de�novat výrazy typu +1�1 a �1+1. Dùvod je prostý |souèet dvou funk
í, o ni
h¾ pouze víme, ¾e mají nevlastní limity opaèný
h znamének, mù¾e být funk
es limitou nevlastní (obou znamének), libovolné reálné èíslo, nebo dokon
e funk
e nemají
í limitu, a tojak omezená, tak neomezená. Zkusíme si takové pøíklady zkonstruovat.P ø í k l a d : Funk
e sinx nemá limitu pro x ! �1. Dùkaz by byl analogi
ký pøípadu Diri
hletovyfunk
e probrané v úvodním paragrafu o limitá
h (nevìøíte-li, zkuste navrhnout nìjaké èíslo, které by bylolimitou). Brzy uká¾eme pohodlný zpùsob dùkazu neexisten
e pomo
í Heineho vìty.Funk
e f(x) = x+ sinx má podle pøed
hozí vìty limitu 1 pro x!1. Funk
e g(x) = �x má tuté¾limitu rovnu �1 a souèet f(x)+g(x) = sinx tuto limitu vùbe
 nemá. Pokud nahradíme sinx libovolnoukonstantou A, bude mít f(x) + g(x) limitu právì A.Nyní obra»me svou pozornost k souèinu dvou funk
í:Vìta 36: Limita souèinu pro nevlastní limityBuïte a 2 R� a f; g : R ! R, pøièem¾ Df = Dg = D.1. Ne
h» dále limx!a f(x) = �1 a (9� > 0)�9U�(a)� taková, ¾e 8x 2 U�(a) \ D platí g(x) � �.Pak limx!a f(x)g(x) = �1: 41



2. Ne
h» limx!a f(x) = �1. Ne
h» (9� < 0)�9U�(a)� taková, ¾e 8x 2 U�(a) \ D je g(x) � �.Potom limx!a f(x)g(x) = �1:Po zn ámka : Staèí tedy, aby funk
e g mìla nevlastní limitu, vlastní limitu nebo alespoò aby bylaomezená (ke ka¾dé mo¾nosti si vzpomeòte na pøíklad).Dùkaz: Opìt jako v pøed
hozím pøípadì doká¾eme jen 2. pøípad. První se doká¾e analogi
ky.Ne
h» limx!a f(x) = �1. Potøebuji dokázat(8M > 0)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ D��f(x)g(x) > M�:Víme, ¾e platí�9U�2 (a)��8x 2 U�2 (a) \ D��g(x) � � < 0� a �8L = M� < 0��9U�1 (a)��8x 2 U�1 (a) \ D��f(x) < L < 0�:Z toho plyne f(x)g(x) > �L =M na U�(a) \ D df= U�1 (a) \ U�2 (a) \ D, 
o¾ bylo dokázati.Pozorný ètenáø si jistì pov¹imne, ¾e pøi násobení þnekoneèenÿ by
hom se mohli dostat do potí¾í tak,jako v pøed
hozím pøípadì. Musíme si tedy ujasnit, jaké opera
e s nekoneèny pro nás mají smysl.Oznaèení: Pro libovolná A > 0 nebo A = +1 a B < 0 nebo B = �1 zavedeme�1 � A = �1 a �1 � B = �1:Nemá ov¹em v tuto 
hvíli dobrý smysl de�novat výraz typu 0 � �1.P ø í k l a d : Chování polynomu P (x) = anxn+ : : :+a0; an 6= 0 v bode
h �1 urèuje v¾dy 
hování èlenus nejvy¹¹í mo
ninou. Mù¾eme toti¾ psátanxn + : : : a1x+ a0 = xn�an + an�1 1x + : : :+ a0 1xn�:Limita èlenù v závor
e pro x! �1 je rovna an a limita xn je rovna �1 pro n li
hé a +1 pro n sudé.Napøíklad limita P (x) v x! �1 pro n li
hé a an kladné je rovna �1. Souèet funk
í x2 a �x má tedyv 1 limitu 1, i kdy¾ sèítáme funk
e s limitami 1 a �1.C v i è e n í : Zkuste opìt ukázat, ¾e souèin funk
e s nulovou limitou v a a funk
e s nevlastní limitou v amù¾e mít limitu nevlastní, èi rovnou libovolnému reálnému èíslu, nebo ¾e tato limita ani nemusí existovat.Pokraèujeme ve vytýèeném programu studiem limity podílu dvou funk
í.Vìta 37: Limita podílu pro nevlastní limityNe
h» f : R ! C je funk
e a a 2 R� .1. Ne
h» limx!a jf(x)j = +1; pak limx!a 1=jf(x)j = 0.2. Pøedpokládejme, ¾e limx!a f(x) = 0. Ne
h» �9U�(a)��8x 2 U�(a)\Df� platí f(x) > 0, resp. f(x) < 0.Pak limx!a 1=f(x) = +1, resp. limx!a 1=f(x) = �1.3. Ne
h» limx!a f(x) = A 6= 0; A 2 C pak limx!a 1=f(x) = 1=A.Zøejmì opravdu ni
 nového pod slun
em! Srovnejte s vìtou (7). K tomu je je¹tì potøeba dodat nì
oo smysluplnosti podílù s þnekoneènyÿ.Oznaèení: Pokud a 2 C , má smysl de�novat a=�1 = 0. Neurèitý výraz typu a0 , kde a 2 C obe
nì nede-�nujeme, limita nemusí vùbe
 existovat, ov¹em pro a 6= 0 lze samozøejmì psát ��a0 �� = +1. Nede�nujemetaké 1=1 a 0=0.Dùkaz: Ad 1. Pro zadané " > 0 
h
eme tedy, aby j1=f(x)j < " na urèitém redukovaném okolí bodu a.Víme ale, ¾e existuje redukované okolí a, na nìm¾ je jf(x)j > K = 1=", èím¾ jsme hotovi.42



Ad 3. Toto tvrzení je pouze pøirozeným roz¹íøením tvrzení vìty (7) s ohledem na upravenou de�ni
i limity.Staèí tedy provést dùkaz pro a = �1, 
o¾ jistì ètenáø zvládne po zku¹enoste
h s dùkazy pøed
hozími.Ad 2. Doka¾me toto tvrzení:limx!a 1f(x) = �1 , (8K 2 R)�9U�(a)��8x 2 U�(a) \ D�� 1f(x) < K�:Zøejmì postaèí dokázat tvrzení 8K < 0, nebo» proK � 0 platí tím spí¹e. Víme, ¾e (8" > 0)�9U�(a)��8x 22 U�(a) \D��� " < f(x) < 0�. Potom ov¹em 1=f(x) < �1=" pro ka¾dé " > 0, 
o¾ bylo dokázati. Dùkaztvrzení pro f(x) > 0 je analogi
ký.P o z n ámka : Stojí za pozornost, jakým zpùsobem se li¹í pro
es þpøibli¾ování se do boduÿ v Gaussovìrovinì a na reálné pøím
e. V komplexním oboru se mù¾eme pøibli¾ovat po polopøím
e, ale také po obe
nékøiv
e. Tento rozdíl zøejmì povede k tomu, ¾e v komplexním oboru nelze jednodu¹e formulovat tvrzení 2pøed
hozí vìty. Pou¾íváme proto tvrzení 1.P ø í k l a d : Pro n > 0 doka¾melimx!�1 ex = 0; limx!1xn =1; limx!1 1xn = 0:V na¹em zobe
nìném zápisu þpoèítání s nekoneènyÿ zøejmì platílimx!�1 ex = limx!1 1ex = 1+1 = 0:Druhou limitu mù¾eme poèítat pomo
í úvahy xn = en lnx a dále pomo
í vìty o limitì slo¾ené funk
e(34), nebo» lnx!1 pro x!1. Poslední limita je pak ji¾ triviální.V souvislosti s tímto tématem se nabízí otázka, kterou lze vágnì formulovat asi takto: þJak lze porov-nat ry
hlost rùstu rùzný
h funk
í do nekoneèna?ÿ Leh
e pøedbìhneme vývoj a zformulujeme následují
ívìtu, je¾ nám umo¾ní poèítat limity neurèitý
h výrazù, jeji
h¾ hodnoty jsme zatím v pøed
hozí
h úvahá
hnede�novali.Vìta 38: L'H�spitalovaBuï a 2 R� ; pøedpokládejme, ¾e jsou splnìny následují
í podmínky1. 9U�(a) takové, ¾e 8x 2 U�(a) existují deriva
e f 0(x); g0(x) a g0(x) 6= 0,2. limx!a f 0(x)g0(x) = A 2 R� .Dále ne
h» platí jedna z podmínek (a): limx!a f(x) = limx!a g(x) = 0 nebo (b): limx!a jg(x)j = +1. Pak limx!a f(x)g(x)existuje a je rovna A.Tato vìta pøedstavuje mo
ný nástroj pro vy¹etøování limit neurèitý
h výrazù. Zároveò ov¹em je¹tìnemáme vybudován potøebný aparát k jejímu dùkazu. Pou¾ijeme ji tedy jako nástroj a k jejímu dùkazuse vrátíme na vhodném místì budování teorie24. Jako ilustra
i u¾ití vìty (38) vezmìmeP ø í k l a d : Vypoètìme limx!+1 exxa , a 2 R.Pokud a < 0, poèítáme limitu výrazu x�aex, pøièem¾ limity obou èinitelù jsou 1. Limita souèinuje tedy také 1. Pro a > 0 mù¾eme opakovaným pou¾itím L'H�spitalovy vìty exponent mo
niny vejmenovateli sni¾ovat o jednièku tak dlouho, a¾ bude záporný:limx!+1 exxa = limx!+1 exaxa�1 = limx!+1 exa(a� 1)xa�2 = : : :Konstantu 1=[a(a� 1) : : :℄ mù¾eme vytknout pøed limitu, která¾to vyjde rovna1. Poslední pøípad a = 0je triviální, a tak mù¾eme shrnout8a 2 R : limx!1 exxa =1; ale také limx!1 xaex = 0:24Hledejte v paragrafu o vìtá
h o støední hodnotì | tyto vìty udávají urèitý vztah mezi funkèními hodnotami a hodnotamideriva
í. 43



Cv i è e n í : Spoèítejte pomo
í vìty (38) limitylimx!0 sin 3xx ; limx!0 1� 
osxx2 :Správné výsledky jsou 3 a 12 .P ø í k l a d : Bez l'H�spitalovy vìty by se druhá limita poèítala trikemlimx!0 1� 
osxx2 = limx!0 1� 
osxx2 � 11 + 
osx = limx!0� sinxx �2 11 + 
osx = 12 :Po zn ámka (formální): Vìtu (38) vlastnì pou¾íváme þna èestné slovoÿ. Limitu upravujeme tak, ¾ederivujeme zvlá¹» èitatele a jmenovatele, a teprve, kdy¾ jsme s
hopni spoèítat upravenou limitu, a dokázattak její existen
i, mù¾eme pou¾ít l'H�spitalovu vìtu a urèit hodnotu pùvodní limity.P ø í k l a d : Následují
í limity je mo¾né øe¹it l'H�spitalovým pravidlem.limx!0 ex � 1x = 1; limx!0 ln(1 + x)x = 1:Je ov¹em u¾iteèné si uvìdomit, ¾e první limita je pøímo z de�ni
e výraz pro �ex�0��x=0 = e0 = 1 a ¾edruhou limitu lze pøevést na první substitu
í z = ln(x+ 1).P ø í k l a d : Èíslo e bývá nìkdy de�nováno také jako limn!1 �1 + 1n )n. Spoètìme tuto limitu, pokud zade�ni
i e bereme hodnotu pøirozené exponen
iály de�nované vý¹e v bodì x = 1.V souladu se zobe
nìnou de�ni
í limity budeme uva¾ovat nikoliv limitu posloupnosti, ale funk
e.limx!1 �1 + 1x )x = limx!1 exp �x ln �1 + 1x��:Pou¾ijeme samozøejmì vìtu o limitì slo¾ené funk
e a budeme se dále vìnovat pouze vnitøní funk
i.limx!1x ln �1 + 1x� = limx!1 ln(1 + 1=x)1=x :Substitu
í25 z = 1=x ale pøejdeme k limitì vý¹e, o ní¾ víme, ¾e vyjde rovna 1. Celkem tedy jelimx!1 �1 + 1x�x = e1 = e:S tímto aparátem pøistoupíme k systematiza
i nekoneènì malý
h resp. velký
h velièin.x2. Symboly o; O: klasifika
e nekoneènì malý
h a nekoneènì velký
h velièinPo zn ámka : Co vlastnì rozumíme nekoneènì malými, resp. velkými velièinami? O funk
i f : R ! Cje þrozumnéÿ øí
i, ¾e je nekoneènì malá v a 2 R� , pokud limx!a f(x) = 0 a ¾e je nekoneènì velká v a 2 R�pøi limx!a f(x) =1.De�ni
e 30: Symboly O; oBuïte f; g : R� ! R� .1. Pí¹eme f = o(g); x = a, pokud limx!a f(x)g(x) = 0;2. pí¹eme f = O(g); x = a, jestli¾e �9U�(a)�(9K > 0)�8x 2 U�(a)� je ��f(x)g(x) �� � K;3. koneènì oznaèíme f � g; x = a pøi limx!a f(x)g(x) = A 2 R n f0g.25Pod substitu
í se skrývá opìt vìta o limitì slo¾ené funk
e, substitu
í nahrazujeme vnitøní funk
i.44



Po zn ámka : Uvìdomte si, ¾e stejnì jako v¹e
hny tøi popsané symboly de�nují rela
e a nikoliv funk
e(u � je to zøejmé, ale u O; o by pøi tomto zpùsobu zápisu mohl vzniknout nesprávný dojem, ¾e napø. o(g)je jedna urèitá funk
e. Zájem
i ne
h» si promyslí, ¾e pokud zvolíme pevnì funk
i g, pak mno¾ina v¹e
hfunk
í ff j f = o(g)g s bì¾nì de�novanou opera
í sèítání tvoøí vektorový prostor nad tìlesem C .P o z n ámka vysvìtlují
í: Výrok f = o(g); x = a se ète þfunk
e f je malé o funk
e g v bodì x = aÿ,
o¾ mù¾eme 
hápat tak, ¾e f má v tomto bodì podstatnì men¹í hodnoty ne¾ g. Pokud g roste v tomtobodì nade v¹e
hny meze, plyne z toho, ¾e f je buï omezená, nebo roste nade v¹e
hny meze podstatnìpomaleji ne¾ g. Pokud se g napøíklad blí¾í k nule, znamená to, ¾e f se blí¾í k nule podstatnì ry
hleji.Zápis f = O(g); x = a èteme þfunk
e f je velké O funk
e g v bodì x = aÿ a øíká, ¾e f nemá v bodìx = a øádovì vìt¹í hodnoty ne¾ g; k tomu samozøejmì postaèuje aby existovala vlastní limita f(x)g(x) prox! a (prozkoumejte úvodní paragraf o limitá
h) | podmínka to v¹ak není nutná.Rela
e f � g; x = a zøejmì vystihuje to, ¾e f a g se v bodì a þ
hovají øádovì stejnìÿ. Tento vztah senazývá slabá ekvivalen
e. Ovìøte pøímo z de�ni
e, ¾e tato rela
e je skuteènì ekvivalen
e, tj. je re
exivní,symetri
ká a tranzitivní26.C v i è e n í : Pøímo z de�ni
e uka¾te, ¾e x = O�x sinx�; x = +1.C v i è e n í : Mezi vý¹euvedenými tøemi rela
emi je øada vztahù, snadno odvoditelný
h z jeji
h de�ni
 ajednodu
hý
h logi
ký
h úvah. Zkuste napøíklad ovìøit tato tvrzeníx = o(y)) x = O(y); x � y ) x = O(y); �x = o(y) ^ y = o(z)�) x = o(z)�:Po zn ámka : Obvykle se de�nuje té¾ rela
e silné ekvivalen
e: f �= g; x = a pro limx!a f(x)g(x) = 1. Taznamená, ¾e f a g se v bodì a þ
hovají pøibli¾nì stejnìÿ. Pokud má alespoò jedna z funk
í v bodì alimitu, pak zde má limitu i druhá funk
e a obì limity jsou stejné.De�ni
e 31: Porovnávání nekoneènì malý
h a nekoneènì velký
h funk
íNe
h» a 2 R� a f; g jsou funk
e nekoneènì malé v a, resp. nekoneènì velké v a, tedy takové, ¾e limx!a f == limx!a g = 0, resp. limx!a f = limx!a g = +1. Øekneme, ¾e1. f je nekoneènì malá vy¹¹ího øádu ne¾ g v a, resp. ¾e f je nekoneènì velká ni¾¹ího øádu ne¾ g v a,pokud f = o(g); x = a;2. f je nekoneènì malá, resp. nekoneènì velká stejného øádu jako g v a, pokud f � g; x = a;3. f je nekoneènì malá ni¾¹ího øádu ne¾ g v a, resp. ¾e f je nekoneènì velká vy¹¹ího øádu ne¾ g v a,pokud g = o(f); x = a.P ø í k l a d : Vra»me se k na¹í otáz
e o 
hování funk
í v nevlastní
h bode
h. Pøed
hozí de�ni
e námumo¾òuje vhodnì srovnávat þry
hlost rùstu nade v¹e
hny mezeÿ, pøípadnì þry
hlost blí¾ení se k nuleÿ.V následují
ím s
hématu volíme bod a = +1. Pokud v jednom sloupeèku le¾í f ve vy¹¹ím øádku ne¾g, pak g = o(f); o v¹e
h funk
í
h v levém sloupeèku víme, ¾e rostou v a = +1 nade v¹e
hny meze, ao funk
í
h v pravém sloupeèku je známo, ¾e mají v a = +1 nulovou limitu.ex; 1lnx ;x�; � > �; x� ; � < 0x� ; � > 0; x�; � < �lnx; e�xTyto funk
e tvoøí urèitý ¹kálova
í systém, k nìmu¾ lze vztahovat ry
hlost rùstu testovaný
h funk
ív nevlastní
h bode
h. Zopakujme je¹tì, ¾e v levém sloupeèku roste þøád nekoneèné velikostiÿ odzdolanahoru a v pravém sloupeèku roste þøád nekoneèné malostiÿ odshora dolù.C v i è e n í : Pøipomeòte si limity, s jeji
h¾ pomo
í odùvodníme þ¹káluÿ vý¹e. Uvìdomte si, ¾e zøejmìplatí limx!�1 f(x)g(x) = 0, právì kdy¾ 1=g = o(1=f).26Tedy ¾e platí x � x; x � y ) y � x; (x � y ^ y � z)) x � z.45



Pø í k l a d : Jakým zpùsobem budeme s pomo
í uvedený
h funk
í konstruovat nekoneènì malé èi neko-neènì velké velièiny v koneèném bodì? K tomu nám podle vìty o limitì slo¾ené funk
e (34) mù¾e poslou¾itzámìna x! 1jx�aj v pøíslu¹ný
h funk
í
h. Napøíklad funk
e ln �� 1x�a �� = � ln jx � aj jde zøejmì k +1 pøix! a.Nyní pøejdìme k aplika
i toho, 
o jsme vytvoøili:P ø í k l a d : Uka¾me, ¾e se f(x) = 1� 
osx v x = 0 
hová podobnì jako x2, tedy ¾e f � g.Na kon
i minulého paragrafu jsme spoèetli limitulimx!0 1� 
osxx2 = 12 :x3. Dal¹í vìty o limitá
h: limity monotónní
h funk
í a posloupnostíV tomto paragrafu se budeme zabývat zobrazeními typu ' : R ! R. Na¹ím programem pro následují
íúsek prá
e bude zejména hledání kritérií existen
e limit ve spe
i�
ké mno¾inì funk
í.Vìta 39: Limitní pøe
hod v nerovnostiNe
h» f; g : R ! R jsou funk
e se shodnými de�nièními obory (Df = Dg = D) a a 2 R� . Pokud existujílimity limx!a f(x) a limx!a g(x) a zároveò existuje U�(a) takové, ¾e 8x 2 U�(a) \ D platí f(x) � g(x), pakplatí limx!a f(x) � limx!a g(x).Dùkaz: sporem. Ne
h» pøíslu¹ná limita f je A, limita g je B. Pøedpokládejme, ¾e B < A. Volíme-li " = 12 (A � B), potom z de�ni
e limity existují okolí U�f (a); U�g (a), pro nì¾ platí 8x 2 U�f (a) \ Dnerovnost A + " > f(x) > A � ") a podobnì 8x 2 U�f (a) \ D omezení B + " > g(x) > B � ". Je¾toA�" = 12 (A+B) = B+", musí pro v¹e
hna x z mno¾iny U�f (a)\U�g (a)\D platit f(x) > 12 (A+B) > g(x).Pro v¹e
hny prvky x této mno¾iny tedy platí zároveò f(x) � g(x) a f(x) > g(x). Z pøedpokladù vìtyv¹ak plyne, ¾e tato mno¾ina je neprázdná, a tedy do
házíme ke sporu.Po z n ámka : Tvrzení právì dokázané vìty lze samozøejmì pou¾ít i pro posloupnosti a jednostrannélimity (a není nutné tuto vìtu nijak mìnit). Uvìdomme si napøíklad, ¾e lze splnit pøedpoklady vìty, pokudbudou v¹e
hny prvky U�(a) \ D le¾et jen þna jedné stranì od aÿ. Zhruba øeèeno, staèí, aby nerovnostmezi f(x) a g(x) byla splnìna kdekoliv þlibovolnì blízkoÿ k a.P o z n ámka (dùle¾itá): Ve vìtì nelze neostré nerovnosti nahradit ostrými, vlastnost þbýti ostøe vìt¹íne¾ÿ se limitním pøe
hodem þkazíÿ. Uva¾ujme napøíklad funk
e f(x) = 1=x a g(x) = 0 a jeji
h limityv +1.Dále budeme smìøovat k vyslovení jedné z postaèují
í
h podmínkek pro existen
i limity. V pøíslu¹névìtì ov¹em budeme muset pøedpokládat monotonii funk
e:De�ni
e 32: Rostou
í, klesají
í a monotónní funk
eNe
h» f : R ! R je funk
e a M � Df je mno¾ina. Øekneme, ¾e f je1. rostou
í na M , pokud 8x1; x2 2M; x1 < x2 platí f(x1) < f(x2);2. klesají
í na M , pokud 8x1; x2 2M; x1 < x2 platí f(x1) > f(x2);3. nerostou
í na M , pokud 8x1; x2 2M; x1 < x2 platí f(x1) � f(x2);4. neklesají
í na M , pokud 8x1; x2 2M; x1 < x2 platí f(x1) � f(x2).V¹e
hny tyto dílèí vlastnosti zahrnu do pojmu monotonie funk
e (funk
e je monotónní, pokud splòujealespoò jednu z podmínek), funk
i splòují
í jednu z první
h dvou podmínek pak nazvu ryze monotónní.P o z n ámka : Pov¹imnìme si, ¾e dosud jsme studovali lokální vlastnosti zobrazení na nìjakém systémuokolí bodu a 2 Df , pøièem¾ v¹e
hna (neredukovaná) okolí bodu a mají spoleèný právì jen bod a. Pojemmonotonie je oproti tomu zjevnì pojmem globálním, vztahuje se k pevné mno¾inì.46



De�ni
e 33: Roz¹íøení pojmu suprema a in�ma na hodnoty funk
íNe
h» M � R; M 6= ;.1. M není shora omezená, právì kdy¾ neexistuje k 2 R takové, ¾e (8x 2M)(x � k). Pak øekneme, ¾esupM = +1.2. M není zdola omezená, právì kdy¾ neexistuje k 2 R takové, ¾e (8x 2 M)(x � k). V takovémpøípadì pí¹eme infM = �1.Ne
h» dále M � Df .3. Oznaèíme supM f(x) = supM f df= sup�y 2 R�� (9x 2M)�y = f(x)�	 a4. infM f(x) = infM f df= inf �y 2 R�� (9x 2M)�y = f(x)�	.Stì¾ejní vìta v na¹em programu prá
e s monotónními funk
emi bude následují
í:Vìta 40: Jednostranné limity monotónní funk
eNe
h» a; b 2 R, a < b a f je funk
e R ! R.1. Ne
h» f je neklesají
í na (a; b). Pak limx!b� f(x) = sup(a;b) f a limx!a+ f(x) = inf(a;b) f .2. Ne
h» f je nerostou
í na (a; b). Pak limx!b� f(x) = inf(a;b) f a limx!a+ f(x) = sup(a;b) f .Dále platí, ¾e pøíslu¹né jednostranné limity jsou koneèné, je-li f na (a; b) omezená.Dùkaz: provedeme pro druhý pøípad, pøípad prvý je plnì analogi
ký. Bude nás zajímat limx!b� f(x) ainf(a;b) f = �1, pøípady zbývají
í se opìt vyøe¹í analogi
ky. Jaká je základní idea dùkazu? Ch
emedokázat, ¾e (8K < 0)(9Æ > 0)�8x 2 (b� Æ; b) \Df ��f(x) < K�:Hledáme alespoò jedno x0 takové, ¾e f(x0) < K; potom pro ka¾dé x > x0 je tato podmínka také splnìna,nebo» f je nerostou
í, tedy f(x) � f(x0). Formálnì to zapí¹eme takto. Ne
h» K 2 R. Pak z de�ni
ein�ma �9x0 2 (a; b)��f(x0) < K�. Zvolíme Æ = b � x0 > 0. Následnì 8x 2 (b � Æ; b) \ Df je f(x) < K,proto¾e pro nerostou
í funk
i platí (x > b� Æ)) �f(b� Æ) � f(x) < K�.P o z n ámka : Ne
h» f je monotónní na (a; b). Napøíklad f bereme nerostou
í. Pak 8
 2 (a; b) existujíjednostranné limity v 
 a platí limx!
� f(x) � f(
) � limx!
+ f(x). Existen
e limit je jednodu
hý dùsle-dek pøed
házejí
í vìty, nerovnosti mù¾eme mimo jiné vyvodit z limitního pøe
hodu (39) pou¾itého projednostranné limity. Za jednu funk
i volíme pøímo f a za druhou funk
i identi
ky rovnu f(
).Shròme nyní vìty o þjednostranný
h a oboustranný
h pojme
hÿ.Vìta 41: Souvislost jednostranný
h a oboustranné limity, spojitosti a deriva
eNe
h» f : R ! C a a 2 R.1. limx!a f(x) existuje, právì kdy¾ existují limx!a+ f(x) a limx!a� f(x) a obì limity se sobì rovnají. Jedno-stranné limity se potom rovnají limitì oboustranné.2. f je spojitá v a, právì kdy¾ je spojitá v a zleva i zprava.3. f 0(a) existuje, právì kdy¾ existují f 0+(a) a f 0�(a) a jsou si rovny, pøièem¾ v takovém pøípadì si jsouv¹e
hny deriva
e v a rovny.Dùkaz: V pøípadì prvního tvrzení jsme jej provedli ji¾ døíve, viz vìtu (2).Tvrzení 2. a 3. lze dokázat pøímo z de�ni
e a pou¾itím prvního tvrzení. Uvìdomte si, ¾e spojitost ideriva
e je de�nována jako limita.
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x4. Heineho vìta: kritérium pro existen
i limity funk
eV tomto paragrafu nás bude zajímat následují
í problém. Mìjme funk
i de�novanou na nìjakém okolíbodu a. Její funkèní hodnoty se budou na
házet v okolí bodu A. Sestrojme posloupnost xn ! a takovou,¾e xn 6= a. Co se stane s posloupností pøíslu¹ný
h funkèní
h hodnot? Za jaký
h podmínek lze oèekávatf(xn)! A? A kdy platí opaèné tvrzení, tedy kdy z existen
e limity f(xn) plyne existen
e limity funk
e?Odpovìï poskytne následují
í vìta.Vìta 42: HeinehoNe
h» f : R ! C je funk
e, a 2 R� a A 2 C [ f�1g ne
h» jsou èísla. Paklimx!a f(x) = A , �8fxng � Df n fag; limn!1xn = a�� limn!1 f(xn) = A�:Po zn ámka : Zkusme si rozmyslet silnìj¹í tvrzení. Platí dokon
e, ¾e9 limx!a f(x) , �8fxng � Df n fag; limn!1xn = a��9 limn!1 f(xn)�:Implika
e) je snadným dùsledkem Heineho vìty. Naopak( je silnìj¹í ne¾ pøíslu¹né tvrzení Heineho vìty,nebo» nepo¾adujeme, aby v¹e
hny limity byly stejné. Jednodu¹e sporem ale uká¾eme, ¾e pokud v¹e
hnytyto limity existují, musí u¾ být stejné. Berme an ! a, bn ! a a funkèní hodnoty ne
h» konvergujík rùzným èíslùm f(an)! A, f(bn)! B. Staèí uva¾ovat posloupnost 
n de�novanou 
n = an pro n li
héa 
n = bn pro n sudé. Posloupnost 
n jistì konverguje k a, ale f(
n) limitu vùbe
 nemá, nebo» pro velkán os
iluje mezi A a B.Nyní se ale vrátíme k pùvodní Heineho vìtì.Dùkaz:). Ne
h» limx!a f = A a ne
h» xn 2 Df ; xn 6= a; xn ! a. Potøebujeme dokázat, ¾e limn!1 f(xn) = A,tedy �8U(A)�(9n0 2 N)(8n � n0)�f(xn) 2 U(A)�. Víme, ¾e platí �8U(A)��9U�(a)��8x 2 U�(a) \ Df��f(x) 2 U(A)�. Vezmeme-li libovolnou posloupnost xn ! a, musí pro toto U�(a) existovat n0 2 N takové,¾e pro ka¾dé n � n0 bude xn 2 U�(a), a tudí¾ f(xn) 2 U(A). Tím je implika
e ovìøena.(. Tuto implika
i ovìøíme sporem. Pøedpokládejme, ¾e 8fxng � Df ; xn ! a; xn 6= a je limn!1 f(xn) = Aa ¾e limx!a f(x) 6= A. Pak ov¹em existuje U(A) takové, ¾e �8U�(a)��9x 2 U�(a) \ Df��f(x) 62 U(A)�.Z takový
h x nyní sestrojíme posloupnost. Ne
h» pro urèitost a 2 R. Potom (8n 2 N)�9xn 2 �(a� 1n ; a++ 1n ) n fag� \ Df� a platí xn 6= a; xn ! a a také xn 2 Df . Naví
 ov¹em f(xn) 6! A, 
o¾ je hledanýspor.Pro a = �1 by
hom pouze za okolí a, z nìj¾ vybíráme prvek xn volili (n;1), resp. (�1;�n).P o z n ámka : Jako obvykle se tvrzení této vìty vztahuje i na pøípad jednostranný
h limit a limitposloupností. Ve druhém pøípadì máme na mysli tento výrok:limn!1 an = A , �8fkng; ki 2 N; ki > kj pro i > j�� limn!1 akn = A�:Posloupnosti fakng, které se vyskytují na pravé stranì ekvivalen
e, nazýváme vybrané posloupnosti z fanga budeme o ni
h hovoøit v dal¹ím paragrafu. V obou pøípade
h staèí u dané funk
e vhodnì omezit de�nièníobor.C v i è e n í : Zkuste formálnì provést dùkaz zesílené Heineho vìty zpùsobem naznaèeným vý¹e. Pokudneuspìjete, pøeètìte si následují
í paragraf a hledejte pojem þvybraná posloupnostÿ.Jakým zpùsobem se Heineho vìta u¾ívá? Na dvou pøíklade
h si uká¾eme její u¾ití k dùkazu neexisten
elimit.P ø í k l a d : limx!0 sgn(x) zøejmì neexistuje, proto¾e provedu-li výbìr posloupnosti fxng blí¾í
í se zleva,bude zjevnì limn!1 xn = 0 (napø. �n = � 1n ) a limn!1 sgn(� 1n ) = �1, kde¾to pro f�ng blí¾í
í se zprava budelimn!1�n = 0 (napø. �n = 1n ) a limn!1 sgn( 1n ) = 1. Funkèní hodnota sgn(0) = 0.Zajímavìj¹ím pøípadem je limx!0 sin( 1x). Volíme-li napøíklad xn = 1Æ��2n + 12���, je zøejmì xn ! 0,xn 6= 0 a sin 1xn = 1. pro yn = 1=(2n�) jsou první dvì podmínky splnìny té¾ sin 1yn = 0. Máme tedy48



opìt dvì posloupnosti se stejnou limitou, pøièem¾ limity posloupností funkèní
h hodnot se li¹í, proèe¾limx!0 sin( 1x ) neexistuje (samozøejmì ani jako jednostranná). Poznamenejme, ¾e tím pádem neexistuje anilimx!1 sinx:Po zn ámka : Jinou mo¾ností vyu¾ití Heineho vìty je výpoèet limit posloupností z limit funk
í, jeji
h¾tvar získáme zmìnou de�nièního oboru pøíslu¹ného zobrazení.x5. Vybrané posloupnosti: Weierstrassova vìta, Bolzano{Cau
hyova podmínkaDe�ni
e 34: Vybraná posloupnostNe
h» an je posloupnost a kn je rostou
í posloupnost pøirozený
h èísel. Posloupnost bn = akn nazvemevybranou posloupností (podposloupností) posloupnosti an.Vìta 43: WeierstrassovaZ ka¾dé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentní podposloupnost.Dùkaz: Oznaème zkoumanou posloupnost fang1n=1. Sestrojíme posloupnosti An a Bn. Zvolíme A0 tak,aby bylo dolní závorou posloupnosti fang, obdobnì B0 tak, aby bylo horní závorou (tedy aby A0 �� an � B0 pro ka¾dé n 2 N). Ostatní èleny posloupností An a Bn sestrojíme následovnì. Polo¾íme Cn == 12 (An�1 +Bn�1). Proto¾e interval hAn�1;Bn�1i obsahuje nekoneènì mnoho èlenù uva¾ované omezenéposloupnosti, musí alespoò jeden z intervalù hAn�1;Cni, hCn;Bn�1i obsahovat také nekoneènì mnohoèlenù této posloupnosti. Je-li to prvý z ni
h, polo¾íme An = An�1 a Bn = Cn, v opaèném pøípadìAn = Cn a Bn = Bn�1. Obì posloupnosti An a Bn mají limitu, nebo» jsou omezené a monotónní. Obìlimity musí být stejné, nebo» zøejmì jBn�Anj = jA0�B0j=2n, a tedy limn!1Bn�An = 0. Nyní setrojímeposloupnost kn indexù èlenù podposloupnosti v pùvodní posloupnosti. k0 volíme libovolnì. kn zvolímetak, aby kn > kn�1 a èlen pùvodní posloupnosti akn 2 hAn;Bni. To lze, nebo» tento interval obsahujenekoneènì mnoho èlenù pùvodní posloupnosti, spe
iálnì tedy alespoò jeden mají
í index vìt¹í kn. Tatopodposloupnost v¹ak má podle vìty o dvou strá¾ní
í
h (8) limitu, je omezena posloupnostmi An a Bn.Vìta 44:Pokud posloupnost an není shora omezená, potom existuje její podposloupnost mají
í limitu +1. Není-liomezená zdola, potom existuje její podposloupnost mají
í limitu �1.Lemma:Jestli¾e posloupnost an není shora omezená, pak pro ka¾dé K 2 N existuje nekoneènì mnoho k 2 Ntakový
h, ¾e platí ak > K.Dùkaz lemmatu: Postupujeme sporem. Ne
h» takový
h k je pouze koneèný poèet. Není-li takové k do-kon
e ¾ádné, potomK je horní závorou uva¾ované posloupnosti, 
o¾ je spor s její neomezeností. V opaènémpøípadì urèím maximum z (koneèné) mno¾iny fakg v¹e
h èlenù posloupnosti vìt¹í
h ne¾ K. Potom totomaximum je horní závorou uva¾ované posloupnosti, 
o¾ je ov¹em¾e spor.Dùkaz vìty: Sestrojujeme posloupnost kn, tak aby bn = ank byla podposloupnost splòují
í první èástdokazované vìty. Polo¾íme k0 = 0 a kn volíme tak, aby kn > kn�1 a akn > n; to lze, nebo» existujenekoneènì mnoho hodnot vìt¹í
h ne¾ n, a tedy alespoò jedna z ni
h vyhovuje této podmín
e. Tatopodposloupnost splòuje podmínky vìty.De�ni
e 35: Limita suprem, limita in�mPolo¾me bn = supfakg+1k=n a 
n = inffakg+1k=n. Pro posloupnost an se zavádí následují
í oznaèení:lim sup an = liman df= limn!+1 bn;lim inf an = liman df= limn!+1 
n:První symbol èteme limes superior (limita suprem), druhý limes inferior (limita in�m).
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Po zn ámka : Platí limn!+1 an = A , lim an = lim an = A:Limity suprem a in�m existují v¾dy, nebo» to podle de�ni
e jsou limity z monotónní
h posloupností (pro-myslete). Oznaèíme-li P mno¾inu limit v¹e
h vybraný
h posloupností, potom lim an = inf P a lim an == supP .Pro funk
e lze analogi
ky zavést limx!a+f(x) = limx!a+h sup(a;x) f(x)i:Vìta 45: Bolzano{Cau
hyho (B.{C.) podmínkaNe
h» f : R ! C a a 2 R� . Dále a» pro ka¾dé U�(a) platí U�(a) \ Df 6= ;. Pak existuje limx!a f(x) vlastníprávì tehdy, kdy¾ (8" > 0)�9U�(a)��8x0; x00 2 U�(a)����f(x0)� f(x00)�� < "�:Dùkaz: ). Z existen
e limity vyplývá pro libovolné " > 0 existen
e U�(a) takového, ¾e �8x 22 U�(a)��jf(x) � Aj < 12"�, kde A je limita této funk
e. Pou¾itím trojúhelníkové nerovnosti získáme8x0; x00 2 U�(a)" > ��f(x0)�A��+ ��f(x00)�A�� = ��f(x0)�A��+ ��A� f(x00)�� � ��f(x0)� f(x00)��:(. Funk
e f je na urèitém okolí U�(a) omezená, 
o¾ snadno nahlédneme pou¾itím pøedpokladu pro x0pevné; zvolíme " = 1, z pøíslu¹ného U�(a) vybereme libovolné x0 a v¹e
hna x00 z U�(a) pak musí le¾etv intervalu (x0�1;x0+1). Uvá¾íme libovolnou posloupnost yn takovou, ¾e má limitu a. Podle Weierstras-sovy vìty existuje podposloupnost posloupnosti funkèní
h hodnot f(yn), která má limitu, oznaèím ji A.Podle pøedpokladu naleznu U�(a) takové, ¾e pro libovolné x0, x00 z tohoto okolí platí ��f(x0)�f(x00)�� < 12".Z de�ni
e limity posloupnosti plyne existen
e k takového, ¾e ��f(yk) � A�� < 12" a yk 2 U�(a). Pou¾itímtrojúhelníkové nerovnosti získáme 8x 2 U�(a) jf(x) �Aj < " | þslo¾ímeÿ obì nerovnosti podobnì jakový¹e, v první volíme x0 = x a x00 = yk.
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4 Vlastnosti spojitý
h a diferen
ovatelný
h funk
íx1. Lokální extrémy: podmínky nutnéPo zn ámka : Budeme se zabývat extrémy funk
í M ! R, de�novaný
h vìt¹inou na intervalu (a; b).De�ni
e 36: Lokální extrémØekneme, ¾e funk
e f je v bodì a 2 R neklesají
í, resp. nerostou
í, právì kdy¾ �9U�(a) = U�+(a) [[ U��(a) � Df��8x 2 U�+(a)� platí f(x) � f(a), resp. f(x) � f(a) a zároveò 8x 2 U��(a) platíf(x) � f(a), resp. f(x) � f(a). Funk
i rostou
í (resp. klesají
í) de�nujeme stejným zpùsobem, neostrénerovnosti (�;�) v¹ak zamìníme za ostré (<;>).Øekneme, ¾e f má v bodì a 2 R lokální maximum, resp. lokální minimum, právì kdy¾ �9U�(a) �� Df��8x 2 U�(a)� platí f(x) � f(a), resp. f(x) � f(a). Pro ostré lokální maximum, resp. minimumpak musí platit tento výrok s ostrými nerovnostmi místo neostrý
h. Má-li funk
e v bodì a 2 R (ostré)lokální maximum nebo lokální minimum, mluvíme o (ostrém) lokálním extrému.P o z n ámka : Funk
e mù¾e mít v daném bodì ví
e z tì
hto vlastností. Napøíklad funk
e rostou
í je ineklesají
í (obrá
enì to v¹ak nemusí platit | viz konstantní funk
i), má-li funk
e v bodì ostrý lokálníextrém, má zde i þneostrýÿ extrém | tedy extrém bez pøívlastku (konstantní funk
e je opìt pøíkladem,¾e opaèné tvrzení neplatí). Koneènì, je-li funk
e v bodì nerostou
í a neklesají
í, pak je na urèitém okolíbodu konstantní atd.Vìta 46: Podmínky nutné pro lokální extrémNe
h» a 2 R a ne
h» existuje f 0(a) 2 R� . Pak platí1. má-li f v a lokální extrém, je f 0(a) = 0;2. pokud f 0(a) > 0, je f v a rostou
í, pokud f 0(a) < 0, je klesají
í.Dùkaz: Tvrzení 2. doká¾eme z de�ni
e deriva
e a jedné z triviální
h vìt o limitá
h. Ne
h» je napøí-klad f 0(a) > 0 (pro záporné deriva
e je dùkaz obdobný). Pak �9U�(a) = U�+(a) [ U��(a)��8x 22 U�(a)��[f(x) � f(a)℄=(x � a) > 0�. Z toho plyne �8x 2 U�+(a)��f(x) � f(a) > 0� a �8x 22 U��(a)��f(x) � f(a) < 0�. Pokud je v bodì a lokální extrém, pak funk
e v tomto bodì není dlede�ni
e ani rostou
í ani klesají
í, proèe¾ nemù¾e být ani f 0(a) > 0 ani f 0(a) < 0. Tedy f 0(a) = 0, èím¾jsme ovìøili i tvrzení první.P o z n ámka : Body a, v ni
h¾ buï f 0(a) = 0, nebo deriva
e neexistuje, oznaèíme za podezøelé (hledáme-li extrémy).P ø í k l a d : Tyto podmínky jsou skuteènì jen nutné a nikoliv postaèují
í: funk
e y = x3 má v bodìx = 0 deriva
i si
e nulovou, extrém tu v¹ak nemá. Stejnì tak funk
e y = (x � 1)2 + jxj nemá v x = 0de�novanou deriva
i a extrém tu rovnì¾ nemá.x2. Globální extrémyDe�ni
e 37: Globální extrémyFunk
e f : M ! R má v bodì x0 2 M globální maximum, resp. minimum, právì kdy¾ 8x 2 Mplatí f(x0) � f(x), resp. f(x0) � f(x) nebo té¾ f(x0) = supM f , resp. f(x0) = infM f). Zapisujemef(x0) = maxM f , resp. f(x0) = minM f). Globální maximum èi minimum nazveme globálním extrémem,ostré globální extrémy de�nujeme opìt stejným zpùsobem a¾ na neostré nerovnosti zamìnìné za ostré.Pro dùkaz následují
í vìty budeme potøebovat tvrzení o limitì þfunk
e slo¾ené s posloupnostíÿ. Lzese si
e odvolat na obe
nou vìtu (34), ale pro zopakování pøipomeneme dùkaz je¹tì jednou v tomtokonkrétním pøípadì. 51



Lemma:Buï f funk
e spojitá v bodì a a xn posloupnost, limn!1 xn = a. Pak existuje limn!1 f(xn) = f(a).Dùkaz: Z
ela rutinním zpùsobem.limx!a f(x) = f(a) ) �8U(f(a))9U(a)��8x 2 U(a)��f(x) 2 U�f(a)��;limn!1xn = a) (9n0 2 N)(8n 2 N; n > n0)�xn 2 U(a)�) �f(xn) 2 U�f(a)��:Cv i è e n í : Uva¾ujme funk
i f : R ! R, pro ni¾ existuje limx!a f(x) nevlastní. Pak f není v a spojitá.Návod: postupujte sporem, uva¾ujte f(a) a de�ni
i nevlastní limity.Vìta 47: Existen
e globálního extrému na ha; biNe
h» f je reálná, spojitá na ha; bi. Pak existují minha;bi f a maxha;bi f .Dùkaz: Tvrzení doká¾eme pro minimum (pro maximum bude postup analogi
ký). OznaèmeA = infha;bi fa doka¾me, ¾e existuje v ha; bi bod x0, pro nìj¾ A = f(x0). Dùkaz rozdìlíme na tøi èásti:1. Najdeme þminimizují
íÿ posloupnost fxng1n=1 � ha; bi; limn!1 f(xn) = A.2. Z této posloupnosti vybereme posloupnost xkn konvergují
í k urèitému bodu x0.3. Uká¾eme s pomo
í lemmatu uvedeného pøed touto vìtou, ¾e f(xkn) konverguje k f(x0), a protof(x0) = A.Bod 1. Je-li A 2 R in�mem oboru hodnot funk
e, pak z de�ni
e in�ma plyne, ¾e (8n 2 N)(9xn 22 ha; bi)�A � f(xn) � A + 1n�. Z vìty o dvou strá¾ní
í
h (8) pak díky A = limn!1A = limn!1 A + 1nplyne limn!1 f(xn) = A. Pakli¾e je A = �127, budeme pou¾ívat intervaly (�1;�n) s n 2 N, èím¾podle vìty o limitním pøe
hodu v nerovnost získáme posloupnost f(xn) s limitou �1.Bod 2. Z Weierstrassovy vìty plyne (proè je fxng omezená?), ¾e z posloupnosti xn mù¾eme vybratposloupnost xkn (kde fkng1n=1 je rostou
í), která konverguje k nìjakému èíslu. Oznaèíme jej x0. Podlepoznámky za dùkazem Heineho vìty (42) pak i posloupnost f�xkn� konverguje k A, nebo» je to vybranáposloupnost z f(xn). Ad 3. Proto¾e je funk
e f spojitá na intervalu ha; bi, je spojitá i v bodì x0 tohotointervalu. Lemma, je¾ jsme dokázali pøed touto vìtou, pak dáváA = limn!1 f(xn) = limn!1 f(xkn) = f(x0):Vzhledem k tomu, ¾e A je in�mem oboru hodnot f , funk
e f urèitì nenabývá na 
elém ha; bi hodnotmen¹í
h, a proto má f v bodì x0 globální minimum. Ze spojitosti f také okam¾itì plyne, ¾e nemù¾e býtA = f(x0) = �1.P o z n ámka : Pøedpoklady vìty nelze zeslabovat bez újmy na obe
nosti vysloveného tvrzení. Snadnototi¾ najdeme protipøíklady: pokud by funk
e f nemusela být spojitá, lze vzít napø. funk
i f de�novanouf(x) = x pro x 2 (�1; 1) a f(�1) = f(1) = 0 | aèkoliv je Df uzavøený interval, nemá funk
e aniglobální maximum, ani globální minimum. Jestli¾e by
hom naopak netrvali na uzavøenosti Df , staèíuva¾ovat napø. ar
tgx pøi x 2 (�1;1), pøípadnì opìt f(x) = x na (�1; 1), nemá-li snad nìkdo rádneomezené intervaly.P o z n ámka o dùsled
í
h vìty (47): Je-li f spojitá reálná èi komplexní funk
e de�novaná na uzavøe-ném intervalu I , je omezená a nabývá dokon
e svého þmaximaÿ i þminimaÿ na I , pokud de�nujemeþmaximumÿ, resp. þminimumÿ komplexní funk
e g(x) jako maximum, resp. minimum funk
e jg(x)j.Komplexní funk
i lze toti¾ jednoznaènì rozepsat do tvaru f1(x) + if2(x), pøièem¾ f1(x) i f2(x) musíbýt spojité na I (triviální dùsledek vìty o limitì komplexní funk
e jako souètu limit její
h slo¾ek), aproto i omezené. Pi¹me nyní novou spojitou funk
i g reálné promìnné de�novanou na I pøedpisemg(x) � jf(x)j = pf21 (x) + f22 (x). Tato funk
e má podle vìty (47) globální extrémy, a je tudí¾ tìmitoextrémy omezená.Dal¹í dùsledek je skuteènost, ¾e je-li f spojitá na (a; b) a její jednostranné limity v krajní
h bode
h jsouvlastní, pak lze f v krajní
h bode
h intervalu (a; b) dode�novat tìmito limitami a pak pou¾ít vìty (47).27Brzy si
e uká¾eme, ¾e tato situa
e nastat nemù¾e, zatím v¹ak nemáme dùvod ji ze na¹i
h úvah vyluèovat.52



Vìta 48: Existen
e globálního extrému na (a; b)Ne
h» f je spojitá na (a; b) a ne
h» existují limx!a+ f(x) = A; limx!b� f(x) = B; A;B 2 R� . OznaèmeK = max fA;Bg a mno¾inu podezøelý
h bodù P = fx 2 (a; b)j f 0(x) nedef. _ f 0(x) = 0g. Ne
h» existujemaxx2P f(x) = H . Pak existuje maxx2(a;b) f(x) a je rovno H , právì kdy¾ H � K.Dùkaz: Ekvivalen
i doká¾eme jako obousmìrnou implika
i. Nejprve ):�9max(a;b) f(x)�) �9x0 2 (a; b)��f(x0) = max(a;b) f(x)�) �f 0(x0) nedef. _ f 0(x0) = 0�)) (x0 2 P )) �maxP f(x) = f(x0) = max(a;b) f(x)�Dále zøejmì 8x 2 (a; b) : f(x) � f(x0), a limitním pøe
hodem v nerovnosti tedy A;B � f(x0) = H .Dále doká¾eme obrá
enou implika
i. Pokud H � K, uká¾eme sporem, ¾e f nemù¾e nabývat na (a; b)vìt¹í
h hodnot ne¾ H . Ne
h» 9x0 2 (a; b) takové, ¾e f(x0) > H � K, a tedy �9U�+� (a); U��� (b)��8x 22 U�+� (a) [ U��� (b)��f(x) < f(x0)�. Pak ale existuje z 2 ha + �; b � �i, v nìm¾ nastává maximum natomto uzavøeném intervalu (dle pøed
hozí vìty) a pøitom z není krajním bodem tohoto intervalu. Tedymusí le¾et v P a rovnì¾ musí být f(z) � f(x0) > K = maxP f(x), 
o¾ je spor. Funk
e f pak nabývásvého maxima v tì
h bode
h x 2 P � (a; b), kde je f(x) = H .P o z n ámka : Poslední dvì vìty platí analogi
ky samozøejmì i pro opaèné extrémy. Ne
h
eme-li tvrdit,¾e dùkaz by se provedl podobným zpùsobem, mù¾eme napøíklad øí
i, ¾e vìtu budeme aplikovat na funk
i�f(x) | je jistì spojitá (byla-li f(x) spojitá) a musí mít dle vìty minimum. Minimum funk
e �f(x) jeale toté¾ 
o maximum f(x) (uvìdomte si de�ni
i maxima a minima).P o z n ámka : Hledáme-li extrémy funk
e na intervalu I = ha; bi | existen
i nám zaji¹»uje vìta (47)| staèí se omezit na prozkoumávání (vìt¹inou koneèné) mno¾iny podezøelý
h bodù roz¹íøené o krajníbody intervalu P = fx 2 (a; b)j f 0(x) nedef. _ f 0(x) = 0g [ fa; bg;pøièem¾ maxI f = maxP f . Toto tvrzení jsme ji¾ pou¾ili vý¹e. Staèí si uvìdomit, ¾e hledané maximumje buï krajním bodem I , nebo lokálním extrémem, a tudí¾ musí být bod, v nìm¾ tento extrém nastane,zahrnut v mno¾inì P , jak tvrdí vìta (46).P ø í k l a d : Vy¹etøeme na intervalu h�2; 2i extrémy funk
e f(x) = 9jxj � x3.První u¾iteèná informa
e je, ¾e f je spojitá na 
elém intervalu (je souètem spojitý
h funk
í). Hledejmenyní body podezøelé ve smyslu pøed
hozí poznámky. Krajní body jsou podezøelé automati
ky, dále do Pjistì nále¾í bod 0, v nìm¾ neexistuje deriva
e f . Naleznìme nyní deriva
i f ve v¹e
h ostatní
h bode
h.Hledejme ji zvlá¹» na mno¾iná
h (zde intervale
h), kde x nemìní znaménko, proèe¾ lze jxj derivovat jakolineární funk
i: x 2 (�2; 0) : f 0(x) = �9� 3x2 a x 2 (0; 2) : f 0(x) = 9� 3x2:Je vidìt, ¾e na intervalu (�2; 0) je deriva
e f stále záporná, proto zde extrém nenastane. Naopak v (0; 2)existuje právì jeden nulový bod f 0(x), a to x = p3. Podezøelé body tedy jsou �2; 0;p3 a 2. Zjistíme,¾e hodnoty f v tì
hto bode
h jsou po øadì 26; 0; 6p3 a 10. Na intervalu h�2; 2i má proto f globálnímaximum v bodì �2 a globální minimum v bodì 0 (uvìdomte si znovu, proè nemù¾e (globální) extrémnastat kdekoliv jinde).P ø í k l a d : Najdìte obdélník o obvodu 4 s maximálním obsahem.Oznaème délky stran obdélníka a; b, pøièem¾ zøejmì a 2 (0; 2). Musí platit 2a + 2b = 4, tj. b = 2 � aa obsah obdélníka pak bude S(a) = a(2 � a). Ptejme se nejprve, zda tato funk
e (zøejmì spojitá) mámaximum na intervalu (0; 2). Odpovìï nám dá vìta (48): jednostranné limity v krajní
h bode
h intervaluurèíme snadno (S je spojitá na R) | obì jsou nulové. Hledejme dále mno¾inu podezøelý
h bodù: S jediferen
ovatelná na 
elém intervalu a S0(a) je nulová pouze pro a = 1. To je také jediný prvek P , a tudí¾maxP S(a) = 1, 
o¾ je èíslo vìt¹í ne¾ obì limity v krajní
h bode
h, tedy S má na (0; 2) maximum, a tov bodì a = 1. Proto má maximální obsah ze v¹e
h takový
h obdélníkù právì ètvere
.Vìta 49: Darbouxova vlastnost spojitý
h funk
íJe-li f spojitá na ha; bi, pak nabývá v¹e
h hodnot mezi f(a); f(b).53



O a bx0 x
y

f(a)f(b)A f
	Obrázek 4: K dùkazu Darbouxovy vìty. Na ose x je vyznaèena mno¾ina M a x0 pro konkrétní volbu A.Dùkaz: Budeme pøedpokládat, ¾e f(a) < f(b) (v pøípadì rovnosti není 
o dokazovat, opaèná nerovnostby se dokazovala stejným zpùsobem). Musíme nyní ukázat, ¾e a» zvolíme jakékoliv èíslo A, f(a) < A << f(b), bude v¾dy existovat x0 2 ha; bi, ¾e f(x0) = A.Oznaème M = �x 2 ha; bi�� f(x) < A	 | jistì se jedná o neprázdnou mno¾inu. Oznaème supremumtéto mno¾iny x0 a doka¾me, ¾e f(x0) = A. Zajisté existuje posloupnost28 fxng1n=1 � M s vlastnostíx0 � 1n � xn < x0. Dle vìty o dvou strá¾ní
í
h tato posloupnost konverguje k x0 a proto¾e f je spojitá,konverguje i posloupnost f(xn), a to k èíslu f(x0). Vìta o limitním pøe
hodu v nerovnost v¹ak tvrdí, ¾ejeliko¾ zøejmì f(xn) < A, je i limita, to jest f(x0) � A.Nakone
 uká¾eme, ¾e nemù¾e být f(x0) < A. Ne
h» naopak f(x0) < A. Proto¾e je x0 suprémemM , platíf(x) � A pro ka¾dé x > x0. Opìt podle vìty o limitním pøe
hodu v nerovnost je proto v x0 limita zpravavìt¹í nebo rovna A, a tedy oboustranná limita f (i kdyby existovala) by musela být vìt¹í nebo rovna A| rozhodnì by v¹ak nebyla rovna f(x0) < A, èili f by nebyla spojitá v tomto bodì, 
o¾ je spor.Vìta 50:Ne
h» f je neklesají
í na (a; b) a ne
h» je Rf = f�(a; b)� (tedy interval (a; b) zobrazený f) rovnì¾ interval.Pak je f na (a; b) spojitá.Dùkaz: nepøímo. Ne
h» existuje 
 2 (a; b), f(
) < limx!
+ f(x) = d2, resp. d1 = limx!
� f(x) < f(
)| obì limity existují, viz vìtu (40). Pak ale intervaly (
; d2) a (d1; 
) nejsou obsa¾eny v Rf .Vìta 51: Existen
e inverzní funk
eNe
h» f je spojitá a rostou
í na (a; b). Pak k ní existuje invezní funk
e f�1, která je také spojitá a rostou
í.Oznaèíme-li naví
 A = limx!a+(x), B = limx!b�(x), platí Df�1 = (A;B); Rf�1 = (a; b).Dùkaz: Dle Darbouxovy vlastnosti spojitý
h funk
í je�Rf = (A;B)) �8C 2 (A;B)��9!x 2 (a; b)��f(x) = C�;pokud by existovalo ví
e takový
h x, byl by to spor s pøedpokladem, ¾e f je rostou
í. Tedy Df�1 = (A;B),Rf�1 = (a; b) a f�1 je funk
e.Buï 
 < d a C = f(
); D = f(d), pak f�1(C) = 
; f�1(D) = d. Po¾adavek, aby f byla rostou
í v¹akzpùsobí, ¾e pak i C < D. Stejnì tak je-li 
 > d, je i C > D, pøièem¾ 
 = d je právì pro C = D (f jerostou
í). Celkovì jsme tedy ovìøili ekvivalen
i C > D , 
 > d, 
o¾ v¹ak znamená, ¾e f�1 je rostou
í.Koneènì doka¾me, ¾e f�1 je spojitá. Okam¾itì to plyne pomo
í pøed
hozí vìty ze skuteènosti, ¾e f�1je rostou
í (tedy neklesají
í) a obor její
h hodnot je interval.P o z n ámka : Vìta (51) ukazuje, ¾e tøetí pøedpoklad (existen
e spojité inverzní funk
e) ve vìtì o de-riva
i inverzní funk
e (15) je nadbyteèný. Smazali jsme tak opìt jeden ze starý
h dluhù.De�ni
e 38: Stejnomìrná spojitost funk
e na intervaluNe
h» f je komplexní funk
e, I interval. Øekneme, ¾e f je stejnomìrnì spojitá na I , pokud(8" > 0)(9Æ > 0)(8x0; x00 2 I)�jx0 � x00j < Æ� platí jf(x0)� f(x00)j < ":28Vìt¹inou staèí volit pøímo xn = x0 � 1n . 54



Po zn ámka : Pokud vy¹etøujeme obyèejnou spojitost funk
e f v libovolném bodì x0 2 I , pak prolibovolné " > 0 ¾ádáme, aby pro v¹e
hna x00 z nìjakého okolí UÆ(x0) bylo jf(x00) � f(x0)j < ". Velikosttohoto okolí se ov¹em mù¾e pøi stejném " a rùzný
h x0 mìnit. Vy¹etøujeme-li stejnomìrnou spojitost f naI , pak ¾ádáme, aby bylo pro dané " mo¾né volit Æ stejné pro v¹e
hna x0 2 I . Je patrné, ¾e ze stejnomìrnéspojitosti plyne obyèejná spojitost.P ø í k l a d : Funk
e f(x) = 1=x na (0; 1) je si
e spojitá, ale nikoliv stejnomìrnì spojitá. Zvolíme-li pevnìnapøíklad " = 1, pak pro x0 blízké jedné staèí volit Æ � 12 , ale èím ví
e se blí¾íme s x0 k nule, musíme Æzmen¹ovat (pro x0 = 1100 musíme volit ji¾ Æ < 199 � 1101 � 2:10�4). Pøi dal¹ím pøibli¾ování x0 k nule zøejmìpotøebné Æ nemá ¾ádnou dolní hrani
i vìt¹í ne¾ nula, a tedy neexistuje Æ > 0, které by staèilo volit prov¹e
hna x0 2 (0; 1). Na libovolném podintervalu (0; 1) ov¹em ji¾ funk
e f stejnomìrnì spojitá je.Závìr pøed
hozího odstav
e vyjadøuje skuteènost, ¾e na (0; 1) se si
e hodnoty f v okolí x blí¾í k f(x),ale ne v¹ude stejnì ry
hle.Vìta 52: CantorovaJe-li funk
e f spojitá na ha; bi = I , je i stejnomìrnì spojitá na I .Dùkaz: sporem. Ne
h» f je spojitá na I a(9" > 0)(8n 2 N)(9x0n ; x00n 2 I)�jx0n � x00nj < 1n��jf(x0)� f(x00)j � "�:Rozdíl jx0n � x00nj tedy konverguje k nule. Podle Weierstrassovy vìty lze z x0n; x00n vybrat konvergují
íposloupnosti x0nk ; x00nk a má-li jeji
h rozdíl konvergovat k nule, musí i ony samy konvergovat k tému¾ èíslu,které oznaèíme x0. Je-li ale f spojitá, musí i f(x0nk ) a f(x00nk ) konvergovat k tému¾ èíslu f(x0). Protokonverguje f(x0nk )� f(x00nk ) k nule. To je ov¹em spor.x3. Vìty o støední hodnotì: l'H�spitalova vìtaPo zn ámka : V tomto paragrafu se budeme zabývat diferen
ovatelnými funk
emi.Vìta 53: RolleovaNe
h» f je reálná funk
e na ha; bi, pro ni¾ platí:1. f je na ha; bi spojitá a pro x 2 (a; b) existují té¾ f 0(x),2. f(a) = f(b).Pak existuje � 2 (a; b), pro nìj¾ f 0(�) = 0.Dùkaz: Je-li f konstanta, staèí vzít za � libovolný prvek (a; b). Není-li f konstanta, existuje dle vìty (47)maximum i minimum f na ha; bi v nìjaký
h bode
h �1; �2, a zøejmì tedy musí být f(�1) 6= f(�2). Alespoòjedno z èísel f(�1); f(�2) se ov¹em musí li¹it od èísla f(a) = f(b); ne
h» je to f(�1). Pak ale a 6= �1 6= b,tedy �1 2 (a; b). Dle vìty (46) v¹ak f 0(�1) buï neexistuje, nebo je nulová. První pøedpoklad této vìtytedy potvrzuje, ¾e f 0(�1) = 0.Vìta 54: Lagrangeova (také vìta o pøírùstku)Ne
h» f je reálná funk
e na ha; bi splòují
í první pøedpoklad z minulé vìty. Pak existuje � 2 (a; b) tak, ¾ef 0(�) = f(b)� f(a)b� a : (20)Po z n ámka : Pokusíme se de�novat pomo
í f novou funk
i, která ji¾ bude splòovat po¾adavky Rolle-ovy vìty: odeèteme od f funk
i, která je v a rovna f(a) a v bodì b je rovna rozdílu f(b). Nejjednodu¹¹ítaková þopravnáÿ funk
e bude samozøejmì lineární. Tato funk
e má zároveò i tu výhodu, ¾e po derivovánív nìjakém bodì intervalu (a; b) z ní zùstane pouze konstanta nezávislá na �, které se nám ve vztahu (20)jinde ne¾ v argumentu deriva
e nevyskytuje.Dùkaz: Uva¾ujme tedy F (x) = f(x)� �f(a) + f(b)� f(a)b� a (x� a)�:55



Tato funk
e vznikla sèítáním a násobením funk
í mají
í
h deriva
i na (a; b), a má proto sama deriva
ina (a; b) (podobnì je tomu se spojitostí). Dále zøejmì F (a) = F (b) = 0. Dle Rolleovy vìty tedy existuje� 2 (a; b); F 0(�) = 0. Funk
i F nyní zderivujeme: 0 = F 0(�) = f 0(�)� [f(b)�f(a)℄=(b�a). Z tohoto v¹akokam¾itì dostáváme ký¾ený vztah (20).P o z n ámka : Vìta Lagrangeova nám øíká, ¾e u funk
e splòují
í dané pøedpoklady najdeme teènu jejíhografu rovnobì¾nou se spojni
í krajní
h bodù grafu funk
e na daném intervalu. Viz obrázek 5 (b).P o z n ámka : Pøedpoklady Rolleovy vìty nelze oslabit | jako protipøíklady pøi odbourání prvníhopøedpokladu mù¾e slou¾it funk
e f(x) = sgnx� x na intervalu h0; 1i, resp. funk
e f(x) = jxj na h�1; 1i,podmínka druhá je zøejmá (staèí vzít f(x) = x). Rovnì¾ nelze tvrzení zobe
nit pro komplexní funk
e |napø. y = eix = 
osx+ i sinx na intervalu h0; 2�i.P ø í k l a d : Snadno nyní doká¾eme, ¾e pro ka¾dé x; y 2 R jejsinx� sin yj � jx� yj:Proto¾e je sinx spojitá a lze ji derivovat na 
elém R, existuje pro ka¾dá rùzná x; y èíslo � le¾í
í mezi xa y, pro nì¾ je �sinx � sin y�=(x � y) = f 0(�) = 
os �. Absolutní hodnota kosinu je ale v¾dy men¹í ne¾jedna, èím¾ získáme dokazovaný vztah.Vìta 55: Cau
hyovaBuïte f; g reálné funk
e de�nované na ha; bi s následují
ími vlastnostmi:1. f; g jsou na ha; bi spojité,2. na (a; b) existují f 0(x); g0(x) a dále g0(x) je vlastní,3. g(a) 6= g(b):Pak existuje � 2 (a; b) takové, ¾e platí f 0(�) = f(b)� f(a)b� a g0(�): (21)Po z n ámka : Pokusíme se opìt vytvoøit novou funk
i 	 jedné promìnné, která by mìla v bode
h a; bstejné hodnoty, napøíklad nulové a zahrnovala by f(x) a g(x) pokud mo¾no v souètu, popøípadì násobenénìjakými konstantami. Dále by ji¾ tato funk
e nemìla obsahovat èleny (sèítan
e) závislé na x | ty by pozderivování nezmizely | ve vztahu (21) jsou pouze èleny obsahují
í f 0(�); g0(�). Jako þvhodnáÿ funk
eposlou¾í 	1(x) = 1f(b)� f(a) (f(x)� f(a))� 1g(b)� g(a) (g(x) � g(a)):Po zn ámka : Jiný zpùsob jak vytvoøit þvhodnouÿ funk
i pro následují
í dùkaz je pou¾ít þvhodnouÿfunk
i z dùkazu Lagrangeovy vìty a dosadit do ní novou funk
i x = g(t) (a dále pak budeme psát g(a)místo a a g(b) místo b). Místo slo¾ené funk
e f Æ g pak budeme psát F . Zde se v¹ak dopou¹tíme jisténesrovnalosti, nebo» F není nezávislá na g (i kdy¾ je vztah mezi nimi | funk
e f | libovolný, zpùsobínapøíklad, ¾e není mo¾né, aby g byla na urèité èásti (a; b) konstantní a pøitom F nebyla). Proto je tøebadále pova¾ovat funk
e F a g za naprosto nezávislé, èím¾ se ponìkud smazává pojítko mezi získanou funk
ía pùvodní þvhodnouÿ funk
í z dùkazu Lagrangeovy vìty. Zde by
hom tedy získali funk
i (místo F pí¹emeopìt f): 	2(x) = f(x)� f(a)� f(b)� f(a)g(b)� g(a) (g(x)� g(a)):Vidíme, ¾e je 	2 = 	1:(f(b)� f(a)), proèe¾ pro f(a) 6= f(b) bude platit napø. 	01(x) = 0, 	02(x) = 0,obì funk
e tedy budou pøi pou¾ití Lagrangeovy vìty dávat stejná �. Pro zavedení funk
e 	1 je v¹akje¹tì nutné pøedpokládat f(a) 6= f(b), 
o¾ je dal¹í po¾adavek, jen¾ sni¾uje obe
nost dùkazu. Proto jelep¹í pou¾ít 	2, na 	1 si v¹ak pøesto mù¾eme uvìdomit zpùsob, jakým bylo potøeba konstruovat funk
evhodné pro tento dùkaz. 56
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y f

a b�O (a)f(a) = f(b)� x
y f

a b�(b)O�

x
y [f(�); g(�)℄[f(a); g(a)℄[f(b); g(b)℄(
)O�Obrázek 5: Geometri
ký význam vìt o støední hodnotì: (a) Rolleovy, (b) Lagrangeovy a (
) Cau
hyovy.Dùkaz: Uva¾ujme napø. funk
i 	2(x). Snadno ovìøíme, ¾e je funk
e spojitá na (a; b) a má na intervalu(a; b) deriva
e (proè?) a dále ¾e 	2(a) = 	2(b) = 0. Podle Rolleovy vìty tedy existuje � 2 (a; b), pro nì¾0 = 	02(�) = f 0(�)� f(b)�f(a)g(b)�g(a) g0(�). Cau
hyovu vìtu jsme tedy dokázali.P o z n ámka : Pokud by byla g ryze monotónní, bylo by mo¾né dokázat tuto vìtu za pou¾ití þvhodnéÿfunk
e F (x) = (f Æ g�1)(x). Co odrá¾í tato skuteènost? Cau
hyova vìta nám øíká, ¾e k hladké køiv
e(tedy mají
í v ka¾dém bodì právì jednu teènu) nalezneme v nìjakém jejím bodì teènu rovnobì¾nouse spojni
í její
h kon
ový
h bodù. Tuto køivku budeme mít v rovinì zadanou parametri
ky funk
emiy = f(t); x = g(t). Vskutku | pokud je tato køivka funk
e, lze ji vyjádøit ve tvaru y = h(x), èím¾dospíváme ke tvrzení minulé vìty. Tuto úpravu je mo¾no provést, v¾dy pokud g(t) nepøiøazuje dvìmarùzným t stejné x. Pokud by toti¾ v rùzný
h t bylo g(t) stejné, ale f(t) rùzné, znamenalo by to, ¾e hmusí stejnému x pøiøadit dvì rùzné hodnoty, a není tudí¾ funk
e jako napøíklad v pøípadì znázornìnémna obr. 5 (
).Úm l u v a : Pro I = ha; bi budeme de�novat vnitøek intervalu I0 = (a; b).Vìta 56:Buï f komplexní funk
e (f : R ! C ). Platí-li na intervalu I0 rovnost f 0(x) = 0, pak f je na I0 konstantní.Jinak øeèeno (8f; g : R ! C )�(8x 2 I0)�f 0(x) = g0(x)�) (9
 2 C )�f(x) = g(x) + 
��:Dùkaz: Doka¾me tvrzení nejprve pro reálné funk
e29. Bereme-li x0 2 I0 pevné, pak dle Lagrangeovyvìty platí pro ka¾dé x 2 I0: f(x)� f(x0) = f 0(�)(x � x0) = 0; � 2 I0.Komplexní funk
i f pak lze de�nujeme (viz úvodní kapitolu) jako f1(x) + if2(x), kde f1; f2 jsou reálné29Nelze brát komplexní funk
e, viz poznámku za Lagrangeovou vìtou.57



funk
e. Má-li platit f 0(x) = 0, musí být f 01(x) = f 02(x) = 0. Pro tyto dvì funk
e pou¾ijeme právì dokázanétvrzení, èím¾ zjistíme, ¾e f musí být souètem konstantní
h funk
í a je tedy sama konstanta.P o z n ámka : Tímto jsme tedy koneènì dokázali i opaèný smìr implika
e v tvrzení, je¾ jsme vyslovilijako ekvivalen
i v kapitole o primitivní
h funk
í
h.Vìta 57: O limitì jednostranný
h deriva
íNe
h» f je komplexní funk
e a ne
h» je v bodì a spojitá zprava. Dále ne
h» existují vlastní deriva
ef 0(x) pro v¹e
hna x nìjakého U�+(a), pøièem¾ limx!a+ f 0(x) = A 2 C [ f�1g. Pak existuje f 0+(a) = A.Analogi
ky pro limity zleva.Dùkaz: Na intervalu U�+(a) je f spojitá, tedy pøi x 2 U�+(a) lze pro interval (a; x) pou¾ít Lagrangeovuvìtu: �9� 2 (a;x)��f 0(�) = [f(x) � f(a)℄=(x � a)�. Pokud zkoumáme limity zprava obou stran tétorovnosti, zjistíme, ¾e na pravé stranì je pøímo hledaná deriva
e f 0+(a), na levé stranì pak po pou¾ití vìtyo limitì slo¾ené funk
e30 limita deriva
í z prava.P ø í k l a d : Pomo
í této jednodu
hé vìty budeme mo
i snáze poèítat jednostranné deriva
e, napø. v kraj-ní
h bode
h nìjakého intervalu. Mìjme napøíklad funk
i de�novanou pøedpisemf(x) = � e� 1x pro x 2 (0;1);0 pro x = 0a hledejme její deriva
i zprava v bodì x = 0.Nejprve snadno zjistíme, ¾e limx!0 f(x) = 0 = f(0). Lze tedy pou¾ít právì dokázanou vìtu. f(x) tedyzderivujeme pro kladná x: f 0(x) = x�2e� 1x . Dále poèítáme limitu tohoto výrazu zprava pro x ! 0.Dvojnásobným pou¾itím l'H�spitalovy vìty31 zjistíme, ¾e tato limita je nulová, proto i f 0+(0) = 0.Po z n ámka (nepovinná): V¹imnìme si je¹tì, ¾e pro ka¾dé n 2 N je f (n)+ (0) = 0, ale pøesto f(x) 6� 0| pro výpoèet tì
hto deriva
í budeme opakovanì pou¾ívat l'H�spitalovu vìtu. Libovolná deriva
e f(x)toti¾ zøejmì bude ve tvaru R(x)e� 1x , kde R(x) je ra
ionální funk
e (uvìdomte si, jak se derivuje souèinfunk
í), vypoèítat f 0+(0) jako limitu takového výrazu tedy bude ¾ádat urèit limy!1 P (x)ex , kde P (x) jepolynom32. O této limitì v¹ak víme, ¾e je nezávisle na stupni polynomu P (x) nulová.V tuto 
hvíli ji¾ také máme aparát postaèují
í pro pohodlnìj¹í odstranìní dal¹ího na¹eho dluhu, a todùkazu l'H�spitalovy vìty. Pøipomeòme si ji:Vìta 38: l'H�spitalovaNe
h» f; g : R ! R, a 2 R� a ne
h» je splnìna jedna z podmínek 1a, 1b a dále podmínky 2 a 3:1. (a) limx!a f(x) = limx!a g(x) = 0,(b) limx!a jg(x)j = +1;2. 9U�(a);8x 2 U�(a) jsou de�novány vlastní f 0(x); g0(x);3. existuje limx!a f 0(x)Æg0(x) = A 2 R� .Pak existuje limx!a f(x)Æg(x) = A.Dùkaz: Vìtu rozdìlíme na nìkolik èástí. Nejprve budeme pøedpokládat, ¾e byla splnìna podmínka 1a.1. Ne
h» a 2 R. Pak mù¾eme dode�novat (pøípadnì pøede�novat) funk
e f; g v tomto bodì a takto:f(a) = g(a) = 0. Na limitì f(x)Æg(x) to ni
 nezmìní | v její de�ni
i se nikde nevyskytují èíslaf(a); g(a). Snadno ovìøíme, ¾e na libovolném intervalu I = (a;x) nebo I = (x; a), x 2 U�(a)(z podmínky 2), lze pou¾ít Cau
hyovu vìtu (55). Tedy existuje � = �(x) 2 I , pro nì¾ platíf 0(�)g0(�) = f(x)� f(a)g(x)� g(a) = f(x)g(x) :30� mù¾eme pova¾ovat za neznámou funk
i promìnné x | pro x! a bude jistì také � ! a (a < � < x) dle vìty o dvoustrá¾ní
í
h (a < � < x) a dále, proto¾e � 6= a, lze pou¾ít zmiòovanou vìtu o limitì slo¾ené funk
e.31Limitu upravíme do tvaru limy!1 y2ey .32Na tento tvar limitu upravíme zpùsobem analogi
kým jako pøi urèování první deriva
e.58



Proto¾e v¹ak limx!a � = a (vìta o dvou strá¾ní
í
h), ale � 6= a, lze za pou¾ití vìty o limitì slo¾enéfunk
e33 urèit limity obou podílù pro x! a, èím¾ máme dokázánu po¾adovanou nerovnostlimx!a f 0(x)g0(x) = limx!a f(x)g(x) :2. Buï nyní naopak a = �1. Pak za pou¾ití tvrzení obdobného jako vý¹e zmiòovaná vìta o limitìslo¾ené funk
e snadno uká¾eme, ¾elimx!�1 f(x)g(x) = limy!0� f( 1y )g( 1y ) = limy!0� f 0( 1y )(� 1y2 )g( 1y )(� 1y2 ) = limx!�1 f 0(x)g0(x) :Pøi úpravá
h jsme vyu¾ili dokázaného pøed
hozího bodu, resp. v jeho lehké obmìnì pro jednostran-nou limitu.Nyní provìøme, zda tvrzení platí i za podmínky 1b. Tvrzení doká¾eme pro limx!a+ f(x)g(x) , dùkaz pro limituzleva je analogi
ký.1. Promysleme nejprve pøípad A = 0. Podstatná úprava pro po
hopení systému dùkazu jef(x)� f(x1)g(x)� g(x1) = f 0(�)g0(�) , f(x)g(x) = f 0(�)g0(�) �1� g(x1)g(x) �+ f(x1)g(x) : (22)Ne
h» je dáno libovolné " > 0. Podle pøedpokladu 3 musí existovat x1 > a takové, ¾e8� 2 (a;x1) : ����f 0(�)g0(�) ���� < ":Pro toto x1 pevnì zvolené potom(9Æ > 0)�8x 2 (a; a+ Æ)�������f(x1)g(x1) ���� < "� ^ ����g(x1)g(x) ���� < 1��:To ale znamená, ¾e pro libovolné " > 0 staèí zvolit x1 podle po¾adavku vý¹e a pou¾ít Cau
hyhovìtu (55). Z (22) dostaneme omezení8x 2 (a; a+ Æ) : ����f(x)g(x) ���� < "+ 2" = 3":Nenulovost výrazù ve jmenovatelí
h v (22) je zaji¹tìna díky podmín
e ��g(x1)g(x) �� < 1.2. Pro A 2 R de�nujeme funk
i F (x) = f(x)�Ag(x). Pak pøedpoklad 3 implikujelimx!a F 0(x)g(x) = limx!a�f 0(x)g0(x) �A� = 0a podle pøed
hozího bodu je 0 = limx!a F (x)g(x) = limx!a� f(x)g(x) �A�, tedy limx!a f(x)g(x) = A.3. Berme koneènì A = �1 (uva¾ujme napøíklad A = �1). Pou¾ijeme opìt funk
i (22) a postupu bodu 1 mírnì obmìníme: budeme hledat pravé okolí a, v nìm¾ jg(x)j > 2jg(x1)j; pak platí�1� jg(x1)jjg(x)j � > 12 . Omezíme-li èlen jf(x1)jjg(x)j napø. èíslem 1 a zvolíme-li libovolné K, bude pro ka¾dé xsplòují
í f 0(x)g0(x) < 2K � 2 pravá strana (22) v¾dy men¹í ne¾ K, tedy limx!a f(x)g(x) = �1.Vyèerpali jsme v¹e
hny mo¾nosti pøipu¹tìné podmínkami vìty, dùkaz je proto hotov.33Lze si pøedstavit, ¾e � je nìjakou blí¾e neurèenou funk
í x splòují
í podmínku a < � < x nebo x < � < a.
59



x4. Souvislost první deriva
e a monotonieVìta 58: Souvislost monotonie na intervalu s deriva
íNe
h» f(x) : R ! R je spojitá funk
e na intervalu I a ne
h» v ka¾dém bodì I existuje deriva
e (vlastnínebo nevlastní). Pak1. 8x 2 I : f 0(x) � 0() f je nerostou
í v I ; 8x 2 I : f 0(x) � 0() f je neklesají
í v I .2. 8x 2 I : f 0(x) < 0 =) f je klesají
í v I ; 8x 2 I : f 0(x) > 0 =) f je rostou
í v I .Dùkaz: První ekvivalen
e v bodu 1.( : Ne
h» f je nerostou
í v I . To znamená, ¾e (8x1; x2 2 I)(x1 < x2) platí f(x1) � f(x2). Zvolme pevnìlibovolný bod x0 2 I . Potom 8x 2 I; x 6= x0 : f(x)� f(x0)x� x0 � 0a limitním pøe
hodem v nerovnosti dostaneme ¾ádané tvrzení.) : Zvolíme-li libovolné x1; x2 2 I; x1 < x2, pak podle Lagrangeovy vìty o støední hodnotì (54) existuje� 2 (x1;x2) tak, ¾e f(x1)� f(x2)x1 � x2 = f 0(�) � 0:Z toho ale plyne f(x1) � f(x2). Dùkaz druhé ekvivalen
e je jen varia
í tohoto dùkazu, proto ho pøene-
háváme ètenáøi.V pøípadì bodu 2 pou¾ijeme stejný postup jako pøi dùkazu ) u prvního bodu jen s ostrými nerov-nostmi místo neostrý
h.Po z n ámka : Pov¹imnìte si, ¾e implika
e v bodì 2 nelze obrátit. Napøíklad funk
e x 7! x3 je rostou
ína R a pøesto má v nule deriva
i rovnou nule.Vìta 59: Postaèují
í podmínky pro lokální extrémyNe
h» f : R ! R je spojitá v a. Pak:1. f rostou
í (resp. klesají
í) na U��(a), klesají
í (resp. rostou
í) na U�+(a) =) f má v bodì a ostrélokální maximum (resp. minimum). Pokud zamìníme výraz þklesají
íÿ za þnerostou
íÿ a þrostou
íÿza þneklesají
íÿ, získáme tvrzení pro (neostré) lokální maximum (resp. minimum).2. f 0(x) > 0 (f 0(x) < 0);8x 2 U��(a); f 0(x) < 0 (f 0(x) > 0);8xU�+(a) =) f má v bodì a ostrélokální maximum (minimum). Zámìnou ostrý
h nerovností za neostré získáme opìt tvrzení proextrémy neostré.Dùkaz: Staèí dokazovat první tvrzení, proto¾e podle pøed
hozí vìty druhé tvrzení plyne z prvního.Ne
h» f má vlastnosti z bodu 1. Pak platíf(a) = limx!a� f(x) = supU��(a) f(x)Je tedy f(a) � f(x); 8x 2 U��(a). Pokud polo¾íme x0 = 12 (x + a), platí x < x0 < a; f(x0) � f(a), atudí¾ f(x) < f(x0) � f(a), tak¾e platí ostrá nerovnost. Podobnì lze postupovat i na U�+(a).Dal¹í tvrzení mají dùkaz analogi
ký prvnímu a ètenáø si je mù¾e dokázat v rám
i 
vièení.Vìta 60: Dal¹í postaèují
í podmínky pro lokální extrémyNe
h» 9n 2 N takové, ¾e f 0(x0) = f 00(x0) = : : : = f (n�1)(x0) = 0 a f (n)(x0) 6= 0. Pak1. n je sudé a f (n)(x0) > 0 =) f má v x0 ostré lokální minimum.2. n je sudé a f (n)(x0) < 0 =) f má v x0 ostré lokální maximum.3. n je li
hé a f (n)(x0) > 0 =) f je v x0 rostou
í.4. n je li
hé a f (n)(x0) < 0 =) f má v x0 klesají
í.60



x
y f

a b
xO�Obrázek 6: Funk
e f je konkávní na (a; 
), konvexní na (
; b) a má v 
 in
exní bod.Dùkaz: Matemati
kou induk
í:1. n = 1, napø. f 0(x0) > 0, pak je funk
e rostou
í | viz pøed
hozí vìty.n = 2, ne
h» napøíklad f 0(x0) = 0, f 00(x0) > 0, pak f 0(x) je v x0 rostou
í, tudí¾ platí f 0(x) << f 0(x0) = 0 na nìjakém levém okolí bodu x0 a f 0(x) > f 0(x0) = 0 na nìjakém pravém okolí.Funk
e f má tedy v x0 ostré lokální minimum.2. Ne
h» tvrzení platí pro n.Budi¾ n+ 1 sudé a napøíklad f (n+1)(x0) > 0, èili (f 0)(n)(x0) > 0. Pak je podle indukèního pøedpo-kladu f 0 rostou
í v x, tudí¾ je podle úvah analogi
ký
h s úvahami pøed
hozího odstav
e v x0 ostrélokální minimum funk
e f .Pokud je n+ 1 li
hé a napøíklad f (n+1)(x0) > 0 () (f 0)(n)(x0) > 0, èili f 0 má podle indukèníhopøedpokladu v x0 ostré lokální minimum, a tedy f 0(x) > f 0(x0) = 0 na nìjakém okolí. Je tedy frostou
í v x0.x5. Konvexita a konkavitaDe�ni
e 39: Funk
e konvexní a konkávní na intervalu1. Funk
e f : R ! R je na intervalu I konvexní, pokud pro 8x; y; z 2 I taková, ¾e x < y < z, platíf(y) � f(x) + f(z)�f(x)z�x (y � x).2. Funk
e f : R ! R je na intervalu I konkávní, pokud pro 8x; y; z 2 I taková, ¾e x < y < z, platíf(y) � f(x) + f(z)�f(x)z�x (y � x).3. Funk
e f : R ! R je na intervalu I ryze konvexní, pokud pro 8x; y; z 2 I taková, ¾e x < y < z,platí f(y) < f(x) + f(z)�f(x)z�x (y � x).4. Funk
e f : R ! R je na intervalu I ryze konkávní, pokud pro 8x; y; z 2 I taková, ¾e x < y < z,platí f(y) > f(x) + f(z)�f(x)z�x (y � x).P o z n ámka : Konvexita a konkavita má názorný geometri
ký význam. Pokud nakreslíme graf a spo-jíme pøímkou body o souøadni
í
h [x; f(x)℄ a [z; f(z)℄, má tato pøímka rovni
i p(y) = f(x)+ f(z)�f(x)z�x (y�� x). Nerovnost v první èásti vìty tedy znamená, ¾e v¹e
hny body grafu pøímky na otevøeném intervalu(x; z) le¾í nad grafem funk
e f , nejvý¹ je nìkterý bod spoleèný, viz obrázek (6). Podobný význam mají idal¹í èásti vìty. Konkavita a konvexita se zahrnuje pod spoleèný pojem køivost grafu funk
e.Lemma:Funk
e f je konvexní v I právì kdy¾ pro ka¾dé x; y; z 2 I platíf(y)� f(x)y � x � f(z)� f(x)z � x , f(y)� f(x)y � x � f(z)� f(y)z � y , f(z)� f(x)z � x � f(z)� f(y)z � y :61



Dùkaz: Provede se jednodu
hou algebrai
kou úpravou, ne
háváme proto na ètenáøi, aby ho sám vy-pra
oval. Z geometri
kého pohledu srovnáváme smìrni
e pøímek: zvolíme-li v I libovolné body a; x; 
,a < x < 
, pak napø. u konkávní funk
e musí být pøímka þaxÿ strmìj¹í ne¾ pøímka þx
ÿ, viz obrázek (6).Vìta 61: Souvislost køivosti funk
e s druhou deriva
í na intervaluNe
h» f je spojitá na ha; bi a f 00 existuje na (a; b),1. Funk
e f je konvexní na ha; bi, právì kdy¾ f 00(x) � 0 na (a; b).2. Je-li f 00(x) > 0 na (a; b), pak f je ryze konvexní na ha; bi.3. Funk
e f je konkávní na ha; bi, právì kdy¾ f 00 � 0 na (a; b).4. Je-li f 00 < 0 na (a; b), pak f je ryze konkávní na ha; bi.Dùkaz: Doká¾eme opìt pouze první èást vìty.1. =) : Ne
h» f je konvexní na ha; bi. Uva¾ujme � < x < y < �. Pak podle lemmatu platíf(x)� f(�)x� � � f(y)� f(x)y � x � f(�)� f(y)� � y :Podle vìty o limitním pøe
hodu v nerovnosti plyne f 0(�) � f 0(�) a to spolu s � > � znamená, ¾ef 0 je neklesají
í ) f 00(x) � 0.2. (= : Ne
h» f 00(x) � 0 na (a; b) a x; y; z 2 ha; bi jsou x < y < z:Podle Lagrangeovy vìty existují body�1 2 (x; y), �2 2 (y; z), �1 < �2 tak, ¾e f(y)�f(x)y�x = f 0(�1) a f(z)�f(y)z�y = f 0(�2). Díky pøedpokladuf 00(x) � 0 pak máme f 0(�1) � f 0(�2) a díky tomu i f(y)�f(x)y�x � f(z)�f(y)z�y , 
o¾ je podle lemmatuekvivalentní s konvexitou f na ha; bi.De�ni
e 40: Funk
e ryze konvexní a konkávní v bodì, in
exní bodNe
h» x0 2 R, f 0(x0) existuje vlastní.1. Ne
h» 9U�(x0) takové, ¾e f(x) > f 0(x0)(x � x0) + f(x0), pak øekneme, ¾e f je v bodì x0 ryzekonvexní.2. Ne
h» 9U�(x0) takové, ¾e f(x) < f 0(x0)(x � x0) + f(x0), pak øekneme, ¾e f je v bodì x0 ryzekonkávní.3. Ne
h» na nìjakém U��(x0) platí f(x) < f 0(x0)(x�x0)+f(x0) a na U�+(x0) platí f(x) > f 0(x0)(x�� x0) + f(x0) nebo na U��(x0) platí f(x) > f 0(x0)(x � x0) + f(x0) a na U�+(x0) platí f(x) << f 0(x0)(x � x0) + f(x0), pak øekneme, ¾e f má v bodì x0 in
exní bod.Vìta 62: Souvislost druhé deriva
e a køivosti v bodìNe
h» x0 2 R.1. Je-li f 00(x0) > 0, pak f je ryze konvexní v x0.2. Je-li f 00(x0) < 0, pak f je ryze konkávní v x0.3. Je-li x0 in
exní bod a f 00(x0) existuje, pak f 00(x0) = 0.Dùkaz:1. Ne
h» f 00(x0) > 0, èili f 0(x) je rostou
í v x0. Pak 9U�(x0), v nìm¾ �8� 2 U��(x0)��f 0(�) < f 0(x0)�a �8� 2 U�+(x0)��f 0(�) > f 0(x0)�. Potom ov¹em podle Lagrangeovy vìty pro nìjaké �1 platí�8x 2 U��(x0)�� f(x)�f(x0)x�x0 = f 0(�1) < f 0(x0)� a analogi
ky pro nìjaké �2 platí �8x 2 U��(x0)�� f(x)�f(x0)x�x0 = f 0(�2) > f 0(x0)�. Odtud ji¾ pøímo plyne de�ni
e konvexity v bodì.2. Dùkaz je analogi
ký bodu 1.3. Plyne pøímo z obmìny implika
í 1 a 2.
62



Vìta 63: Postaèují
í podmínky pro konvexitu, konkavitu a in
exní bodNe
h» n � 2, f 00(x0) = : : : = f (n�1)(x0) = 0 a f (n)(x0) 6= 0.1. Je-li n li
hé, pak f má v x0 in
exní bod.2. Je-li n sudé a f (n)(x0) > 0, pak f je v x0 ryze konvexní.3. Je-li n sudé a f (n)(x0) < 0, pak f je v x0 ryze konkávní.Dùkaz: Matemati
kou induk
í.1. n = 3. Potom (f 0)00(x0) 6= 0, èili f 0 má v x0 ostrý lokální extrém. Tehdy ov¹em existuje U��(x0),¾e pro ka¾dé �1 z U��(x0) platí f 0(�1) < f 0(x0) a existuje U�+(x0), ¾e pro ka¾dé �2 z U�+(x0) platíf 0(�2) > f 0(x0) (nebo naopak). Podle Lagrangeovy vìty pak ke ka¾dému bodu x z U��(x0) mù¾emenajít �1, v nìm¾ platí f(x)�f(x0)x�x0 = f 0(�1) < f 0(x0) a ke ka¾dému bodu x z U�+(x0) mù¾eme najít�2, v nìm¾ f(x)�f(x0)x�x0 = f 0(�2) > f 0(x0) (nebo naopak). Srovnáme-li to s de�ni
í in
exního bodu,vidíme, ¾e jsme hotovi.n = 2. Pøímo pøed
hozí vìta.2. n + 1 je li
hé a napøíklad f (n+1)(x0) = (f 0)(n) > 0. Pak je podle indukèního pøedpokladu f 0 ryzekonvexní. Proto¾e je zároveò nulová, má f 0 v x0 ostrý lokální extrém. Tento pøípad jsme ov¹em u¾diskutovali pro n = 3.n+ 1 je sudé a f (n+1)(x0) = (f 0)(n) > 0. Potom mù¾eme podle indukèního pøedpokladu øí
i, ¾e f 0má v x0 in
exní bod. Podle vìty o souvislosti deriva
í vy¹¹í
h øádù a monotonie víme, ¾e f 0 je v x0rostou
í, tedy je na tomto okolí f 0(�) > f 0(x0) = 0. Lagrangeova vìta potom dává pøímo hledanývýsledek.P o z n ámka : Jensenova nerovnostS pojmy konvexita a konkavita úz
e souvisí také tzv. Jensenova nerovnost. Ne
h» f je konvexní naintervalu I . Pak pro x1; x2; : : : xn 2 I a �1; �2 : : : �n kladná taková, ¾e P�i = 1 platí�1f(x1) + �2f(x2) + : : :+ �nf(xn) � f(�1x1 + �2x2 + : : : �nxn):Obrá
ená nerovnost platí pro konkávní funk
i.Dùkaz této nerovnosti není slo¾itý (zvídavý ètenáø ne
h» vyjde z de�ni
e konvexity), o to ví
e pøekvapíhloubka výsledkù, které z ní plynou. Dùkaz øady známý
h nerovností lze zalo¾it na vhodné volbì funk
ef a váhova
í
h koe�
ientù �i.C v i è e n í : Jako dobrovolné domá
í 
vièení zkuste dokázat nerovnost mezi aritmeti
kým a geometri
-kým prùmìrem pomo
í Jensenovy nerovnosti.x6. Taylorùv polynomPo zn ámka : Mìjme dánu spojitou funk
i f . Budeme si rozmý¹let, jak nejlépe tuto funk
i aproximovatv okolí daného bodu polynomem stupnì n. Pro pøípad n = 1 nám poslou¾í následují
í lemma. Pøipomeòmede�ni
i: pro ka¾dé dvì funk
e f; g de�nujemef = o(g); x! x0 () limx!x0 f(x)g(x) = 0:Lemma:Ne
h» f je spojitá v bodì x0. Pak existuje polynom P1(x) prvního stupnì s vlastností �f(x) � P1(x) == o(x� x0)�, 9f 0(x0):Dùkaz: Nejprve provìøíme implika
i ).Zøejmì musí být limx!x0(f(x)� P1(x)) = 0, tedy f(x0) = P1(x0). Vìdou
e toto, mù¾eme psát63



P 01(x0) = limx!x0 P1(x)� P1(x0)x� x0 = limx!x0�f(x)� P1(x)x� x0 + P1(x) � P1(x0)x� x0 � == limx!x0 f(x)� P1(x0)x� x0 = limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 = f 0(x0):Zjistili jsme tedy, nejen ¾e v tomto pøípadì existuje deriva
e f 0(x0), ale i jak urèit vhodný polynomP1(x). Èást( nám ji¾ tím pádem neèiní starosti: existuje-li deriva
e, je vhodným polynomem splòují
ímpo¾adavky na funkèní hodnotu a první deriva
i v x0 jistì P1(x) = f(x0) + f 0(x0):(x� x0).Vìta 64: PeanovaBuï n 2 N a f funk
e, je¾ má vlastní deriva
e a¾ do øádu n na nìjakém okolí U�(x0). Pak existuje právìjeden polynom Pn(x) stupnì nejvý¹e n splòují
í podmínku f(x)�Pn(x) = o�(x� x0)n�. Tento polynommá tvar Pn(x) = nXk=0 (x� x0)kk! f (k)(x0): (23)De�ni
e 41: Taylorùv polynomPolynom Pn(x) z Peanovy vìty nazýváme Taylorovým polynomem n-tého stupnì funk
e f v bodì x0(nebo v okolí bodu x0).P o z n ámka : Z formálního hlediska nelze pøi tomto zápisu de�novat hodnotu Pn(x0), nebo» suma pakobsahuje výraz (x0 � x0)0. Proto budeme v tomto pøípadì (a dal¹í
h podobný
h pøípade
h, je¾ budounásledovat) de�nitori
ky klást první èlen sumy rovný výrazu f(x0).Dùkaz: Existen
e. Pou¾ijeme návodu ve vìtì, tedy ovìøíme, zda pro Pn(x) de�novaný vztahem (23)platí f(x)� Pn(x) = o�(x � x0)n�: Výpoèet limity provedeme pomo
í l'H�spitalovy vìty pou¾ité n-krátza sebou. V¹e
hny deriva
e jmenovatele (x � x0)n jsou v x = x0 nulové a¾ do øádu n � 1 vèetnì, n-táderiva
e je pak rovna n!. Naproti tomu v¹e
hny deriva
e èitatele a¾ do øádu n vèetnì jsou rovny nule(doka¾te induk
í). Limita je tedy rovna nule, a polynom podmínku splòuje.Doka¾me je¹tì, ¾e neexistuje jiný polynom n-tého stupnì s touto vlastností. Budeme postupovat, jakto bývá v tì
hto pøípade
h obvyklé, sporem. Ne
h» tedy existují dva rùzné takové polynomy P1(x); P2(x).Je-li pro nì splnìna podmínka z Peanovy vìty, musí býtlimx!x0 P1(x) � P2(x)(x� x0)n = limx!x0 f(x)� P2(x) � �f(x)� P1(x)�(x� x0)n = 0� 0 = 0: (24)Rozdíl P1(x)� P2(x) bude jistì polynom stupnì nejvý¹e n (oznaème jej P (x)), k výpoètu této limity lzetedy opìt u¾ít l'H�spitalovu vìtu (a to n-krát). Podobnì jako v pøed
hozím zjistíme, ¾e P (k)(x0) = 0; 8k 22 f0; 1; ::; ng. Na druhou stranu v¹ak víme, ¾e 9a0; a1; : : : ; an 2 R, z ni
h¾ alespoò jedno je nenulové,takové, ¾e P (x) =Pnk=0 ak(x�x0)k. Nyní je vidìt, ¾e P (x0) = a0; P (k)(x0) = n(n�1) : : : (n�k+1)ak; k 22 f1; 2; : : : ; ng, tedy v¹e
hny deriva
e (první a¾ n-tá) P (k)(x0) nulové nebudou, tedy ani limita (24) nebudenulová, 
o¾ je spor.P o z n ámka : Peanova vìta ukazuje, ¾e polynom (23) bude vhodný pro aproxima
i f v daném bodì,bude mít v tomto bodì s f dotyk n-tého øádu. Ni
 v¹ak neøíká o absolutní hodnotì rozdílu f(x) � P (x)v okolí x0, neurèí nám konkrétní èíslo. Pro prakti
ké pou¾ití aproxima
í by
hom v¹ak takový odhadpotøebovali. V následují
í
h úvahá
h se proto obrátíme tímto smìrem.Po zn ámka : Zkusme nejprve hledat R2(x) = f(x) � P1(x) na okolí x0, v nìm¾ existují deriva
ef 0(x); f 00(x). Pou¾ijeme-li na intervalu mezi x; x0, resp. �; x034 pro funk
e f , f 0 Lagrangeovu vìtu, mù¾emepsát: R2(x) = f(x)� P1(x) = f(x)� f(x0)� f 0(x0)(x� x0) == f 0(�)(x � x0)� f 0(x0)(x � x0) = (x� x0)�f 0(�) � f 0(x0)� = (x � x0)2f 00(�1);�1 le¾í mezi � a x0. Známe-li maximum f 00 na intervalu mezi x a x0, mù¾eme tedy tímto výrazem shoraomezit 
hybu f(x)�P1(x). Stejnì jako v úvodním lemmatu by
hom mohli takto pokraèovat dále a urèitRn+1(x) pro libovolné Pn(x). My v¹ak nyní vyslovíme vìtu je¹tì obe
nìj¹í.34U¾ívá se zde této formula
e, nebo» jsme neurèili, která mez intervalu je horní a která dolní | mluvíme tedy o intervalu(x0; �) nebo (�; x0) atd. 64



Vìta 65: Odhad 
hyby pro Taylorùv polynomBudi¾ f reálná funk
e de�novaná na intervalu hx0;xi a ne
h» existují na intervalu (x0;x) deriva
e a¾ doøádu n + 1. Buï dále � libovolná reálná funk
e spojitá na hx0;xi, její¾ deriva
e �0 na intervalu (x0;x)existují a jsou nenulové a vlastní. Oznaème Rn+1(x) zbytek f(x)�Pn(x), kde Pn(x) je Taylorùv polynomf v x0. Pak existuje � 2 (x0;x) takové, ¾e:Rn+1(x) = (x� �)nn! �(x)� �(x0)�0(�) f (n+1)(�): (25)Spe
iálnì v pøípadì �(t) = (x� t)n+1 dojdeme k tzv. Lagrangeovu tvaru zbytkuRn+1(x) = (x� x0)n+1(n+ 1)! f (n+1)(�);pro �(t) = t naopak ke Cau
hyovu tvaruRn+1(x) = (1��)nn! (x� x0)n+1f (n+1)(x0 +�(x� x0)); � 2 (0; 1):Po zn ámka : Dùkaz povedeme pøes vìty o støední hodnotì. Pokusíme se proto zkonstruovat funk
i,její¾ funkèní hodnota by byla nìjak spojená s 
hybou Rn+1(x). Pro tuto funk
i pak pou¾ijeme Cau
hyovuvìtu: budeme ji, resp. její deriva
i porovnávat s funk
í �, resp. �0. Na¹e nová funk
e by tedy rozhodnìmìla být ve tvaru f(x)� Pn(x), kde Pn(x) je Taylorùv polynom pro funk
i f v nìjakém jejím bodì.Dùkaz: Vezmìme funk
i F (t) = f(x)�Pnk=0 f (k)(t)k! (x�t)k a zkoumejme její hodnoty pro t = x a t = x0:F (x) = f(x)� f(x) = 0, F (x0) = f(x)� Pn(x) = Rn+1(x)35. Dále spoètìme deriva
i F 0(t):F 0(t) = [f(x)� f(t)� f 0(t)1! (x� t)� f 00(t)2! (x� t)2 � : : :� f (n)(t)n! (x� t)n℄0 == 0� f 0(t)� �f 0(t)(�1) + f 00(t)(x � t)�� �f 00(t)1! (x� t)(�1) + f 000(t)2! (x� t)2�� : : :: : :� � f (n)(t)(n� 1)! (x� t)(n�1)(�1) + f (n+1)(t)n! (x � t)n� :Vidíme, ¾e v ka¾dé závor
e se v¾dy první èlen odeète s druhým èlenem z pøed
hozí závorky, a to díkyznaménku minus, které vznikne derivováním (x�t). Jediný èlen, který se takto neodeète, bude jistì druhýèlen závorky poslední. Mù¾eme tedy psátF 0(t) = �f (n+1)(t)n! (x� t)n:Nyní pou¾ijeme Cau
hyovu vìtu pro funk
e F (t) a �(t) na intervalu (x0;x)36. Existuje tedy � 2 (x0;x);pro nì¾ F (x0)� F (x) = F 0(�)�0(�) ��(x0)� �(x)�:Dosadíme-li do tohoto vztahu hodnoty F (x0); F (x) spoèítané na zaèátku dùkazu a právì odvozenouderiva
i F 0(�), do
házíme k rovni
i (25).Lagrangeùv tvar zbytku uvedený jako souèást vìty lze odvodit snadno prostým dosazením do právìdokázané obe
né formule. Druhý, Cau
hyùv tvar, získáme, pokud po dosazení �(t) = t volíme � == x0 +�(x� x0) | volbou 0 < � < 1 mù¾eme umístit bod � kamkoliv do intervalu (x0;x).P ø í k l a d : Spoètìte pomo
í Taylorova polynomu hodnotu e2 s pøesností na jednu desetitisí
inu.Budeme aproximovat funk
i ex pomo
í Pn(x) v bodì37 x0 = 0. Nejprve urèíme f (n)(x) = ex, èilif (n)(0) = 1. Taylorùv polynom tedy bude mít tvar Pnk=0 xkk! . Zjistìme nyní, jaké musíme vzít n, abyrozdíl mezi skuteènou hodnotou ex a Pn(x), tedy Rn+1(2), byl men¹í ne¾ 0; 0001. Vezmeme-li Lagran-geùv tvar zbytku, máme Rn+1(2) = 2n+1(n+1)!e�; � 2 (0; 2). Èíslo e� bude tedy urèitì men¹í ne¾ napø. 10.35Pn(x) je Taylorùv polynom funk
e f v bodì x0.36Promyslete, zda jsou splnìny po¾adavky této vìty | napø. jestli nemù¾e nastat �(x0) = �(x).37Volíme tento bod, proto¾e v Pn(x) se vyskytuje èíslo f(x0) | to v tomto pøípadì umíme urèit pøesnì pouze pro x0 = 0.65



Vzhledem k tomu, ¾e tento zbytek pro n!1 konverguje k nule, lze jistì najít nìjaké n, pro nìj¾ tentozbytek bude men¹í ne¾ po¾adovaná 0; 0001. Metodou pokusu a omylu urèíme, ¾e napø. pro n = 11 budeji¾ tato podmínka splnìna38. Èíslo P11(2) tedy bude udávat hodnotu e2 s vy¾ádanou pøesností.Úm l u v a : V dal¹ím budeme znaèit limn!1 nXk=m ak � 1Xk=m ak:Lemma:Mìjme funk
i f s deriva
emi v¹e
h øádù na U(x0) � Df . Platí následují
í výrok:8x 2 U(x0) : limn!1Rn+1(x) = 0, P1(x) = f(x);kde Rn+1(x) je zbytek ve smyslu vìty (65) pro Taylorùv polynom funk
e f v bodì x0 a P1(x) == limn!1 Pn(x).Dùkaz: Tvrzení je názorné | pokud zvy¹ováním stupnì Taylorova polynomu do
ílíme pro nìjaké39 x,¾e zbytek Rn+1(x) se blí¾í k nule, lze hodnotu f(x) nahradit hodnotou polynomu P1(x). Naví
 je i dùkaztvrzení v
elku triviální. Nejedná se o ni
 jiného ne¾ o ji¾ døíve zmiòovanou ekvivalen
ilimn!1 �f(x)� Pn(x)� = 0 , limn!1Pn(x) = limn!1 f(x) = f(x):Pøíklady: Budeme hledat P1(x) k nìkterým známým funk
ím a zkoumat, pro která x konvergujeRn(x)40 k nule. Budeme tedy muset urèit obe
ný vzore
 pro n-tou deriva
i funk
e f v bodì x0 = 0 41,v nìm¾ budeme tvoøit Taylorùv polynom.1. f(x) = ex. Taylorùv polynom v x0 = 0 má dle ji¾ spoèítaného pøíkladu tvar Pn(x) = Pnk=0 xnn! :Ovìøme je¹tì, ¾e Rn(x) konverguje k nule pro v¹e
hna x. U¾ijeme Lagrangeova tvaru zbytku:limn!1 jRn(x)j = limn!1 ����xnn! f (n)(�)���� < limn!1 xnn! ex = 0;� zde bylo z intervalu (0;x), poslední limitu pro libovolné x reálné ne
h» nevìøí
í ètenáø laskavìvyhledá v jedné z pøed
hozí
h kapitol. Podle na¹eho lemmatu lze tedy psátex = 1Xn=0 xnn! = 1 + x+ x22! + x33! + : : : :2. f(x) = sinx. Zjistíme, ¾e f 0(x) = 
osx; f 00(x) = � sinx; f 000(x) = � 
osx; f (4)(x) = sinx = f(x);tedy pro ka¾dé k pøirozené platí f (k)(x) = f (k+4)(x). Dùle¾ité je, ¾e jf (n)(x)j � 1 pro v¹e
hnan 2 N. Proto lze psát jRn(x)j � xnn! , díky èemu¾ postupem stejným jako u pøed
hozího pøíkladudoká¾eme, ¾e Rn(x) konverguje k nule. Nyní ji¾ zbývá jen urèit P1(x).Zkoumáme-li deriva
e f pro x = 0, lze psát pro ka¾dé pøípustné k: f (2k) = 0; f (4k+1) = 1; f (4k�1) == �1 (posloupnost tì
hto deriva
í bude 1; 0;�1; 0; 1; : : :, samozøejmì f(0) = 0). Proto lze psátsinx = 1Xn=0 x2n+1(2n+ 1)!(�1)n = x1! � x33! + x55! � x77! + : : : :3. f(x) = 
osx. Postup bude témìø stejný jako u minulého bodu, jen posloupnost deriva
í se budeli¹it: 0;�1; 0; 1; 0;�1; : : : ; f(0) = 1. Získáme tak rozvoj
osx = 1Xn=0 x2n(2n)! (�1)n = 1� x22! + x44! � x66! + : : : :38Samozøejmì 
h
eme aby n bylo 
o nejmen¹í mo¾né | Pn(x) pak bude obsahovat ménì sèítan
ù, a bude se tudí¾ snázepoèítat.39Ov¹em x mù¾e být samozøejmì rùzné od x0.40Ètenáø se jistì nene
há zmást tím, ¾e nadále budeme psát Rn(x) místo Rn+1(x).41Taylorovy rozvoje v bodì x0 = 0 se nìkdy oznaèují jako Ma
laurinovy øady.66



4. f(x) = ln(1 + x). Opìt postupným derivováním urèíme f (n) = (�1)n�1 (n�1)!(1+x)n a zbytek budemezkoumat nyní v Cau
hyovì tvaru (Lagrangeùv tvar zbytku by se nám nepodaøilo omezit | to v¹akje¹tì samozøejmì neznamená, ¾e Rn(x) nekonverguje k nule; v¾dy dìláme toti¾ jen horní odhadyRn(x), tedy skuteèná hodnota tohoto zbytku mù¾e být men¹í, 
o¾ se i èasto stává). Naví
 budememuset pøedpokládat, ¾e jxj < 1:jRn(x)j = jxjn(n� 1)! (1��)n�1 (n� 1)!j1 + �xjn = jxjnj1 + �xj ���� 1��1 +�x ����n�1 � jxjn1 + �x � jxjn1� jxj :Za zmínìného omezení pro x ji¾ poslední výraz konverguje k nule. Úprava, pøi ní¾ jsme odstranilizlomek umo
nìný na n � 1, byla podlo¾ena úvahou, ¾e pro jxj < 1 je 1 + �x > 1 � �, tedy 
elýzlomek musel být men¹í ne¾ jedna. Vidíme tedy, ¾e na intervalu (�1; 1) má smysl konstruovatP1(x). Dokon
e si pov¹imneme, ¾e i pro x = 1 konverguje k nule (dosadíme za x pøímo do prvníhotvaru zbytku a zjistíme, ¾e pro jakéholiv � 2 (0; 1) bude zbytek ve tvaru an; 0 < a < 1). Bezdùkazu pak dodáme, ¾e pro ostatní x (tj. x 2 (1;1) _ x � �1) skuteènì zbytek Rn(x) rozvojeP1(x) v bodì x0 = 0 k nule nekonverguje a dokon
e roste nade v¹e
hny meze. Nyní tedy P1(x)sestrojíme.Pomo
í obe
nì vypoètené deriva
e f (n)(x) snadno urèíme f (n)(0) = (�1)n�1 � (n�1)!; a tím pádem(f(0) = 0): ln(1 + x) = 1Xn=1 (�1)n�1n = x� x22 + x33 � x44 + x55 � : : : :5. f(x) = (1 + x)�: Zde bude postup velmi podobný pøípadu minulému. Opìt urèíme f (n)(x) == �(� � 1) : : : (� � n+ 1)(1 + x)��n a pro dùkaz konvergen
e Rn(x) znovu pou¾ijeme Cau
hyovatvaru zbytku za omezení jxj < 1:jRn(x)j = jxnj(n� 1)! (1��)n�1�(� � 1) : : : (�� n+ 1)(1 + �x)��n �� K jxjn1 + �x ���� 1��1 +�x ����n�1 :Pod konstantu K jsme zahrnuli èíslo (1+�x)� násobené �(��1):::(��n+1)(n�1)! . Tento zlomek je mo¾népro dostateènì velká n rozdìlit na souèin dvou zlomkù �(��1):::(��k)1:2:::k ; k � ��k a (��k�1):::(��n+1)(k+1):::(n�1) .První zlomek je pak nìjaké èíslo nezávislé na n, zatím
o v druhém zlomku je i-tý èinitel jmenovatelev¾dy v absolutní hodnotì vìt¹í ne¾ i-tý èinitel èitatele, tedy 
elý tento zlomek je v absolutní hodnotìmen¹í ne¾ 1. Souèin tì
hto zlomkù lze tím pádem omezit konstantou42 nezávislou na n. Tím jsme ji¾dospìli do místa, od kterého bude postup naprosto stejný jako v pøed
hozím pøíkladu. Intervalem,na nìm¾ bude mít smysl konstruovat P1(x) bude opìt h�1; 1i, pro x = �1 by
hom ale konvergen
iRn(x) nedokázali naznaèeným zpùsobem43.De�nujme je¹tì: �(� � 1) : : : (�� n+ 1)n! � ��n�;je patrné ¾e pro � pøirozené je tento výraz skuteènì roven známému kombinaènímu èíslu. Tatode�ni
e je tedy pøirozeným roz¹íøením tohoto výrazu pro � reálné èi komplexní.Dosazením do ji¾ spoèteného urèíme f (n)(0) = ��n�n!, tedy lze psát(1 + x)� = 1Xn=1��n�xn = 1 + x��1�+ x2��2�+ x3��3�+ : : : ;42Pokud by ov¹em bylo � pøirozené, vyskytl by se pro n > � v èitateli nulový èinitel, tedy 
elý Rn(x) by byl samozøejmìod tohoto n vý¹e roven nule.43Kdyby
hom dosadili do zbytku x = �1, dospìli by
hom k výrazu 11�� , jen¾ zøejmì k nule nekonverguje | stejnásitua
e nastala v minulém pøíkladu. 67



v¹imneme si je¹tì, ¾e pro � pøirozené máme takto odvozenu binomi
kou vìtu, nebo» pro n > � je��n� = 0 a zároveò | jak jsme si pov¹imli ji¾ døíve | i Rn(x) = 0 pro v¹e
hna x. Pro ostatní �(je¹tì s výjimkou 0 a �144) je pak nutné, aby x 2 h�1; 1i.P ø í k l a d : V relativisti
ké fyzi
e se èasto setkáme s pøiblí¾enímp1� v2 � 1� v22 ;které plyne z posledního pøíkladu, pokud se omezíme jen na první dva èleny rozvoje.P o z n ámka : Zamysleme se je¹tì nad tím, jak urèit Taylorùv polynom souètu, souèinu nebo podílufunk
í, pøípadnì slo¾ené funk
e, známe-li Taylorovy polynomy pro tyto dvì funk
e (je samozøejmì potøeba,aby oba tyto polynomy byly urèeny pro tentý¾ bod x0 | pro zkrá
ení zápisù budeme brát x0 = 0).Ne¾ v¹ak postoupíme dále, pøipomeneme si nìkolik pravidel pro poèítání se symboly o(x). Jeji
h dùkazètenáø snadno provede na základì de�ni
e tohoto symbolu:8f; g : o(f)� o(f) = o(f); o(f):o(g) = o(f:g);8f; g; h : �h = o(g); g = o(f)� ) �h = o(f); h+ g = o(f)�;(8f)(8� 2 R)(� 6= 0)�o(�f) = o(f)�:Mìjme tedy f(x) = nXk=0 akxk + o(xn); g(x) = nXk=0 bkxk + o(xn):1. f(x)� g(x) =Pnk=0(ak � bk)xk + o(xn),2. f(x) � g(x) = �a0 + a1x + a2x2 + : : : + anxn + o(xn)��b0 + b1x + b2x2 + : : : + bnxn + o(xn)� == a0b0 + x(a1b0 + a0b1) + x2(a0b2 + a1b1 + a2b0) + : : :+ o(xn) =Pnk=0Pki=0 aibk�ixk + o(xn).3. Pro f(x)g(x) ; g(0) = b0 6= 0 máme dvì mo¾nosti:(a) þMetoda neznámý
h koe�
ientùÿ: hledáme polynom stupnì n, který splòuje vztah:nXk=0�kxk + o(xn) = Pnk=0 akxk + o(xn)Pnk=0 bkxk + o(xn) ;roz¹íøíme jej jmenovatelem zlomku, èím¾ obdr¾íme rovnost dvou polynomù n-tého stupnìplatnou pro ka¾dé x z nìjakého intervalu. Ta ov¹em nastane, právì kdy¾ jsou koe�
ientyu jednotlivý
h mo
nin x na obou straná
h stejné | tím problém pøevádíme na øe¹ení soustavyn+ 1 lineární
h rovni
 o n+ 1 neznámý
h �k.(b) Lze psát f(x)g(x) = f(x) 1g(x) . Taylorùv polynom pro souèin ji¾ známe, budeme se tedy zabývaturèením 1=g(x). Platí: 1g(x) = 1b0 11� (� b1b0x� b2b0 x2 � : : :) = 1b0 11�G:Poznamenejme, ¾e pokud b0 = 0, nelze Taylorùv rozvoj 1=g(x) vùbe
 provést | první èlenrozvoje rovný 1=g(x0) není vùbe
 de�nován. Pokud je jGj < 1, lze podle døíve spoèítanéhopsát: 1g(x) = 1b0 �1 +G+G2 + : : :+Gn + o(xn)� ;nebo» pro k > n je jistì Gk = o(xn). Pro k � n ov¹em výrazy Gk budou také obsahovat mnohoèlenù, které ji¾ lze zahrnout pod o(xn). Tohoto postupu lze s výhodou u¾ít napø. pøi urèováníTaylorova polynomu pro tg x = sinx 1
os x .44Platí 11�x = 1+x+x2+:::+xn1�xn+1 ; pro jxj < 1 jistì jmenovatel konverguje k 1, tedy lze psát 11�x = 1 + x+ x2 + : : :, 
o¾ jeznámý vztah pro souèet geometri
ké posloupnosti, pou¾itý opaèným smìrem.68



4. (f Æ g)(x); tj. f(y); y = g(x). Musí být samozøejmì b0 = 0 (pokud by
hom dosadili do f(y) zay 6= 0, nevíme ni
 o rozdílu f(x)� Pn(x) | viz Peanovu vìtu). Potom funk
e o(yn) jsou i o(xn) apo dosazení za y do f(y) pí¹eme(f Æ g)(x) = nXk=0 ak  nXl=1 blxl!k + o(xn);opìt s dodatkem, ¾e i výrazy yk budou obsahovat nìkteré èleny, které ji¾ budou o(xn), èím¾ sevýpoèet obvykle ponìkud usnadní.P ø í k l a d : Spoètìte limx!0 e�x22 � 
osxx3 sinx :Øe¹ení této limity klasi
kými prostøedky (viz kapitolu o limitá
h) by bylo pomìrnì obtí¾né. Zkusíme protojednotlivé funk
e v této limitì nahradit Taylorovými polynomy takového øádu [tedy s 
hybou o(xn)℄, abynám po zjednodu¹ení zlomku (seèteme a vynásobíme polynomy podle toho, jak se mají sèítat a násobitfunk
e, které tìmito polynomy nahrazujeme) nezbyly pouze výrazy o(xn). V praxi to èiníme tak, ¾e volímeøád n = 2 � 4 podle toho, jak þse nám zdá limita zákeønáÿ, a v pøípadì, ¾e se nám v¹e
hny mo
ninnéèleny odeètou, øád zvý¹íme. Zde je tøeba volit n = 4:limx!0 e�x22 � 
osxx3 sinx = limx!0 h1 + �� x22 �11! + �� x22 �22! + o(x4)i� �1� x22! + x44! + o(x4)�x3 �x� x33! + o(x4)� == limx!0 112x4 + o(x4)x4 + o(x4) = limx!0 112 + o(x4)=x41 + o(x4)=x4 = 112 :
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5 Riemannùv integrálÈtenáø ji¾ jistì tu¹í, ¾e integrály jsou mo
ným nástrojem jak v matemati
e, tak ve v¹e
h obore
hz matematiky vy
házejí
í
h. Doposud jsme se seznámili pouze s Newtonovým (Leibnizovým) integrálem,jeho¾ teorie nám umo¾òovala øe¹it diferen
iální rovni
e. Ukazuje se v¹ak, ¾e tentý¾ integrál mù¾e poslou¾iti k výpoètu obsahu obraz
e ohranièeného grafem dané funk
e, objemu èi povr
hu pøíslu¹ný
h rotaèní
htìles. Ne
hme se motivovat následují
í úlohou:P ø í k l a d : Uva¾ujme tyè, její¾ délková hustota je dána funk
í �(x), kde x je polohová souøadni
e, kon
etyèe jsou urèeny hodnotami x = a, x = b.Pro konstantní funk
i �(x) = �0 bude tyè homogenní a její hmotnost zøejmì bude ja � bj�0. Co sev¹ak stane v pøípadì, ¾e tyè homogenní není? Zkusme problém vyøe¹it pomo
í ji¾ známého Newtonovaintegrálu. Vezmìme úsek tyèe mezi body x a y (a � x < y � b) a berme funk
i m(x) udávají
í hmotnostèásti tyèe mezi body a a x. Hmotnost èásti mezi x a y pak jistì bude m(y)�m(x) a její prùmìrná délkováhustota [m(x)�m(y)℄=(x� y). Pokud budeme zkoumat limitu posledního výrazu pro y ! x, dospìjemezøejmì k délkové hustotì v daném bodì (takto ji de�nujeme)45. Srovnáme-li tuto limitu s de�ni
í deriva
e,vidíme, ¾e m0(x) = �(x) a úloha se redukuje na problém nalézt primitivní funk
i k �(x). Hmotnost tyèepak toti¾ zøejmì bude m(b)�m(a). Víme, ¾e primitivní funk
e k dané �(x) je urèena jednoznaènì a¾ naaditivní konstantu, ale zároveò hmotnost tyèe by mìla být nìjaké pevné èíslo urèené ji¾ pouze funk
í �(x).Snadno se ov¹em mù¾eme pøesvìdèit, ¾e dosadíme-li do uvedeného výrazu pro hmotnost tyèe postupnìdvì funk
e m(x) li¹í
í se pouze o konstantu, dostaneme v¾dy stejný výsledek. Zdánlivý rozpor v úvaze jetedy ¹»astnì za¾ehnán.Zkusme uva¾ovat jinak: rozdìlme tyè na urèitý poèet dílù a v ka¾dém dílu stanovme nìjakou støednídélkovou hustotu. Hmotnost tyèe pak bude samozøejmì rovna souètu hmotností jednotlivý
h dílù. Hmot-nost ka¾dého dílu pøibli¾nì spoèteme jako souèin jeho délky a støední délkové hustoty. Pøesnost výpoètubude zøejmì záviset na tom, 
o prohlásíme za tuto støední hodnotu (aby
hom ji mohli urèit pøesnì, museliby
hom ji¾ znát hmotnost dílu). Lze v¹ak oèekávat, ¾e tato støední hustota nebude vìt¹í ne¾ nejvìt¹í amen¹í ne¾ nejmen¹í hustota vyskytují
í se v daném úseku tyèe. Nalezli jsme tedy alespoò interval, z nì-ho¾ budeme støední hodnotu vybírat. Bylo by pak pøirozené, kdyby se pøi zmen¹ování délky jednotlivý
húsekù blí¾ila hmotnost vypoètená naznaèeným zpùsobem hmotnosti skuteèné.V této kapitole pro tento postup zavedeme název Riemannùv integrál a uká¾eme dva rùzné zpùsobyjak volit zmínìné støední hodnoty.P o z n ámka : Vyznaème si vý¹euvedený postup do grafu zkoumané funk
e �(x): rozdìlíme jej nejprvena urèitý poèet dílù a do ka¾dého dílu vepí¹eme obdélník s ¹íøkou shodnou s ¹íøkou tohoto dílu a vý¹kouodpovídají
í zvolené støední hodnotì v tomto dílu. Zmiòovaný souèet pak bude pøibli¾nì roven obsahuobraz
e omezeného grafem zkoumané funk
e, osy x a okraji pøíslu¹ného intervalu (v na¹em pøípadì ha; bi).Výhoda této úvahy je, ¾e nejsme závislí na existen
i primitivní funk
e k funk
i zkoumané (prozkoumejtefunk
i f(x) = sgnx). V této kapitole tedy po zavedení Riemannova integrálu uká¾eme, ¾e vykazujevlastnosti, je¾ by
hom oèekávali od pro
edury udávají
í obsah urèitého obraz
e46, a dále ¾e v pøípadìexisten
e pøíslu¹né primitivní funk
e jsou obsahy plo
h omezený
h køivkou zkoumané funk
e, vypoètenépomo
í Newtonova i Riemannova integrálu, stejné.x1. Horní a dolní Riemannovy souètyDe�ni
e 42: Dìlení intervaluBudi¾ ha; bi � R a x0; x1; : : : ; xn 2 R taková, ¾e a = x0 < x1 < : : : < xn = b. Øekneme, ¾e èíslax0; x1; : : : ; xn urèují dìlení D intervalu ha; bi, ka¾dý z bodù xi; 0 � i � n nazveme dìlí
ím bodem D aèíslo �(D) = maxi2f1;:::;ngfxi � xi�1g nazveme normou tohoto dìlení.45Vzpomeòte si napøíklad na objemovou sílu zmiòovanou kupøíkladu ve fyzi
e kontinua: ~G = d~F= dV .46Typu: obsah sjedno
ení dvou disjunktní
h obraz
ù je roven souètu obsahù tì
hto obraz
ù.70



x
y f

a bx1 x2 x3O�Obrázek 7: Geometri
ký význam horního a dolního Riemannova souètu pro funk
i f na intervalu ha; bi akonkrétní dìlení tohoto intervalu.De�ni
e 43: Zjemnìní dìleníØekneme, ¾e dìlení D0 je zjemnìním dìlení D, pokud ka¾dý z dìlí
í
h bodù D je dìlí
ím bodem D0.De�ni
e 44: Horní a dolní Riemannùv souèetBudi¾ funk
e f reálná omezená funk
e na ha; bi. Ne
h» D je dìlení ha; bi a oznaèmeMi = suphxi;xi�1i f(x)a mi = infhxi;xi�1i f(x). ÈíslaS(f;D) � nXi=1Mi(xi � xi�1); resp. s(f;D) � nXi=1mi(xi � xi�1)nazveme horním, resp. dolním Riemannovým souètem funk
e f na intervalu ha; bi.P o z n ámka : Nebude-li hrozit nedorozumìní, budeme u sumaèní
h symbolù (a v dal¹í
h podobný
hsitua
í
h) vyne
hávat indexy a sèítat budeme pøes v¹e
hny úseky dìlení.Vìta 66:Budi¾ f omezená na ha; bi. Potom pro m = infha;bi f(x);M = supha;bi f(x), platím(b� a) � s(f;D) � S(f;D) �M(b� a)pro ka¾dé dìlení D.Dùkaz: Platí zøejmì m � mi a Mi � M pro ka¾dé i, a proto s(f;D) = Pmi(xi � xi�1) � Pm(xi ��xi�1) = mP(xi�xi�1) = m(b�a). Podobnì uká¾eme S(f;D) �M(b�a). Koneènì víme, ¾e mi �Mi,a proto s(f;D) =Pmi(xi�xi�1) �PMi(xi�xi�1) = S(f;D): Tvrzení vìty je také velmi dobøe patrnéz obrázku (7). Uvìdomte si, jak by bylo v obrázku znázornìno m(b� a) a M(b� a).De�ni
e 45: Horní a dolní Riemannùv integrálNe
h» f je reálná omezená funk
e na ha; bi. Pro mno¾inu � v¹e
h dìlení intervalu ha; bi nazveme èísloZ ba f(x) dx df= supD fs(f;D)g df= supD2� s(f;D)dolním Riemannovým integrálem f na intervalu ha; bi. Horní Riemannùv integrál de�nujeme analogi
kyjako in�mum mno¾iny v¹e
h horní
h souètù.P o z n ámka : Horní a dolní Riemannùv integrál omezené funk
e (a o jiný
h zatím nemluvíme) je v¾dyde�nován a platí �1 6= Z ba f(x) dx � Z ba f(x) dx 6=1:Nerovnosti plynou pøímo z vìty (66). Mno¾ina v¹e
h horní
h a dolní
h souètù je podle této vìty omezená,a tudí¾ má vlastní supremum i in�mum. 71



De�ni
e 46: Riemannùv integrálNe
h» pro omezenou reálnou funk
i f jsou na ha; bi hodnoty dolního a horního Riemannova integrálustejné. Èíslo (R) Z ba f(x) dx df= Z ba f(x) dx = Z ba f(x) dxpak nazveme Riemannovým integrálem f na intervalu ha; bi. Nehrozí-li zámìna s jiným integrálem, pís-meno R pøed znakem integrálu vyne
háme.Pro omezenou komplexní funk
i f(x) = f1(x) + if2(x) de�nujemeZ ba f(x) dx df= Z ba f1(x) dx+ i Z ba f2(x) dx:Pø í k l a d : Zkoumejme existen
i Riemannova integrálu nám známé Diri
hletovy funk
e (f(x) = 1 prox 2 Q, f(x) = 0 pro ostatní x) na intervalu h0; 1i.Zvolme libovolný interval ha; bi, 0 � a < b � 1. Existuje vìta, je¾ tvrdí, ¾e mezi ka¾dými dvìma rùznýmireálnými èísly le¾í alespoò jedno èíslo ra
ionální47, tedy v ha; bi existuje bod x, v nìm¾ je f(x) = 1. Dlede�ni
e suprema musí být tedy supha;bi f(x) = 1. Tato úvaha platí pro ka¾dý interval ha; bi, proto ka¾dýhorní Riemannùv souèet bude roven jedné, které bude tím pádem roven i horní Riemannùv integrál.Podobnì si uvìdomíme, ¾e infha;bi f(x) = 0, nebo» mezi ka¾dými dvìma rùznými èísly reálnými existujeté¾ alespoò jedno èíslo ira
ionální48 a stejným postupem zjistíme, ¾e dolní Riemannùv integrál na h0; 1ije roven nule. Proto¾e 0 6= 1, na¹li jsme omezenou funk
i, její¾ Riemannùv integrál neexistuje.C v i è e n í : Zkuste z de�ni
e ukázat existen
i Riemannova integrálu funk
e f(x) = 11 na intervalu h5; 7ia urèete jeho hodnotu.Vìta 67:Ne
h» f je omezená reálná funk
e na ha; bi a ne
h» dìlení D0 je zjemnìní D. Potom platís(f;D) � s(f;D0) � S(f;D0) � S(f;D):Dùkaz: Prostøední nerovnost je ji¾ pokryta vìtou (66). Dùkaz krajní
h nerovností formálnì provedemematemati
kou induk
í podle poètu dìlí
í
h bodù D0, které nejsou obsa¾eny v D. Ne
h» obsahuje D0 oprotiD naví
 jediný bod. Tedy D : x0; : : : ; xk�1; xk ; : : : ; xn; D0 : x0; : : : ; xk�1; x0; xk; : : : ; xn. Potom napø. prodolní souèty podle D a D0 zøejmì platís(f;D0)� s(f;D) = mk1(x0 � xk�1) +mk2(xk � x0)�mk(xk � xk�1) == (mk1 �mk)(x0 � xk�1) + (mk2 �mk)(xk � x0) � 0:Èísla mk1 ;mk2 jsou in�ma f(x) na pøíslu¹ný
h intervale
h D0. Interval hxk�1;xki jsme rozdìlili podlerovnosti xk�xk�1 = (xk�x0)+(x0�xk�1) a v závìru jsme vyu¾ili nerovnostimk1 ;mk2 � mk49. Tím jsmedokázali vìtu pro jeden bod v D0 naví
. Indukèní krok se provede naprosto stejným zpùsobem | ukázalijsme toti¾, ¾e zjemníme-li libovolné dìlení o jeden bod, hodnota dolního souètu neklesne, pøi formálnímdùkazu matemati
kou induk
í lze tedy psát s(f;D) � s(f;D0n) � s(f;D0n+1), tedy s(f;D) � s(f;D0n+1)(D0n znaèí zjemnìní D li¹í
í se od D v n bode
h).Dùkaz pro horní Riemannovy souèty je stejný.Vìta 68:Pro ka¾dou omezenou reálnou funk
i f na ha; bi platíZ ba f(x) dx � Z ba f(x) dx:47Návod pro zvídavé | pomù¾e nám tzv. Ar
himédùv prin
ip: (8�; � 2 R+ )(9n 2 N)(n� > �), ten lze dokázat z de�ni
ereálný
h èísel. Existuje proto èíslo q 2 N, pro nì¾ má interval hqa; qbi délku alespoò 1 a obsahuje tudí¾ alespoò jedno 
eléèíslo p. Koneènì ovìøíme, ¾e èíslo pq le¾í v ha; bi.48Doka¾te sporem, opìt interval þnafouknìteÿ tak, aby obsahoval napøíklad p2.49Doka¾te si sami: A � B � R ) inf A � inf B. Analogi
ká vìta platí i pro suprema.72



Lemma:Ne
h» D1; D2 jsou dìlení intervalu ha; bi a f je reálná omezená funk
e na ha; bi. Potom platí s(f;D1) �� S(f;D2).Dùkaz lemmatu: Pomù¾e nám jednodu
há my¹lenka a pøed
hozí vìta: uva¾ujme spoleèné zjemnìní Ddìlení D1; D2 (D je zjemnìním D1 i D2) | sestrojíme jej napøíklad tak, ¾e polo¾íme D = D1 [D2, tedydo D zaøadíme v¹e
hny dìlí
í body obsa¾ené v D1 nebo D2). Pak dle vìty (67) platí s(f;D1) � s(f;D)a S(f;D) � S(f;D2). Nyní pou¾ijeme døívìj¹í vìtu (66), dle které s(f;D) � S(f;D), èím¾ dojdeme keký¾enému s(f;D1) � S(f;D2).Dùkaz vìty: je nyní ji¾ jednodu
hý. Shròme dosavadní poznatky: pro dvì mno¾iny (horní a dolní Rie-mannovy souèty) platí, ¾e ka¾dý prvek z mno¾iny prvé je vìt¹í nebo roven libovolnému prvku z mno¾inydruhé. In�mum I první mno¾iny pak nemù¾e být men¹í ne¾ supremum S mno¾iny druhé; vzpomenemena de�ni
i in�ma: v prvé mno¾inì by jinak musel existovat prvek P men¹í ne¾ S. Dle de�ni
e suprema byse pak ve druhé mno¾inì musel na
házet prvek vìt¹í ne¾ P , 
o¾ je spor. Tedy skuteènì horní Riemannùvintegrál není men¹í ne¾ dolní Riemannùv integrál.P o z n ámka : Pov¹imnìte si nerovnosti8D1; D2 : s(f;D1) � Z ba f(x) dx � Z ba f(x) dx � S(f;D2)a jejího dùsledku S(f;D1)� s(f;D2) � Z ba f(x) dx� Z ba f(x) dx:S jeho pomo
í nyní snadno doká¾eme následují
í vìtu.Vìta 69: Ekvivalentní podmínka pro existen
i Riemannova integráluR ba f(x) dx existuje, právì kdy¾ (8" > 0)(9D)� S(f;D)� s(f;D) < "�.Dùkaz: ). Existuje-li zmínìný Riemannùv integrál, jsou si pøíslu¹né horní a dolní Riemannovy integrály,tedy in�mum horní
h souètù h a supremum dolní
h souètù d rovny. De�ni
e suprema a in�ma nám pakzaruèí, ¾e pro libovolné "2 > 0 existují D1; D2 taková, ¾e d � "2 < s(f;D1) � d a h � S(f;D2) < h � "2 .Spojením tì
hto dvou nerovností (d = h) získáme S(f;D2)�s(f;D1) < "; pokud byD1 aD2 nebyly stejné,staèí vzít jeji
h spoleèné zjemnìní D a pou¾itím vìty (67) dojdeme k hledanému S(f;D)� s(f;D) < ".(. V tomto pøípadì vyu¾ijeme poznámky za pøede¹lou vìtou. Pro ka¾dé " kladné tedy existuje D takové,¾e " > S(f;D) � s(f;D) � R ba f(x) dx � R ba f(x) dx. Rozdíl horního a dolního Riemannova integrálu jetedy men¹í ne¾ libovolné kladné èíslo a musí být roven nule50, nebo» pøed
hozí vìta zaruèuje, ¾e nemù¾ebýt záporný.Vìta 70: Existen
e Riemannova integrálu u funk
í spojitý
h na uzavøeném intervaluJe-li f spojitá na ha; bi, existuje bRa f(x) dx.Dùkaz: V souladu s pøed
hozí vìtou budeme zkoumat výraz S(f;D)� s(f;D). PlatíS(f;D)� s(f;D) =X(Mi �mi)(xi � xi�1):Cantorova vìta (52) praví, ¾e funk
e spojitá na ha; bi je té¾ na ha; bi stejnomìrnì spojitá, tedy ¾e(8" > 0)(9Æ > 0)(8y1; y2 2 ha; bi)�jy1 � y2j < Æ��jf(y1)� f(y2)j < "�:Pi¹me místo " kladné èíslo 12"=(b � a). I pro nìj jistì existuje Æ se shora popsanou vlastností. Zvolmedìlení D takové, aby �(D) < Æ | viz de�ni
i (42). Pro libovolný interval I = hxi�1;xii nyní platí8y1; y2 2 I : jf(y1)� f(y2)j < 12"=(b� a), a tím pádem jMi �mij � 12"=(b� a)51. Pro toto dìlení D tedy50Pokud vám to nepøipadne zøejmé, rozmyslete si, k èemu by do¹lo, kdyby byl tento rozdíl vìt¹í ne¾ nula.51Zkuste si toto tvrzení dokázat sporem, podobnì jako v dùkazu první èásti minulé vìty. 8x; y 2 A : jx � yj � " )) supA�inf A � ", najdìte protipøíklad k analogi
kému tvrzení s ostrými nerovnostmi, vzpomeòte si na analogii s limitnímpøe
hodem v nerovnosti. 73



mù¾eme psátX(Mi �mi)(xi � xi�1) �X "2(b� a) (xi � xi�1) = "2(b� a)X(xi � xi�1) = "2(b� a) (b� a) < ":Tedy jsme pro libovolné kladné " na¹li dìlení D, pro nì¾ S(f;D) � s(f;D) < ", 
o¾ dle pøed
hozí vìtyznaèí, ¾e pøíslu¹ný Riemannùv integrál existuje.P ø í k l a d : Vìtu ov¹em nelze obrátit: existují i nespojité funk
e, které mají Riemannùv integrál. Zkusmenajít 1R0 d(x) dx, kde d(x) = 0 pro x 6= 0 a d(0) = 1.V¹e
hny dolní Riemannovy souèty budou rovny nule | v ka¾dém dílèím podintervalu h0; 1i zøejmì existujex, pro nì¾ d(x) = 0. Jak budou vypadat horní Riemannovy souèty? Èleny odpovídají
í jiným intervalùmne¾ levému krajnímu budou zøejmì nulové (v ni
h je toti¾ v¹ude d(x) = 0). Jediný nenulový èlen buderoven 1:(x1�x0) = x1. I horní Riemannùv souèet bude mít tím pádem tuto hodnotu. Vezmeme-li v úvahuv¹e
hna mo¾ná dìlení intervalu h0; 1i, mù¾e x1 nabývat v¹e
h hodnot z intervalu (0; 1i. In�mem horní
hRiemannový
h souètù tedy bude 0. Horní a dolní Riemannùv integrál je roven nule, proto Riemannùvintegrál funk
e d(x) na intervalu h0; 1i existuje a je roven nule.x2. Integrál jako limita integrální
h souètù: ekvivalentní zavedení RiemannovaintegráluDe�ni
e 47: Riemannùv integrální souèetNe
h» D je dìlení ha; bi, D : a = x0 < x1 : : : < xn = b. OznaèmeN(D) = �� = (�1; : : : ; �n)���i 2 hxi�1;xii; i = 1; : : : ; n	:Pro � 2 N(D) nazveme èíslo �(f;D; �) df=X f(�i)(xi � xi�1)Riemannovým integrálním souètem funk
e f na intervalu ha; bi.P o z n ámka : Zde zavádíme jinou volbu støední hodnoty | po¾adujeme, aby to byla funkèní hodnotav nìkterém z bodù daného úseku | mù¾e to být i krajní bod, mù¾e to být hodnota v minimu èi v maximufunk
e na daném úseku, èím¾ lze nìkdy dojít k hornímu èi dolnímu Riemannovu souètu.V grafu funk
e pak budou tuto volbu pøedstavovat obdélníèky s vý¹kou odpovídají
í funkèní hodnotìv nìkterém z bodù patøièného úseku. Srovnejte tento obrázek s pøípadem horní
h a dolní
h Riemannový
hsouètù a ovìøte, ¾e platí s(f;D) � �(f;D; �) � S(f;D) pro libovolné dìlení D a � 2 N(D).P o z n ámka : Jak jsme ji¾ pøedeslali na zaèátku této kapitoly, budeme se sna¾it zkoumat 
hováníRiemannový
h souètù, zmen¹ujeme-li normu dìlení. K tomu ov¹em potøebujeme tento pro
es pøesnìde�novat:De�ni
e 48: Limita Riemannový
h integrální
h souètùPro Æ > 0 oznaème UÆ = �(D; �)�� �(D) < Æ; � 2 N(D)g. Øekneme, ¾elim�(D)!0�(f;D; �) = A 2 R; pokud(8" > 0)(9Æ > 0)�8(D; �) 2 UÆ��j�(f;D; �) �Aj < "�:Po zn ámka : Pokud se zamyslíme nad touto de�ni
í, zjistíme, ¾e se v podstatì jedná o nám ji¾ dobøeznámou klasi
kou de�ni
i limity, pouze s tím rozdílem, ¾e pro danou funk
i f není �(f;D; �) funk
ejedné reálné promìnné, ale funk
e promìnné (D; �), která po
hází z þnekoneènìrozmìrného prostoru52ÿ.52Zájem
i z øad pøízniv
ù algebry mohou na toto téma zkonstruovat nìjaký vektorový prostor nekoneèné dimenze.74



Pro
edura þpøibli¾ování se k danému boduÿ je v¹ak analogi
ká jak v jednorozmìrném pøípadì (klasi
kálimita), tak v dvourozmìrném pøípadì (limita funk
e dvou promìnný
h | okolí bodu zde není interval,tedy úseèka, ale napø. kruh) i v pøípadì limity právì probrané. Lze tedy oèekávat, ¾e pro tuto limitubudou platit nìkteré vìty dokázané pro limitu jedné reálné promìnné. Zkuste dokázat:1. Heineho vìtu. � lim�(D)!0�(f;D; �) = A�, ��8f(Dk; �k)g���(Dk)! 0 ) limk!1 �(f;Dk ; �k)! A��.2. Bolzano-Cau
hyovu podmínku. lim�(D)!0�(f;D; �) = A existuje, právì kdy¾ (8" > 0)(9Æ > 0)�8(D1; �1); (D2; �2) 2 UÆ��j�(f;D1; �1)� �(f;D2; �2)j < "�:3. Vìtu o limitì souètu. lim�(D)!0 �(f1; D; �) = A; lim�(D)!0�(f2; D; �) = B ) lim�(D)!0�(f1 + f2; D; �) == A+B.4. Vìtu o limitì násobku. 8k 2 R : lim�(D)!0�(f(x); D; �) = A ) lim�(D)!0�(k � f(x); D; �) = k � A:5. Vìtu o limitním pøe
hodu v nerovnosti. �(9UÆ)�8(D; �) 2 UÆ���(f;D; �) � �(g;D; �)�� )) � lim�(D)!0�(f(x); D; �) � lim�(D)!0�(g(x); D; �)�.U bodu 3 si uvìdomte, ¾e platí �(f;D; �) + �(g;D; �) = �(f + g;D; �), zatím
o pro souèin obdobnárovnost neplatí (napi¹te si, jak se násobí dvì sumy). Nelze tedy vyslovit vìtu o limitì souèinu v podobìþlimita souèinu je souèin limit53ÿ.Po z n ámka (extempore): Pro souèin dvou funk
í platí: existují-li limity pro funk
e f; g existuje ilimita pro funk
i f � g. Dùkaz tohoto tvrzení lze snadno provést, mluvíme-li o Riemannový
h integrále
hnamísto limit (pou¾ijeme vìtu (69)).P ø í k l a d : Aby ètenáø vidìl, ¾e v dùkaze
h tvrzení uvedený
h v poznám
e skuteènì nejsou ¾ádné novémy¹lenky, zkusíme zde dokázat tvrzení 3.Podle pøedpokladu existuje pro ka¾dé "2 urèité okolí UÆ takové, ¾e 8(D; �) 2 UÆ : j�(f;D; �)�Aj < "2 ;j�(g;D; �)�Bj < "2 54. Seèteme tyto dvì nerovnosti:" > j�(f;D; �) �Aj+ j�(g;D; �)�Bj � j�(f;D; �) + �(g;D; �)� (A+B)j = j�(f + g;D; �)� (A+B)j:Pøi úpravá
h jsme pou¾ili nejprve trojúhelníkovou nerovnost a poté ji¾ døíve zmínìný zøejmý vztah�(f;D; �) + �(g;D; �) = �(f + g;D; �) (ovìøte jeho zøejmost). Nyní vidíme, ¾e okolí UÆ, které jsme na¹lidíky existen
i limit pro funk
e f a g, vyhovuje i podmín
e pro funk
i f + g, a tedy limita integrální
hsouètù f + g existuje a je rovna A+B.Vìta 71:Pokud existuje lim�(D)!0 �(f;D; �), je funk
e f omezená.Dùkaz: Pou¾ijeme de�ni
i limity. Víme, ¾e pokud zvolíme nìjaké ", napø. 1, existuje Æ > 0 takové, ¾e8(D; �) 2 UÆ platí j�(f;D; �)�Aj < 1, je-li A zmínìná limita. Tato nerovnost má platit pro ka¾dé dìlenís dostateènì malou normou a ka¾dé � = (�1; : : : ; �n). Zvolme tedy D a (�2; �3; : : : ; �n) pevné, rozepi¹meintegrální souèet a pou¾ijme trojúhelníkovou nerovnost1 > j�(f;D; �)�Aj = ��f(�1)(x1 � x0)� �� f(�2)(x2 � x1)� : : :� f(�n)(xn � xn�1) +A��� �� jf(�1)(x1 � x0)j � jKj;kde K je pevné èíslo dané èlenem v hranaté závor
e. Jednodu
hou úpravou pak dostaneme (1 + jKj)==jx1�x0j � jf(�1)j. Nyní si uvìdomíme, ¾e �1 mù¾e nabývat libovolné hodnoty z intervalu hx1;x0i (jedinýpo¾adavek byl aby � 2 N(D)), tedy na tomto intervalu je funk
e f omezená. Podobnì uká¾eme, ¾e je fomezená i na ostatní
h intervale
h dìlení D, z èeho¾ vyplyne závìr, ¾e f je omezená na 
elém intervaluha; bi.53Mù¾eme si uvìdomit, ¾e to souvisí s aditivitou obsahu | 
hápeme-li na¹i limitu mimo jiné jako obsah nìjaké plo
hy,lze oèekávat, ¾e opera
i sèítání bude za
hovávat (obsah sjedno
ení disjunktní
h plo
h je souètem jeji
h obsahù); u opera
enásobení toto èekat nemù¾eme.54Pøesnìji øeèeno, existují okolí UfÆ pro funk
i f a UgÆ pro funk
i g, která nemusí být stejná. Vezmeme-li v¹ak jeji
h prùnik(tedy to þmen¹íÿ z ni
h, splníme podmínky pro f i g zároveò.75



Vìta 72: Ekvivalentní de�ni
e Riemannova integrálubRa f(x) dx existuje a je roven èíslu A, právì kdy¾ existuje lim�(D)!0�(f;D; �) = A, v nìm¾ D je dìleníintervalu ha; bi.P o z n ámka : Tato vìta má pomìrnì velký význam. Koneènì toti¾ øíká, ¾e budeme-li zmen¹ovat normudìlení, dospìjeme v limitním pøípadì v¾dy ke stejnému výsledku jako u horní
h a dolní
h Riemannový
hsouètù, a to nezávisle na volbì støední hodnoty v jednotlivý
h úse
í
h.Její dùkaz ve smìru ) bude pomìrnì nároèný, nebo» námi zavedený Riemannùv integrál se opíráo suprema a in�ma urèitý
h mno¾in souètù. Ta dle de�ni
e zaruèují, ¾e v jeji
h okolí (tj. v okolí boduA) existuje nìjaký Riemannùv souèet, zatím
o v de�ni
i limity se ¾ádá, aby v tomto okolí le¾ely v¹e
hnyRiemannovy souèty s dostateènì malou normou. Naopak tvrzení ( je pomìrnì jednodu
hé. Pokroèmetedy k dùkazu.Dùkaz: (. Pou¾ijeme ekvivalentní de�ni
i Riemannova integrálu (69) a vý¹e zmínìnou Bolzano{Cau
hyovu podmínku. Podle ní existuje pro ka¾dé " > 0 kladné Æ takové, ¾e pro ka¾dá (D; �1); (D; �2) 2 UÆje j�(f;D; �1)��(f;D; �2)j < "2 . Potom ale platí sup� �(f;D; �)� inf� �(f;D; �) � "2 55. Není tì¾ké si uvì-domit, ¾e pøi pevném D je supremum rovno S(f;D) a in�mum s(f;D), tedy S(f;D)� s(f;D) � "2 < ",
o¾ podle zmínìné vìty (69) znamená, ¾e tento Riemannùv integrál existuje.Uva¾ujme nyní, ¾e by nebyl roven A, jeho hodnota R by byla napø. vìt¹í ne¾ A. Proto¾e R je suprememv¹e
h dolní
h Riemannový
h souètù, muselo by existovat D0 takové, ¾e R � 12 (R � A) < s(f;D0) � R.Zároveò by v¹ak pro " = 12 (R�A) muselo existovat Æ, pro nì¾ by 8(D; �) 2 UÆ bylo �(f;D; �) < R� R�A2 .Mezi tìmito (D; �) bude jistì D, které je zjemìním D0 (vezmeme libovolné dìlení E s dostateènì ma-lou normou �(E) < Æ a sestrojíme spoleèné zjemnìní E a D0). Pak musí ov¹em platit �(f;D; �) << R� 12 (R�A) < s(f;D0) � s(f;D). Na zaèátku tohoto paragrafu jsme v¹ak zjistili, ¾e pro ka¾dé (D; �)platí s(f;D) � �(f;D; �) � S(f;D), tedy jsme narazili na spor. Stejnì uká¾eme, ¾e nemù¾e být R < A,a proto R = A.Jiný zpùsob: budeme dokazovat, ¾e pro limitu rovnou A existuje pro ka¾dé kladné " souèet s(f;D) >> A � "2 , resp. S(f;D) < A+ "2 . Vyu¾ijeme-li nerovnosti s(f;D) � S(f;D), plyne ji¾ z tohoto faktu, ¾ehorní i dolní Riemannùv integrál je roven A56.Zvolíme tedy libovolné "4 > 0 a uva¾ujeme UÆ popsané v de�ni
i limity. Jistì 8(D; �) 2 UÆ :�(f;D; �) > A � "2 . Zvolíme posloupnost �k takovou, ¾e limk!1 f(�ki ) = mi df= infhxi�1;xii f(x)57. Podlevìty o limitním pøe
hodu v nerovnosti pak musí platits(f;D) = limk!1Xi f(�ki )(xi � xi�1) = limk!1 �(f;D; �k) � A� "4 > A� "2 :). V tomto pøípadì budeme hledat pøedpis pro Æ, které zaruèí, ¾e pro v¹e
hny (D; �) 2 UÆ bude A� " << �(f;D; �) < A+ ". Soustøedíme se pouze na první nerovnost, druhá se doká¾e obdobným postupem.Víme, ¾e pro dané " > 0 existuje dolní Riemannùv souèet s(f;D) > A� "2 . Bohu¾el se nám nepodaøí najíttakové Æ, aby pro v¹e
hna (D0; �) 2 UÆ bylo �(f;D0; �) � s(f;D). Pro dìlení D0, která jsou zjemnìním D,tato nerovnost platí, nebo» s(f;D) � s(f;D0) � �(f;D0; �). Av¹ak a» vezmeme Æ jakkoliv malé, budoujistì v UÆ existovat dìlení, která zjemnìním D nejsou. Pokusíme se tedy urèit Æ dostateènì malé na to,aby alespoò �(f;D0; �) nebylo þo mnoho men¹íÿ ne¾ s(f;D). Uva¾ujme spoleèné zjemnìní E dìlení D aD0. Zøejmì platí s(f;D) � s(f; E) a s(f;D0) � �(f;D0; �), budeme tedy zkoumat, oè mù¾e být s(f;D0)men¹í ne¾ s(f; E) | z tì
hto nerovností toti¾ plyne s(f;D) � �(f;D0; �) � s(f; E) � s(f;D0). Nìkteréz úsekù se v E a D0 nemusí li¹it, jim odpovídají
í sèítan
e58 se v rozdílu s(f; E) � s(f;D0) odeètou.Spoètìme, kolik bude tì
h ostatní
h. Dìlení E vzniklo tak, ¾e jsme do D0 pøidali v¹e
hny dìlí
í bodyD, pøièem¾ nìkteré body D a D0 mohly splývat. Obsahovalo-li D 
elkem n bodù, mohlo v D0 þbýtzasa¾enoÿ nejví
e n intervalù. Ostatní zøejmì zùstaly nezmìnìny a v rozdílu se odeètou. Tedy v souètus(f;D0) je nejvý¹e n intervalù, které se neodeètou. Kdy¾ jsme konstruovali dìlení E, rozdìlili jsme nìkteré55Pøipomeòte si znovu na dùkaz vìty (70).56Dokázat lze sporem.57Budeme ji konstruovat podobnì jako minimizují
í posloupnosti v kapitole 4 | z de�ni
e in�ma budeme po¾adovat,aby napø. f(�ki ) 2 hmi;mi + 1k ).58Typu mi(xi � xi�1) | indexy tì
hto sèítan
ù mohou být v s(f; E) a s(f;D0) rùzné, podstatné ale je, zda pøedstavujístejný interval (stejné hodnoty xi; xi�1, a tudí¾ i mi). 76



intervaly D0 dìlí
ími body z D. Ka¾dý takový bod nám pøidal nejvý¹e dva nové intervaly v D0 (to kdy¾jsme jej umístili do je¹tì þnezasa¾enéhoÿ intervalu z D059), tedy v E je obsa¾eno nejvý¹e 2n intervalùodli¹ný
h od dìlení D0. Velikost v¹e
h tì
hto zbylý
h sèítan
ù je omezena, nebo» oba èinitelé v ka¾démsèítan
i jsou omezeni: ¾ádný interval z D0 a tím spí¹e z E není del¹í ne¾ �(D0) a existen
e Riemannovaintegrálu zaruèuje, ¾e f je omezená, a snadno nahlédneme, ¾e musí být omezené i infI f(x) na libovolnémpodintervalu I � ha; bi, tj. (9K 2 R)(8i)(jmi j < K). Mù¾eme proto psát��s(f; E)� s(f;D0)�� � s(jf j; E) + s(jf j; D0) � 2n�(D0)K + n�(D0)K = 3n�(D0)K:Vidíme, ¾e zvolíme-li �(D0) < "=(6nK), bude i rozdíl js(f; E)� s(f;D0)j men¹í ne¾ "2 . Tím pádem je aleurèitì pro libovolné (D0; �) s takovou normou�(f;D0; �) � s(f;D0) � s(f; E)� "2 � s(f;D)� "2 > A� "2 � "2 = A� ";
o¾ jsme mìli dokázat.Koneènì se je¹tì zmiòme o pøípadu, kdy f má komplexní hodnoty. Riemannùv integrál takové funk
ef(x) = f1(x) + if2(x); f1; f2 : R ! R je de�nitori
ky zavedenbZa f(x) dx = bZa f1(x) dx+ i bZa f2(x) dxa pro limitu integrální
h souètù lze snadno60 ovìøit platnost vztahulim�(D)!0�(f;D; �) = lim�(D)!0�(f1; D; �) + i lim�(D)!0�(f;D; �):S vyu¾itím této rovnosti roz¹íøíme platnost této vìty i na funk
e s komplexními hodnotami.x3. Vlastnosti Riemannova integráluV tomto èlánku ovìøíme, ¾e Riemannùv integrál skuteènì splòuje nìkteré vlastnosti odpovídají
ífunk
i þobsah plo
hyÿ.Vìta 73: Riemannùv integrál souètu a násobkuNe
h» existují bRa f(x) dx; bRa g(x) dx. Pak existuje bRa �f(x) + g(x)� dx a bRa �f(x) dx pro � 2 R a platí:Z ba (f(x) + g(x)) dx = Z ba f(x) dx+ Z ba g(x) dx; Z ba �f(x) dx = � Z ba f(x) dx:Dùkaz: Pou¾ijeme-li vìtu (72), mù¾eme místo o Riemannový
h integrále
h mluvit o limitá
h pøíslu¹ný
hintegrální
h souètù. Nyní pou¾ijeme tvrzení zmínìné v poznám
e za de�ni
í (48) pod bodem 3 (resp. 4),tedy ¾e souèet limit je limita souètu a limita násobku je násobek limity. Závìrem opìt u¾ijeme vìtu (72)a limity integrální
h souètù pøevedeme na Riemannovy integrály.C v i è e n í : Zopakujte si tvrzení pro integrál souèinu dvou funk
í a uvìdomte si znovu, proè není integrálsouèinu souèinem integrálù (v obe
ném pøípadì).Vìta 74: Monotonie integráluBuïte f; g; h reálné funk
e a ne
h» existují jeji
h Riemannovy integrály na intervalu ha; bi. Pak platínásledují
í tvrzení:1. Pokud h(x) � 0;8x 2 ha; bi, pak bRa h(x) dx � 0.2. Pokud f(x) � g(x);8x 2 ha; bi, pak bRa f(x) dx � bRa g(x) dx.59Pokud padnul ji¾ do nìjakého þnovéhoÿ intervalu, vytvoøil z nìj dva nové, tedy 
elkem zvý¹il poèet nový
h intervalùo jeden. Koneènì v pøípadì, ¾e splynul s nìkterým dìlí
ím bodem D0, nepøidal ¾ádný nový interval.60Opìt podobnì jako u klasi
ký
h limit. 77



Dùkaz: Pokud existuje Riemannùv integrál h(x), nemù¾e být men¹í ne¾ libovolný dolní Riemannùv sou-èet. Pakli¾e jsou hodnoty funk
e h(x) na ha; bi nezáporné, budou v¹e
hny sèítan
e v dolním Riemannovìsouètu také nezáporné; ovìøte sporem | pakli¾e by snad bylo na nìkterém intervalu in�mum h(x) men¹íne¾ nula, musela by v tomto intervalu existovat záporná funkèní hodnota h(x). Proto bude i Riemannùvintegrál h(x) nezáporný.Druhé tvrzení je snadným dùsledkem prvního, zvá¾íme-li ¾e funk
e g(x) � f(x) nabývá na ha; binezáporný
h hodnot, a proto její Riemannùv integrál je nezáporný. Vyu¾ijeme pøed
hozí vìty, integrálrozdílu napí¹eme jako rozdíl integrálù, èím¾ dojdeme k po¾adovanému tvrzení.Vìta 75: Integrál absolutní hodnotyNe
h» na intervalu ha; bi existuje Riemannùv integrál funk
e f : R ! C . Pak existuje na tomté¾ intervalui Riemannùv integrál funk
e jf(x)j a platí mezi nimi nerovnost�����Z ba f(x) dx����� � Z ba jf(x)j dx: (26)Dùkaz: Pou¾ijeme opìt vìtu (69), to jest budeme zkoumat rozdíl S(jf j; D)� s(jf j; D), respektive rozdílodpovídají
í jednomu intervalu dìlení. Pro komplexní funk
i f(x) budeme uva¾ovat reálné funk
e f1; f2 :f(x) = f1(x) + if2(x). Pro libovolná X; x z uva¾ovaného intervalu hxi�1;xii musí platitjf(X)j � jf(x)j � ��f(X)� f(x)�� = ��f1(X)� f1(x) + i�f2(X)� f2(x)��� �� ��f1(X)� f1(x)��+ jij��f2(X)� f2(x)�� �Mi(f1)�mi(f1) +Mi(f2)�mi(f2); (27)je-liMi(f) = suphxi�1;xii f(x), resp. mi(f) = infhxi;xi�1i f(x), poslední nerovnost ne
h» si ètenáø rozmyslísám. Omezili jsme takto shora výraz jf(X)j � jf(x)j. Limitním pøe
hodem v nerovnosti jej v¹ak mù¾emenahradit rozdílem Mi(jf j)�mi(jf j)61. Pakli¾e nerovnost (27) pou¾ijeme pro v¹e
hny intervaly dìlení D,získáme vztah S(jf j; D)� s(jf j; D) � �S(f1; D)� s(f1; D)�+ �S(f2; D)� s(f2; D)�: (28)Má-li v¹ak existovat pøíslu¹ný Riemannùv integrál f , musí existovat i stejné integrály f1 a f2 (dle de�ni
eRiemannova integrálu), 
o¾ podle podmínky (69) znamená, ¾e existuje dìlení D, pro nì¾ jsou hodnotyobou závorek na pravé stranì (28) men¹í ne¾ libovolné "2 kladné. Jeji
h souèet je proto men¹í ne¾ ", èím¾jsme splnili podmínku (69) pro funk
i jf j. Riemannùv integrál jf j tedy existuje.Vztah (26) doká¾eme pomo
í trojúhelníkové nerovnosti a pøe
hodu v nerovnosti pro limity integrální
hsouètù | viz poznámku za de�ni
í (48), bod 5:j�(f;D; �)j = ����X f(�i)(xi � xi�1)���� �X��f(�i)(xi � xi�1)�� = �(jf j; D; �) )) ���� lim�(D)!0�(f;D; �)���� � lim�(D)!0�(jf j; D; �):Na závìr pou¾ijeme vìtu (69), èím¾ limity pøevedeme na Riemannovy integrály a dùkaz je hotov.Po z n ámka (zjednodu¹ují
í): Jestli¾e vám pøipadne v existenèní èásti dùkazu povídání o limitnímpøe
hodu v nerovnosti pøíli¹ slo¾ité, vìzte, ¾e pokud skuteènì v nìkterý
h bode
h X; x 2 hxi�1;xiinabývá jf j svého suprema (in�ma), tj. jf(X)j =Mi(jf j), jf(x)j = mi(jf j), plyne z nerovnosti (27) pøímo¾ádané Mi(jf j)�mi(jf j) �Mi(f1)�mi(f1) +Mi(f2)�mi(f2).Vìta 76: Souèet Riemannový
h integrálù na dvou intervale
hNe
h» existují 
Ra f(x) dx a bR
 f(x) dx. Pak existuje i bRa f(x) dx a platíZ 
a f(x) dx+ Z b
 f(x) dx = Z ba f(x) dx:61Vezmeme nejprve napø.X pevné a sestrojíme posloupnost fxkg � hxi�1; xii takovou, aby jf(xk)j konvergovalo kmi(jf j)| èili minimizují
í posloupnost | viz napø. první èást dùkazu vìty (72). Pro èleny posloupnosti fjf(X)j � jf(xk)jg platíomezují
í podmínka (27), proto pro její limitu, tedy jf(X)j �mi(jf j) bude platit tato podmínka té¾ (to je limitní pøe
hodv nerovnosti). Pak zvolíme posloupnost fXkg, pro ni¾ jf(Xk)j konverguje Mi(jf j) a zopakujeme postup pro posloupnostjf(Xk)j �mi(jf j), èím¾ dostaneme ký¾ené omezení pro Mi(jf j)�mi(jf j).78



Dùkaz: Pomo
í vìty (72) pøejdeme opìt k limitám integrální
h souètù a budeme dokazovat uvedenourovnost z de�ni
e této limity, èím¾ zároveò ovìøíme i existen
i integrálu na ha; bi. Potøebujeme tedy omezitvýraz �����(f;D; �)��Z 
a f(x) dx+ Z b
 f(x) dx�����; (29)kde D je dìlení intervalu ha; bi, � 2 N(D). Vezmìme dìlení D0, které vznikne pøidáním bodu 
 do dìleníD (D0 je zjemnìním D), a jemu pøíslu¹ejí
í �0, jeho¾ hodnoty se shodují s � kromì dvou interalù þnový
hÿv D0 oproti D (tedy ty, jeji
h¾ krajním bodem je 
); hodnoty �0i v ni
h ne
h» jsou libovolné. Jestli¾e jenáhodou 
 2 D, polo¾íme D0 = D; �0 = �.Zároveò uva¾ujme dìlení D01, resp. D02, která jsou prùnikem dìlení D0 s intervalem ha; 
i, resp. h
; bi(tedy restrik
í, omezením dìlení D0 na tyto podintervaly ha; bi). K intervalùm dìlení D01; D02 pøiøaïme z �0(pro D0) odpovídají
í hodnoty �0i, tj. vytvoøíme dvoji
e (D01; �01); (D02; �02), které vzniknou þroztr¾enímÿ(D0; �0) v bodì 
. Jistì platí �(f;D0; �0) = �(f;D01; �01) + �(f;D02; �02), výraz (29) tedy mù¾eme upravovatpodle trojúhelníkové nerovnosti�����(f;D; �)��Z 
a f(x) dx+ Z b
 f(x) dx����� == �������(f;D; �)� �(f;D0; �0)�+��(f;D01; �01)� Z 
a f(x) dx�+��(f;D02; �02)� Z b
 f(x) dx������ �� ���(f;D; �)� �(f;D0; �0)��+ �����(f;D01; �01)� Z 
a f(x) dx����+ �����(f;D02; �02)� Z b
 f(x) dx����:Poslední dvì absolutní hodnoty mù¾eme vhodnou volbou UÆ, z ni
h¾ vybíráme (D01; �01), resp. (D02; �02),omezit libovolným kladným "3 , zbývá tedy provìøit první sèítane
. Pokud bylo náhodou 
 2 D, a tedyD = D0; � = �0, je roven samozøejmì nule a jsme hotovi. Jinak ale platí���(f;D; �)� �(f;D0; �0)�� = ��f(�k)(xk � xk�1)� �f(�0k1)(
� xk�1) + f(�0k2)(xk � 
)��� �� ��f(�k)(xk � xk�1)��+ ��f(�0k1)(
� xk�1)��+ ��f(�0k2)(xk � 
)��;nebo» i tak se dìlení D a D0 li¹í pouze v intervale
h þokoloÿ 
. Funk
e f je samozøejmì na ha; biomezená, jak plyne z existen
e integrálù na obou dílèí
h intervale
h, tedy jistì existuje K 2 R, abyK > jf(�k1)j; jf(�k2 j; jf(�k)j. Poslední výraz je tedy jistì men¹í ne¾ 3�(D)K, nebo» zajisté �(D) � �(D0).Budeme 
htít, aby 3�(D)K � "3 , z èeho¾ plyne podmínka pro normu dìlení D, pota¾mo pro normydìlení D01; D02 (jakpak musíme zvolit normy tì
hto dvou dìlení, aby �(D) splòovalo na¹i podmínku?).Tuto podmínku je¹tì slouèíme s po¾adavkem na �(D01); �(D02) zaruèují
ím, aby vý¹e zmínìné poslednídvì absolutní hodnoty byly men¹í ne¾ "3 , èím¾ jsme omezili výraz (29) libovolným kladným ", 
o¾ jsmepotøebovali dokázat.Vìta 77: Existen
e Riemannova integrálu na podintervaluNe
h» existuje bRa f(x) dx. Pak pro libovolné h�; �i � ha; bi existuje �R� f(x) dx.Dùkaz: Pou¾ijeme vìty (69). Podle ní pro libovolné " > 0 existuje dìlení D, pro nìj¾ platí S(f;D) ��s(f;D) < ". Pro zjemnìní tohoto dìlení D0 = D[f�; �g jistì platí tato nerovnost tím spí¹e (vzpomeòtesi na vìtu (67)). Vezmìme dìlení E vzniklé restrik
í dìlení D0 na interval h�; �i. V dìlení E bude ménìnebo stejnì intervalù jako v D0, proto S(f; E)� s(f; E) bude obsahovat ménì nebo stejnì kladný
h èlenùtypu (Mi �mi)(xi � xi�1) ne¾ S(f;D0)� s(f;D0), neboliS(f; E)� s(f; E) � S(f;D0)� s(f;D0) � S(f;D)� s(f;D) < ":Dìlení E je tedy hledané dìlení pro libovolné kladné ", 
o¾ opìt dle vìty (69) znaèí, ¾e integrál na h�;�iexistuje, 
o¾ bylo dokázati.
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Po zn ámka : Pojem Riemannova integrálu nyní roz¹íøíme z hlediska po¾adavkù na èísla a; b. Doposudjsme pøedpokládali, ¾e a < b, tedy horní mez je vìt¹í ne¾ mez dolní. Nyní de�nujme je¹tì8a 2 R : aZa f(x) dx � 0;8a; b 2 R; a < b : aZb f(x) dx df= � bZa f(x) dx; pokud druhý integrál existuje.Tato úmluva nám umo¾ní zobe
nit pøed
hozí vìtu.Vìta 78:Buïte a; b; 
 2 R a � = minfa; b; 
g; � = maxfa; b; 
g. Pokud existuje �R� f(x) dx, existují i následují
í tøiintegrály a je splnìna rovnost bZa f(x) dx = 
Za f(x) dx+ bZ
 f(x) dx: (30)Dùkaz: provedeme výètem v¹e
h mo¾ný
h pøípadù. Seøadíme èísla a; b; 
 od nejmen¹ího k nejvìt¹ímua zkoumáme platnost rovnosti (30) | pou¾ijeme-li pøed
hozí úmluvy, jsme s
hopni urèit i hodnotuintegrálu, jeho¾ meze jsou stejné nebo v obrá
eném poøadí. Ve v¹e
h pøípade
h vystaèíme s tvrzenímposlední a pøedposlední vìty (77), (76). Musíme v¹ak projít skuteènì v¹e
hny mo¾nosti (napø. b < a << 
; 
 = a < b, atd.).Ètenáø ne
h» si tento postup sám vyzkou¹í pro nìkolik pøípadù.Vìta 79: Hodnota Riemannova integrálu pøi zmìnì funk
e v koneèném poètu bodùHodnota62 Riemannova integrálu se nezmìní, zmìníme-li hodnoty funk
e v koneèném poètu bodù.Po z n ámka : Poèítám-li Riemannùv integrál funk
e, která nemá de�novány hodnoty v koneènì mnohabode
h, mohu je v tì
hto bode
h dode�novat libovolnì, a hodnota Riemannova integrálu na danémintervalu bude v¾dy stejná.Dùkaz: Budeme uva¾ovat, ¾e se funk
e f a g li¹í v jediném bodì 
: f(x) = g(x) pro x 6= 
 a f(
) 6= g(
));pøípad koneèného poètu takový
h bodù se snadno doøe¹í induk
í. Vyu¾ijeme vyøe¹eného pøíkladu za vìtou(70), kde jsme de�novali funk
i d(x) rovnou jedné v nule a nulovou pro v¹e
hna ostatní x. Funk
i f pí¹emeve tvaru f(x) = g(x) + d(x) � �f(
)� g(
)� a podle zmínìného pøíkladu a vìty (73) mù¾eme vypoèístZ ba f(x) dx = Z ba �g(x) + d(x) � �f(
)� g(
)�� dx == Z ba g(x) dx+ �f(
)� g(
)� Z ba d(x) dx = Z ba g(x) dx+ 0:
x4. Postaèují
í podmínky pro existen
i Riemannova integráluPrvní u¾iteènou podmínku zaruèují
í existen
i Riemannova integrálu jsme ji¾ formulovali v úvodnímparagrafu | ka¾dá spojitá funk
e má na uzavøeném intervalu Riemannùv integrál63. Zkusíme nyní tutopodmínku zobe
nit.62Korektní formula
e této vìty by mìla mluvit i o existen
i Riemannova integrálu | ve vìtì øíkáme, ¾e integrály oboufunk
í buï oba existují, nebo oba neexistují a v prvním pøípadì tvrdíme, ¾e jeji
h hodnoty jsou stejné.63Vzpomeòme si na paragraf o globální
h extréme
h | spojitá funk
e na uzavøeném intervalu má globální maximum iminimum, proèe¾ je omezená. Toto slovíèko tedy lze vyne
hat.80



Vìta 80:Ne
h» je funk
e f spojitá na ha; bi kromì koneènì mnoha bodù. Pokud je tato funk
e omezená na ha; bi,pak existuje integrál bRa f(x) dx.Dùkaz: Uva¾ujme funk
i f nespojitou v jediném bodì, napøíklad v bodì b zleva (tedy f je spojitána ha; b)). Riemannùv integrál funk
e nespojité v koneèném poètu bodù na uzavøeném intervalu pakvypoèteme jako souèet integrálù na intervale
h, uvnitø ni
h¾ je funk
e spojitá a jeji
h¾ krajní body jsoubody nespojitosti64 | pou¾ijeme vìtu (76). Mohou nastat dva pøípady:1. Pokud by existovala v bodì b limita f(x) zleva, staèí polo¾it f(b) rovno této limitì. Nová funk
ebude spojitá, a tedy integrabilní, a pøitom se od f(x) bude li¹it v jediném bodì. Dle pøed
hozí vìtybude pak existovat Riemannùv integrál f(x) na ha; bi.2. Obe
nì samozøejmì nemù¾eme existen
i zmínìné limity pøedpokládat. Zkoumejme proto opìt rozdílS(f;D)� s(f;D); viz vìtu (69).Pro libovolné �; a < � < b samozøejmì existuje R �a f(x) dx, 
o¾ podle vìty (69) znamená, ¾e prolibovolné " > 0 existuje dìlení D0 intervalu ha; �i, pro nì¾ S(f;D0)� s(f;D0) < "2 . Uva¾ujme nynídìlení D intervalu ha; bi | k dìlení D0 pøidáme bod b. Potom v¹ak zøejmì platíS(f;D)� s(f;D) = S(f;D0) + (b� �)M � s(f;D0)� (b� �)m < "2 + (b� �)(M �m);pro supremum a in�mum na pøíslu¹ném intervalu M a m. Je-li v¹ak f(x) omezená, tedy jf(x)j << K;8x 2 ha; bi, je jistì M �m � 2K. Rozdíl horního a dolního Riemannova souètu tedy omezímetakto:Pro " > 0 zvolíme � tak, aby (b� �)(M �m) < "2 , tedy b� � < "4K , a dále zvolíme D0, pro nì¾ jeS(f;D0)� s(f;D0) < "2 . Pak bude samozøejmì S(f;D)� s(f;D) < ", tedy existuje bRa f(x) dx.Vìta 81:Pro ka¾dou monotónní funk
i f de�novanou na ha; bi existuje bRa f(x) dx.P o z n ámka : Pøednì si uvìdomíme, ¾e taková funk
e je zøejmì omezená hodnotami f(a); f(b).Dùkaz: Budeme opìt vy¹etøovat podmínku (69). Pro zadané " < 0 volme dìlení D o n + 1 bode
hs pravidelnými odstupy 1n (xi � xi�1 = 1n ). Dále si uvìdomíme, ¾e mi = f(xi�1);Mi = f(xi) proneklesají
í funk
i (u nerostou
í funk
e naopak). Nyní ji¾ pí¹emeS(f;D)� s(f;D) = nXi=1(Mi �mi)(xi � xi�1) = nXi=1�f(xi)� f(xi�1)� 1n == 1n�f(x1)� f(a) + f(x2)� f(x1) + : : :+ f(b)� f(xn�1)� = f(b)� f(a)na za n volíme po
hopitelnì èíslo men¹í ne¾ "=�f(b)� f(a)�.P ø í k l a d : Tato vìta je pomìrnì záva¾ná | nezmiòuje se toti¾ vùbe
 o spojitosti. S její pomo
í tedymù¾eme sestrojit napøíklad funk
i nespojitou v nekoneènì mnoha bode
h, která bude pøesto integrabilnív Riemannovì smyslu (naproti tomu Diri
hletova funk
e integrabilní není).Uva¾ujme libovolnou konvergentní øaduPni=1 ai s nezápornými èleny (funk
e f(n) =Pni=1 ai je tedy ne-klesají
í a má vlastní limitu pro n!1) a spoèetnou mno¾inu A èísel65 0 � x0 � x1 � : : :. þS
hodovitáÿfunk
e f(x) =Pi ai (sèítáme pøes v¹e
hna i, pro která je xi < x) je pak jistì neklesají
í (v ka¾dém bodìxi þposkoèíÿ nahoru, þmezi body xi; xi+1ÿ je konstantní). Výraz þmezi bodyÿ byl uveden v uvozovká
h,nebo» bude-li A hustá na h0; 1i (ka¾dý interval z ha; bi obsahuje alespoò jeden prvek z A), nenajdemedvì rùzná x; y, pro ne¾ by f(x) = f(y) (rozmyslete si). V bode
h xi bude samozøejmì f spojitá zleva64Interval, jeho¾ oba krajní body jsou body nespojitosti þslo¾ímeÿ ze dvou intervalù | ka¾dý bude obsahovat ji¾ jenjeden bod nespojitosti.65Tedy mno¾inu, která nemá ví
e prvkù ne¾ Q a lze ji tudí¾ oèíslovat pøirozenými èísly.81



a nespojitá zprava, tedy 
elkovì nespojitá. Zvolíme-li za A napøíklad Q \ h0; 1i, mù¾eme se pøesvìdèit,¾e f(x) nebude spojitá v ¾ádném bodu intervalu h0; 1i (v ra
ionální
h bode
h zøejmì a okolí ka¾déhoira
ionálního bodu obsahuje alespoò jeden bod ra
ionální). Pøesto tato funk
e bude mít na zmínìnémintervalu Riemannùv integrál. Podrobnosti k této úloze vizte v Jarníkovì Integrálním poètu I (kapitolaDal¹í vlastnosti Riemannova integrálu, 
vièení za x2 Podmínky pro existen
i integrálu R ba f(x) dx vevydání z roku 1963).x5. Riemannùv integrál s promìnnou horní mezíV tomto paragrafu uká¾eme souvislost mezi Riemannovým a Newtonovým integrálem.Vìta 82: Vlastnosti funk
e F
(x) = xR
 f(t) dtNe
h» funk
e f má Riemannùv integrál na intervalu J a ne
h» 
 je èíslo z tohoto intervalu. De�nujmefunk
i F
(x) promìnné x vztahem F
(x) = xZ
 f(t) dt:Platí:1. F
(x) je spojitá na J , patøí-li do J nìkterý krajní bod, je spojitá v tomto bodì zleva èi zprava.2. Pokud je f spojitá v bodì x0 2 J , pak F 0
(x0) = f(x0).3. 8x; 
1; 
2 2 J je F
1(x)� F
2(x) = 
2R
1 f(t) dt.Dùkaz: Nejprve si uvìdomíme, ¾e z existen
e integrálu na J plyne existen
e integrálu na libovolnémpodintervalu J (vìta (77)). U prvního tvrzení doká¾eme, ¾e limx!x0 F
(x)� F
(x0) = 0. Dle vìty (78) platíF
(x) � F
(x0) = Fx0(x) (pøesvìdète se). Je zøejmì���� xZx0 f(t) dt���� � Kjx� x0j; (31)nebo» z existen
e integrálu na J plyne omezenost f na tomto intervalu (jf(x)j < K), tedy pro ka¾déx 2 J; jx � x0j < "K bude jistì hodnota výrazu vlevo men¹í ne¾ libovolné kladné ", èím¾ jsme nulovostlimity dokázali.V druhém tvrzení pou¾ijeme opìt limitní de�ni
i, tentokrát pro deriva
i: uká¾eme, ¾elimx!x0 F
(x) � F
(x0)x� x0 � f(x0) = 0:Èitatele zlomku upravíme stejnì jako v minulém odstav
i na Fx0(x) a dále si uvìdomíme, ¾e nerovnost(31) zùstane v platnosti i pokud K polo¾íme rovno supremu hodnot f(x) na intervalu I omezeném èíslyx; x066 | v tomto pøípadì se jedná o ji¾ døíve dokázanou nerovnost mezi Riemannovým integrálem ahorním souètem. Tedy F
(x)� F
(x0)x� x0 � f(x0) � supI f(x)� f(x0):Proto¾e je ale f spojitá v x0, lze pro "2 > 0 jistì zvolit takové Æ, ¾e pro ka¾dé x 2 UÆ(x0) je splnìnojf(x) � f(x0)j < "2 , proèe¾ j supUÆ(x0) f(x) � f(x0)j � "2 < "67. Zkoumaná limita je tedy rovna nule adùkaz je tím pádem hotov.Koneènì tøetí tvrzení je jen triviálním dùsledkem vìty o aditivitì Riemannova integrálu (78).66Nepí¹eme hx0; xi, nebo» mù¾e být jak x > x0, tak x < x0.67Pøe
hod od f(x) k supremu je vlastnì limitní pøe
hod v nerovnosti a ne
h
e-li si ètenáø uvìdomit tuto souvislost, ne
h»tvrzení doká¾e sporem. 82



Nyní jsme si ji¾ pøipravili pùdu pro toto tvrzení:Vìta 83: NewtonovaJe-li f spojitá funk
e na ha; bi a F primitivní funk
e k f na tomté¾ intervalu, pak platí rovnostbZa f(x) dx = F (b)� F (a): (32)Dùkaz: Z pøed
hozí vìty víme, ¾e deriva
í funk
e Fa(x) podle x je f(x), tedy Fa(x) je primitivní funk
ek f(x). V paragrafu o vìtá
h o støední hodnotì jsme dokázali, ¾e ka¾dé dvì primitivní funk
e k f natomté¾ intervalu se li¹í o konstantu. Tedy 9
 2 R : 8x 2 ha; bi : F (x) + 
 = Fa(x), pøièem¾bZa f(x) dx = Fa(b)� Fa(a) = F (b) + 
� F (a)� 
 = F (b)� F (a);
o¾ bylo dokázati.P ø í k l a d : Tato vìta nám také umo¾ní snadno spoèítat deriva
i funk
e'(x) = g(x)Za f(t) dt:Mù¾eme toti¾ psát '0(x) = (F (g(x))� F (a))0 = F 0(g(x)):g0(x) = f(g(x)):g0(x):Ètenáø ne
h» si sám zkusí zderivovat funk
i'(x) = h(x)Zg(x) f(t) dt:Následují vìty, které nám zjednodu¹í poèítání pøi integra
i per partes èi substitu
í.Vìta 84: Integra
e per partes u urèitého integráluNe
h» f; g jsou funk
e, jeji
h¾ první deriva
e existují a jsou spojité na ha; bi. Potom platí rovnostbZa f(x)g0(x) dx = [f(x)g(x)℄ba � bZa f 0(x)g(x) dx, kde [h(x)℄ba df= h(b)� h(a):Dùkaz: V pùvodní vìtì o integra
i per partes jsme dokázali za vý¹euvedený
h pøedpokladù platnostvztahu Z f(x)g0(x) dx = f(x)g(x) � Z f 0(x)g(x) dxpro libovolné x 2 ha; bi. Nu¾e, dosaïme tedy nejprve x = b a poté x = a a vzniklé rovnosti odeètìme.Rozdíly primitivní
h funk
í v bode
h b a a jsou pak dle Newtonovy vìty rovny Riemannovým integrálùm,èím¾ je dùkaz proveden.Vìta 85: Substitu
e v urèitém integráluNe
h» existuje první deriva
e funk
e ' : h�; �i ! ha; bi na 
elém h�; �i a ne
h» funk
e f je spojitá naha; bi. Potom platí rovnost (pøesnìji: þz existen
e integrálu napravo plyne existen
e integrálu nalevo arovnost tì
hto integrálùÿ) '(�)Z'(�) f(x) dx = �Z� f�'(t)�'0(t) dt:83



Pokud je naví
 funk
e ' prostá a '(�) = a; '(�) = b, platí ibZa f(x) dx = '�1(b)Z'�1(a) f�'(t)�'0(t) dt;pøièem¾ tentokrát plyne z existen
e integrálu vlevo existen
e integrálu vpravo.Dùkaz: Pou¾ijeme znovu þstaréÿ vìty o substitu
i:8t 2 h�; �i : F �'(t)� = Z f�'(t)�'0(t) dt;je-li F (x) primitivní funk
í k f(x). Do rovni
e dosadíme opìt x = � a x = �, vzniklé rovnosti odeètemea s vyu¾itím Newtonovy vìty rozdíly primitivní
h funk
í nahradíme Riemannovými integrály.Druhý vztah je ekvivalentní s prvním za pøedpokladu '�1(a) = �; '�1(b) = �, který je evidentnìsplnìn pro prostou funk
i '(t).P o z n ámka : Tyto vìty na první pohled neøíkají mnoho nového, vlastnì jen sluèují dvì jiné døívedokázané vìty. Bez ni
h by
hom ov¹em urèité (Riemannovy) integrály øe¹ené metodou per partes èipomo
í substitu
e nemohli poèítat pøímo. Napøíklad po u¾ití substitu
e x = '(t) získáme výslednoufunk
i v promìnné t. Pùvodní meze integrálu þbyly vyjádøeny v promìnné x68ÿ. I bez právì vyslovený
hvìt by
hom problém vyøe¹ili | v neurèitém integrálu by
hom dosazovali t = '�1(x). To v¹ak mù¾e býtpomìrnì pra
né (t se mù¾e ve výsledku vyskytovat na ví
e míste
h). Daleko jednodu¹¹í je samozøejmìpøetransformovat tímto vztahem meze.x6. Integrální vìty o støední hodnotìNa¹ím 
ílem bude vytvoøit si aparát, který nám umo¾ní odhadovat hodnoty nìkterý
h integrálù, kteréneumíme vyèíslit pøímo pomo
í primitivní
h funk
í. Poslou¾í nám k tomu následují
í tøi vìty.Vìta 86:Ne
h» existuje Riemannùv integrál reálné funk
e f na intervalu ha; bi a ne
h» M a m jsou supremum ain�mum f(x) na tomto intervalu. Potom existuje 
 2 hm;Mi (pro m =M je 
 = m =M) takové, ¾ebZa f(x) dx = 
:(b� a):Dùkaz: Pøedpis, jak najít 
, je zøejmý: 
 je podílem zmínìného integrálu a délky intervalu ha; bi. Zbývádokázat, ¾e takové 
 bude le¾et ve zmínìném intervalu. Pou¾ijeme nerovnostim � f(x) �Mplatné pro ka¾dé x 2 ha; bi. Pou¾ití vìty o monotonii integrálu (74) ov¹em dává nerovnostbZa m dx � bZa f(x) dx � bZa M dx;její¾ krajní èleny, integrály z konstantní
h funk
í jsou rovnym(b�a),M(b�a). Vydìlíme-li tyto nerovnostikladným (b� a), dostáváme ji¾ po¾adovanou nerovnost.Vìta 87:Ne
h» f; g jsou reálné funk
e na ha; bi, pøièem¾ g(x) � 0 pro v¹e
hna x tohoto intervalu. Pokud m;Mjsou opìt in�mum a supremum f(x) na ha; bi, existuje 
 2 hm;Mi, pro nì¾bZa f(x)g(x) dx = 
 � bZa g(x) dx:68Do primitivní funk
e jsme mìli dosazovat za x. 84



Pokud je naví
 f spojitá, existuje � 2 ha; bi, pro nì¾ je toto 
 rovno f(�).Dùkaz: Stejnì jako u pøed
hozí vìty 
 spoèteme jako podíl integrálù f(x)g(x) a g(x) a je tøeba ukázat,¾e toto èíslo le¾í v intervalu hm;Mi. My¹lenka je naprosto stejná jako u pøed
hozí vìty; nerovnostim � g(x) � f(x) � g(x) �M � g(x)plynou ihned z nerovností m � f(x) � M , vezmeme-li v úvahu, ¾e g(x) � 069. Znovu pou¾ijeme vìtu(74) a po jednodu
hé úpravì získáme ¾ádanou nerovnost.Dodatek vìty pro spojitou funk
i f není ni
 jiného ne¾ dùsledek Darbouxovy vlastnosti spojitý
hfunk
í | to jest f musí nabývat hodnoty 
 2 hm;Mi.C v i è e n í : Zkuste dokázat tuto vìtu za pøedpokladu g(x) � 0.Po z n ámka : Zamysleme se nad významem pøed
hozí
h dvou vìt, pota¾mo nad jednou z aplika
íintegrálu. Vezmeme-li místo integrálu nìjaký tøeba horní souèet s rovnomìrným dìlením (tj. vzdálenostimezi sousedními dìlí
ími body jsou stejné), napø. o n+ 1 bode
h, je èísloS(f;D)b� a = 1b� aXi Mi b� an = PiMinzjevnì aritmeti
kým prùmìrem èísel Mi. Pokud budeme dìlení zjemòovat, bude poèet prùmìrovaný
hèísel rùst, a¾ v limitním pøípadì, kdy horní souèet pøejde v integrál, získáme þaritmeti
ký prùmìr v¹e
hèísel f(x); x 2 ha; biÿ. Nalezené èíslo 
 lze tedy za tento þprùmìrÿ pova¾ovat a dle oèekávání jsme ipro þnekoneèný poèetÿ prùmìrovaný
h èísel zjistili, ¾e jeji
h þprùmìrÿ bude le¾et mezi jeji
h in�mem asupremem, tedy jako u koneèný
h prùmìrù.Podobnì integrál f(x):g(x) není ni
 jiného ne¾ odpovídají
í þvá¾ený prùmìrÿ | èíslo f(x) má váhu g(x).V této souvislosti je v
elku po
hopitelný po¾adavek, aby váhy g(x) nebyly záporné | snadno si ovìøíme,¾e ani prùmìr napø. dvou èísel 2 a 1 s váhami 1 a -2 nele¾í mezi jednièkou a dvojkou.Vìta 88:Ne
h» f je reálná funk
e spojitá na ha; bi a g je reálná funk
e se spojitou první deriva
í na ha; bi. Je-lig(x) na ha; bi monotónní, existuje èíslo � 2 ha; bi, pro kterébZa f(x)g(x) dx = g(a) �Za f(x) dx+ g(b) bZ� f(x) dx:Dùkaz: Integrál na levé stranì rovni
e budeme upravovat nejprve metodou per partes a dále ve druhémkroku pou¾ijeme pøed
hozí vìtu:bZa f(x)g(x) dx = �F (x)g(x)�ba � bZa F (x)g0(x) dx = F (b)g(b)� F (a)g(a)� F (�) bZa g0(x) dx == F (b)g(b)� F (a)g(a)� F (�)�g(b)� g(a)� = g(b)�F (b)� F (�)�+ g(a)�F (�)� F (a)�:V závìru pou¾ijeme opìt Newtonovu vìtu a rozdíly primitivní
h funk
í pøevedeme opìt na Riemannovyintegrály. Uvìdomíme si je¹tì, ¾e pøed
hozí vìtu o støední hodnotì jsme mohli pou¾ít, nebo» g0(x) je v¾dynezáporná nebo nekladná (podle toho, zda je g(x) neklesají
í nebo nerostou
í).P o z n ámka : Tato vìta platí i v daleko silnìj¹í formì | u f(x) i g(x) není nutné pøedpokládat anispojitost, postaèuje existen
e integrálu z f70. Dùkaz ov¹em není nezbytný pro 
hápání dal¹í látky, a protojej nebudeme provádìt.P o z n ámka : Tvrzení poslední vìty platné i pro nespojité funk
e g(x) umo¾ní následují
í obrat: je-lifunk
e g(x) nezáporná nerostou
í, mù¾eme zmìnit její hodnotu v bodì b, ani¾ by se zmìnila hodnota69Pro tento krok je to ov¹em nutná podmínka.70g je integrabilní, proto¾e je monotónní, a tím pádem existuje i integrál z fg.85



integrálu fg | proto¾e je nezáporná, mù¾eme klást g(b) = 0, ani¾ by
hom poru¹ili její monotonii. Pakov¹em pro libovolnou takovou funk
i g platí pro nìjaké � 2 ha; bi rovnostbZa f(x)g(x) dx = g(a) �Za f(x) dx:Podobnì mù¾eme uva¾ovat pro ostatní varianty funk
í g(x), dùle¾ité zde pouze je, aby funk
e g(x)nemìnila na ha; bi znaménko.P ø í k l a d : Jak jsme øekli na zaèátku paragrafu, pokusíme se tì
hto vìt vyu¾ít pro odhad nìkterý
htì¾ko vyèíslitelný
h integrálù.Riemannùv integrál kZ1 sinxx dxjistì pro libovolné k > 1 existuje (proèpak?). Vezmeme-li tento výraz jako funk
i promìnné k, mù¾emezkoumat její limitu pro k !1. Bude nás zajímat, zda tato limita existuje (kdyby
hom integrovali napø.sinx, snadno by
hom pomo
í Newtonovy vìty zjistili, ¾e neexistuje | � 
osk + 
os 1 zøejmì os
iluje(nemá limitu)).Je známo, ¾e k funk
i 1x sinx neexistuje primitivní funk
e v analyti
kém tvaru, tedy pøímé pou¾itíNewtonovy vìty není mo¾né. Zkusme proto nejprve pou¾ít vìtu (87). Polo¾íme f(x) = sinx; g(x) = 1x ,èím¾ dostáváme kZ1 sinxx dx = sin �:(ln k � ln 1) = sin � ln k:Vzhledem k tomu, ¾e v¹ak nevíme, kde v intervalu h1; ki le¾í èíslo �, nemù¾eme tímto zpùsobem pro krostou
í nade v¹e
hny meze hodnotu integrálu nijak omezit (ln k !1).Zkusíme tedy pou¾ít (88), a to ve tvaru uvedeném v poznám
e za vìtou ( 1x je na daném intervalunerostou
í a nezáporná, polo¾íme tedy opìt g(x) = 1x ; f(x) = sinx:kZ1 sinxx dx = 11 Z �1 sinx dx = � 
os � + 
os 1: (33)V tomto tvaru ji¾ vidíme, ¾e hodnota integrálu bude urèitì omezená pro na k 2 (1;1), tedy pokudbude limita existovat, bude vlastní. Existen
i limity vy¹etøíme pomo
í Bolzanova{Cau
hyova kritéria prolimitu funk
e h(k): (8" > 0)(9n 2 R)(8k1 ; k2 > n)�jh(k1)� h(k2)j < "�:Pokud funk
e h(k) znaèí hodnotu vy¹etøovaného integrálu, jistì platí dle vìty (76)h(k1)� h(k2) = k2Zk1 sinxx dx:Pou¾ijeme-li na tento integrál opìt vìtu (88), získáme samozøejmì opìt odhad (33) s tím, ¾e � 2 hk2; k1i(pro k1 < k2): k2Zk1 sinxx dx = 1k1 Z �k1 sinx dx = 1k1 (� 
os � + 
os k1):Hodnota závorky posledního výrazu ov¹em zøejmì nikdy nepøekroèí 2, a tak zvolíme-li v Bolzanovì{Cau
hyovì podmín
e n = 2" , bude jistì jh(k1)� h(k2)j < ", tedy limita existuje a je koneèná.P ø í k l a d : Zkusíme nyní urèit limitu pro k !1 z integrálukZ1 jsinxjx dx:86



Integrál jako funk
e k je zøejmì neklesají
í, tedy má limitu pro k ! 1. Otázka zùstává, zda limitabude koneèná èi nekoneèná. Graf zkoumané funk
e je vepsán do grafu funk
e 71 1x , pro ní¾ je limitakR1 1x dx; k !1 rovna 1, lze tedy oèekávat, ¾e i limita zkoumaného integrálu bude 1. Doká¾eme to. Nalibovolném intervalu h(k � 1)�; k�i; k 2 N; k > 1 jistì platíjsinxjx � jsinxjk� :Podle vìty (74) pak je k�Z(k�1)� jsinxjx dx � k�Z(k�1)� jsinxjk� dx = 2k� :Zøejmì potom musí platitk�Z� jsinxjx dx = kXi=2 i�Z(i�1)� jsinxjx dx � kXi=2 2i� = 2� kXi=2 1i :Zajímalo by nás tedy 
hování poslední sumy. Jedná se o tzv. harmoni
kou øadu a v pøí¹tí kapitole se s níje¹tì setkáme. Nyní ov¹em uká¾eme jednodu
hý obrat, který nám umo¾ní dokázat, ¾e tato øada diverguje.Berme tuto sumu jako horní Riemannùv souèet pro funk
i 1x na intervalu h1; ki pøi dìlení x0 = 2;x1 = 3;x2 = 4; : : : xk�1 = k+1 (délka intervalù bude 1, supremem na intervalu hxi�1;xii bude samozøejmì1i+1 ). Potom ov¹em platí kXi=1 1i+ 1 = S( 1x ; D) � kZ2 1x dx = ln k � ln 2:Proto¾e pro k ! 1 jde ln k ! 1, musí dle vìty o limitním pøe
hodu v nerovnosti jít i zkoumaná sumado nekoneèna a stejnì tak i hodnota integrálu z jsinxj =x pro k !1.C v i è e n í : Zamyslete se, jak spolu souvisí vìty o støední hodnotì integrální a diferen
iální (Rolleova,Lagrangeova a Cau
hyova).x7. Zobe
nìný Riemannùv integrálPo zn ámka : Doposud jsme hovoøili pouze o integrále
h funk
í omezený
h a de�novaný
h na omeze-ný
h intervale
h. Pojem integrálu nyní roz¹íøíme i na funk
e neomezené zpùsobem, jaký jsme ji¾ pou¾ilina kon
i minulého paragrafu v pøíklade
h.De�ni
e 49: Zobe
nìný Riemannùv integrálNe
h» pro ka¾dé 
 z intervalu (a; b); a 2 R; b 2 R� existuje Riemannùv integrál funk
e f na intervaluha; 
i. Pokud existuje limx!b� xZa f(t) dt = A 2 R;nazveme èíslo A zobe
nìným Riemannovým integrálem funk
e f na intervalu ha; bi. Analogi
ky de�nujemezobe
nìný Riemannùv integrál pro limitu x! a+.Ne
h» pro funk
i f(x) existuje dìlení D = x0; : : : xn intervalu ha; bi takové, ¾e na ka¾dém podintervaluhxi�1;xii je de�nován zobe
nìný Riemannùv integrál f . Pak de�nujemebZa f(x) dx = nXi=1 xiZxi�1 f(x) dx:71A plo
hu pod touto køivkou þvyplòuje pomìrnì dobøeÿ, podle odhadu ze 2� .87



Po zn ámka : Mìli by
hom ov¹em ovìøit, zda takto zavedený zobe
nìný Riemannùv integrál je dobøede�nován, tedy není v rozporu s de�ni
í Riemannova integrálu.Pøednì je zøejmé, ¾e pokud je na ha; bi de�nován Riemannùv integrál, je de�nován té¾ zobe
nìný Rie-mannùv integrál a jeji
h hodnoty jsou stejné. Toto je pøímý dùsledek spojitosti funk
e Fa(x) = R xa f(t) dtdokázané pøed Newtonovou vìtou. Dále by
hom mìli ukázat, ¾e hodnota zobe
nìného Riemannova inte-grálu nezávisí na volbì dìlení. Stejnou hodnotu dvou takový
h integrálù s rùzným dìlením nám ov¹emumo¾ní prokázat vìta (76).P ø í k l a d : Urèíme 1Z�1 11 + x2 dx:Striktnì vzato, mìli by
hom interval (�1;1) rozdìlit na dva, napø. (�1; 0i; h0;1), nebo» teprve na ni
hjsou de�novány zobe
nìné Riemannovy integrály (ve smyslu první èásti de�ni
e). Pak budeme s pomo
íNewtonovy vìty psát1Z�1 11 + x2 dx = 0Z�1 11 + x2 dx+ 1Z0 11 + x2 dx = ar
tg 0� limx!�1 ar
tgx+ limx!1 ar
tgx� ar
tg 0 = �:Vidíme, ¾e hodnoty v bodì x = 0 primitivní
h funk
í k 1=(1 + x2), které lze volit samozøejmì na obouintervale
h stejnì, se odeètou (ar
tg 0� ar
tg 0 | samozøejmì ji¾ ar
tg 0 = 0, ale mohli jsme volit napø.primitivní funk
i 1 + ar
tgx). To nás mù¾e svést pøímo k zápisu1Z�1 11 + x2 dx = limx!1 ar
tgx� limx!�1 ar
tgx = �:V tomto pøípadì jsou výsledky stejné, následují
í pøíklad v¹ak uká¾e, ¾e tomu tak nemusí být v¾dy.P ø í k l a d : Spoètìme 1Z�1 1x2 dx:Nedbalá metoda naznaèená v minulém pøíkladu nás dovede k výsledku1Z�1 1x2 dx = �� 1x�1�1 = 0:Pøitom je zøejmé, ¾e funk
e je nezáporná, a plo
ha omezená jejím grafem jistì není nulová. Korektnípostup nás dovede k jinému výsledku1Z�1 1x2 dx = �1Z�1 1x2 dx+ 0Z�1 1x2 dx+ 1Z0 1x2 dx+ 1Z1 1x2 dx == 1� limx!�1�� 1x�+ limx!0��� 1x�� 1� 1� limx!0+�� 1x�+ limx!1�� 1x�+ 1:Vidíme, ¾e v posledním výrazu se vyskytují limity s nevlastními hodnotami, tedy pøíslu¹né zobe
nìnéRiemannovy integrály vùbe
 nejsou de�novány a stejnì tak není de�nován tento integrál pro funk
i 1x2na intervalu (�1;1).Pokud by
hom pøipustili v tomto pøípadì i nevlastní hodnoty, vidíme, ¾e hodnota integrálu vy
hází1+1 =1, tedy plo
ha omezená køivkou 1x2 má nekoneèný obsah. Obe
nì nevlastní hodnoty zobe
nì-ného Riemannova integrálu nepøipou¹tíme, nebo» napøíklad u funk
e 1x by
hom do¹li k výrazu 1�1,jeho¾ hodnotu jsme v kapitole o nevlastní
h limitá
h vùbe
 nede�novali. Je v¹ak pøirozené øí
i, ¾e integrálli
hé funk
e de�nované na (�1;1) je na tomto intervalu roven nule (kreslete si obrázek) | rozpor mù¾evyøe¹it jiná de�ni
e zobe
nìného Riemannova integrálu, napøíklad pro funk
i x3:1Z�1 x3 dx � limn!1 nZ�n x3 dx = 0:88



Cv i è e n í : Koneènì budeme zkoumat integrál, který nalezne vyu¾ití v pøí¹tí kapitole:1Z1 1x� dx; � > 0:Postup bude v tomto pøípadì naprosto standardní, je jen potøeba rozli¹it pøípady � < 1; � = 1 a � > 1.x8. Aplika
e Riemannova integráluPo zn ámka : Riemannùv integrál 
oby limitní pøe
hod sumy souèinù f(�i)�xi; �xi ! 0 na
házízásadní uplatnìní i mimo matematiku, napøíklad ve fyzi
e. S jeho pomo
í (a pøedev¹ím s pomo
í Newto-novy vìty) mù¾eme snadno poèítat hodnoty velièin typu h =Pi f(xi)�xi, jako napøíklad prá
e, výkonu,dráhy, energie a mnohý
h dal¹í
h. Ov¹em i samotná matematika poskytuje mnoho mo¾ností pro u¾itíRiemannova integrálu. Je napøíklad patrné, ¾e hodnota Riemannova integrálu pro nezáporné funk
e jerovna plo¹e obraz
e omezeného grafem funk
e, osou x a pøímkami x = a; x = b, kde a < b jsou mezeintegra
e. Je toti¾ pøirozené obsah plo
hy pøímo de�novat jako napøíklad dolní Riemannùv integrál, tedyjako supremum 
elkový
h plo
h jednodu
hý
h obraz
ù (zde slo¾ený
h z obdélníkù, jeji
h¾ plo
hu klademerovnou souèinu délek jeji
h sousední
h stran) vepsaný
h do daného grafu. Podobnì odvodíme vzore
 prodélku køivky za pøedpokladu, ¾e køivka bude mít nìkteré þrozumnéÿ vlastnosti.De�ni
e 50: Køivka v RnNe
h» x1; : : : xn jsou reálné funk
e s reálnými hodnotami. Køivkou v Rnx1 = x1(t); x2 = x2(t); : : : ; xn = xn(t); t 2 A � R; A 6= ; (34)rozumíme mno¾inu v¹e
h bodù (x1; : : : ; xn), pro nì¾ existuje t 2 A takové, ¾e jsou splnìny vztahy (34).P o z n ámka : O takto zadané køiv
e mluvíme jako o køiv
e parametrizované pomo
í t. Parametr tmù¾eme 
hápat napøíklad jako èas, ve kterém se èásti
e na
házela v bodì �x1(t); : : : ; xn(t)� prostoru Rn .Následují
í de�ni
e a vìta se budou vztahovat ke kartézským souøadni
ím.De�ni
e 51: Délka køivky v RnNe
h» k je køivka v Rn de�novaná vztahy (34), kde mno¾ina A je interval. Ne
h» D = t0; t1; : : : ; tp jelibovolné dìlení intervalu A. Øekneme, ¾e køivka je rekti�kovatelná, pokud je supremumsupD pXi=1vuut nXj=1�xj(ti)� xj(ti�1)�2 = d (35)vlastní. V takovém pøípadì nazveme èíslo d délkou køivky k.P o z n ámka : De�ni
e není slo¾itá | v podstatì øíká, ¾e délku køivky máme poèítat tak, ¾e na nízvolíme nìjaké body �x1(ti); x2(ti); : : : ; xn(ti)	 a tyto body pospojujeme úseèkami (v¾dy dva sousední).Tím vepí¹eme do køivky k lomenou èáru, její¾ délku spoèteme jednodu¹e z Pythagorovy vìty aplikovanéna ka¾dý úsek zvlá¹»72. De�ni
e øíká, ¾e aby
hom mohli køiv
e pøisoudit nìjakou délku, nesmí délky lome-ný
h èar pøi zjemòování dìlení rùst nade v¹e
hny meze. K prakti
kému výpoètu délky køivky pou¾ijemenásledují
í slíbenou vìtuVìta 89: Délka køivky v RnNe
h» k je køivka v Rn de�novaná vztahy (34) a ne
h» je její délka d. Pokud jsou první deriva
e funk
íx1; : : : ; xn spojité na 
elém intervalu A = ha; bi, potom platí následují
í vztahd = Z ba vuut nXi=1�x0i(t)�2 dt: (36)72V neeuklidovském prostoru by se Pythagorovy vìty nahradily podle vztahu d2i = nPj=1 nPl=1gjl[xj(ti)�xj(ti�1)℄ � [xl(ti)�� xl(ti�1)℄ pro metri
ký tenzor gjl. 89



Idea dùkazu: Pøedpoklady vìty umo¾òují pou¾ít Lagrangeovu vìtu o støední hodnotì pro funk
e xj naka¾dém z intervalù hti�1; tii:pXi=1vuut nXj=1�xj(ti)� xj(ti�1)�2 = pXi=1vuut nXj=1�x0j(�ij)�2(xi � xi�1)2 = pXi=1(xi � xi�1)vuut nXj=1�x0j(�ij)�2;kde �ij 2 hxi�1;xii. Poslední výraz je¹tì není Riemannùv integrální souèet pro funk
i jedné promìnné,proto¾e deriva
e pod odmo
ninou nemusejí být brány ve stejném bodì (�ia 6= �ib). Pokud by
hom ov¹emv tomto výrazu kladli �ia = �ib df= �i, mohli by
hom ji¾ tento výraz pova¾ovat za integrální Riemannùvsouèet funk
e h(t) = qPnj=1[x0j(t)℄2, který pro �(D) ! 0 musí nutnì konvergovat k integrálu (36) |ten existuje, nebo» funk
e x0i(t) jsou spojité73. Dùkaz vìty potom závisí na tvrzení, ¾e touto zámìnou senedopustíme velké 
hyby, tedy ¾e rozdíl tì
hto dvou výrazù se pøi zjemòování dìlení blí¾í nule. Plné znìnídùkazu lze nalézt v Kopáèkovì Matemati
e pro fyziky I., paragrafu Aplika
e integrálu.P o z n ámka : Pokud je køivka rovna grafu funk
e f(x) v R2 , lze ji zapsat ve tvaru (34) jako x1 =t; x2 = f(t), èím¾ po pou¾ití pøed
hozí vìty získáváme vztahD = bZa q1 + �f 0(x)�2 dx:Cv i è e n í : Spoètìte délku oblouku paraboly y = 1� x2 mezi body (�1; 0) a (1; 0).C v i è e n í : Urèete délku jednoho závitu spirály x1 = r sin at; x2 = r 
osat; x3 = bt.P o z n ámka : Jak se velmi brzy uká¾e, výpoèty délek i zdánlivì jednodu
hý
h køivek mohou pøedsta-vovat veli
e nároèný úkol: napøíklad pro y = sinx.P ø í k l a d : Riemannùv integrál lze pou¾ít i pro výpoèet objemu èi povr
hu rotaèního tìlesa.Objem rotaèního tìlesa je pro nás nový pojem a nebude jistì pøekvapují
í, kdy¾ jej zavedeme opìt jakosupremum 
elkového objemu disjunktní
h vál
ù souosý
h s rotaèní osou symetrie tìlesa vepsaný
h dotìlesa | tìleso postavené þna vý¹kuÿ nahradíme jakoby sloupkem min
í. Pokud vznikne tìleso rota
íkøivky y = f(x); x 2 ha; bi kolem osy x, bude pro jeho objem platitV � supD Xi ��f(�i)�2�xi = � Z ba �f(x)�2 dx;kde �i je takové èíslo z i-tého intervalu, ¾e f(�i) je na tomto intervalu minimální. Jedná se tedy o dolníRiemannùv integrál. Pokud budeme pøedpokládat, ¾e existuje Riemannùv integrál napravo (vìt¹inou jef(x) spojitá), je rovnost evidentní.V pøípadì povr
hu je vzore
 jen o málo slo¾itìj¹í: ne
h» opìt rotuje køivka f(x); x 2 ha; bi okolo osyx. Pak pro povr
h plá¹tì vzniklého tìlesa (samozøejmì bez podstav) platíS = Z ba 2�f(x)q1 + �f 0(x)�2 dx:Ke vztahu dospìjeme podobnou úvahou jako pøi urèování objemu. Plá¹» tìlesa tentokráte rozøe¾eme naprsten
e vý¹ek �xi. Kdyby se jednalo o vál
ové prsten
e, byla by plo
ha jeji
h plá¹tì v integrálním souèturovna 2�f(�i)�xi. Ve skuteènosti se mù¾e jednat o plá¹tì komolý
h ku¾elù, které budou mít obsah vìt¹í.Vzdálenost podstavný
h hran (tj. jeji
h vzdálenost po povr
hu komolého ku¾ele) bude �xiq1 + �f 0(�i)�2| zde se jedná jen o úvahy o dél
e køivky. Plo
ha plá¹tì bude pøesnì rovna 2�q1 + �f(0�i)�2�xi 12�f(xi)+f(xi�1)�, pro �(D)! 0 se potom bude f(�i) i 12�f(xi) + f(xi�1)� blí¾it ke spoleèné hodnotì f(x).73Opíráme se o je¹tì jednu vìtu, kterou jsme nezmínili | pokud existuje integrál funk
í f a g, pak existuje i integrálfunk
e pf2 + g2. Dùkaz stejnì jako pro integrál souèinu fg lze nalézt v Jarníkovì Integrálním poètu I v kapitole Dal¹ívlastnosti Riemannova integrálu, x4 Urèitý integrál komplexní funk
e.90



Pø í k l a d : Na závìr je¹tì zmiòme výpoèet tì¾i¹tì a momentù setrvaènosti tìles. Pro soustavy hmotný
hbodù je tì¾i¹tì de�nováno vztahem rT = PimiriPimia moment setrvaènosti vùèi ose o Jo =Xi mir2i (o);kde ri; ri(o);mi jsou polohové vektory, vzdálenosti od osy o a hmotnosti pro jednotlivé body. To, ¾ev prvním vztahu �gurují vektory, které neumíme integrovat, vyøe¹íme tak, ¾e vektory nahradíme jeji
hsouøadni
emi, èím¾ dostaneme v R3 
elkem tøi vztahy pro tøi souøadni
e. Pokud potom budou �i a ri èiri(o) spojitými funk
emi souøadni
 v prostoru, ni
 nám nebrání pøejít od sum k integrálùmrT = RV �(x)m(x) dxRV �(x) dx ; Jo = ZV �(x)r2o(x) dx;pøièem¾ tìleso jsme rozdìlili na dílky s hmotností m(x) = �(x)�xi. Meze integra
e se budou shodovats þmezemiÿ tìlesa v prostoru, pøípadnì mù¾eme integrovat od �1 do1 s tím, ¾e mimo tìleso je �(x) � 0.V pøípadì jednorozmìrný
h tìles (tyè) je postup jasný, v pøípadì ví
erozmìrný
h tìles budeme musetintegrovat pøes ví
e promìnný
h, èím¾ se mimo jiné budeme zabývat v pøí¹tí
h kapitolá
h. Prakti
képostupy v tì
hto pøípade
h v¹ak ètenáø najde ve vìt¹inì základní
h uèebni
 me
haniky.
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