Nahodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

Literatura Nahodné procesy Il

Definice a
zakladni

charakteristiky
Definice procesu

Daiel Zuzana Pragkoval
Kolmogorovova

véta

Autokovarianéni

a autokorelani IKatedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

funkce N .
Striktni a slaba Univerzita Karlova v Praze

taci it: i i i
ST email: praskova@karlin.mff.cuni.cz
Vlastnosti

autokovarian&ni

funkce

Nakteré 25. a 26. 2. 2010
dilezité tridy
nahodnych
procesii
Markovovy
procesy
Procesy

s nezavislymi

pFirtistky




it
v

v



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

Literatura

Definice procesu
Daniel-
Kolmogorovova
véta

Autokovarianéni
a autokorela&ni
funkce

Striktni a slaba
stacionarita
Vlastnosti
autokovarian&ni
funkce

Markovovy
procesy
Procesy

s nezavislymi
piriistky

Zakladni literatura:

Z. Pragkova: Zaklady ndahodnych procesi Il, Karolinum 2006

Y ows

Rozsitujici literatura:

Brockwell, P. J., Davis, R. A.: Time Series: Theory and
Methods. Springer-Verlag, New York 1991

Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych ¥ad. SNTL, Praha 1976



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Praskova

Definice a
zékladni
charakteristiky

Definice procesu

Striktni a slabd

stacionarita
Vlastnosti
autokovarianéni

mi

pHiriistk

Definice a zakladni
charakteristiky



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

Definice procesu
Daniel-
Kolmogorovova
véta
Autokovarianéni
a autokorela&ni
funkce

Striktni a slaba
stacionarita
Vlastnosti
autokovarianéni
funkce

Markovovy
procesy
Procesy

s nezavislymi
prirtistky

Definice:

Necht (£2, A, P) je pravdé&podobnostni prostor, necht T C R.
Rodina redlnych ndhodnych velitin {X;, t € T} definovanych
na ({2, A, P) se nazyvd nahodny proces.

Poznamka:

T=7Z={0,£1,£2,...} nebo T C Z - proces s diskrétnim
¢asem, Casovd fada

T=1Jab], —co<a<b<oco-{Xt te T} je proces se
spojitym &asem.

Definice:

Dvojice (S, &), kde S je mnoZina hodnot ndhodnych veligin X;
a £ je o—algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor
procesu {X;, t € T}. Pokud ndhodné veli¢iny X; nabyvaji
pouze diskrétnich hodnot, ¥ikdme, Ze jde o proces s diskrétnimi
stavy, nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o
procesu se spojitymi stavy.



T Definice:

S Redlny stochasticky proces {X;, t € T} se nazyvd mé¥itelny,

S jestlize zobrazeni (w, t) — X¢(w) je A ® Br—mé&Fitelné, kde
BT je o—algebra borelovskych podmnozin T a A® Bt znadi
soudinovou o—algebru.

Defince ocess KONEENE-rozmérna rozdéleni:
Cibeesn  Vn € Ng a kazdé kone¢né podmnozing {t1,...,t,} C T lze

véta

Autokovariantni prifadit systém nahodnych veli¢in Xy, ..., Xt,, které maji

a autokorela&ni
S sdruZené rozdé&leni s distribuéni funkci
Vistnosti
.jxllx>k<>\u1rmn('m’ _
ionitE P [Xt1 S X1y 7th S Xn] — Ftl,...,t,,(xh v 7Xn)
pro v8echna xi, ..., X,.
Ui Systém distribuénich funkci se nazyvd konzistentni, jestlize plati
o sy
pFiriistky

° Ft,.17,__7t,n (Xiys - -+ Xiy) = Fay,.t,(x1, ..., xn) pro kaZdou
permutaci (i1,...,ip) z (1,...,n).

o limy, oo Fey oot (X150 Xn) = Fryp (X150 y Xno1).
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Systém charakteristickych funkci odpovidajici F¢, . ¢,.:
Je-li X = (Xq,...,X,) ndhodny vektor, pak charakteristickd

funkce ma tvar

o(u) := Eet' X = Eel 2/t GXu=(u,. .., up).

Ftl,...,tn(Xla e aXn) = @(ula R ul‘l)v

e symetrie:

o(upyy..yui) =@(ut, ..., up)
pro lib. permutaci (i1,...,in) z (1,...,n),

e konzistence:

ul,,ITO PXey o X (ULs - -5 Un) = Ox X, (U1 -

oy Un—l)-
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Ke kazdému ndhodnému procesu existuje konzistentni systém
peimee pocess distribuénich funkei. Naopak plati

Daniel-
Kolmogorovova

= Véta 0:

Autokovarianéni
Ao cretacn Necht {F . ¢, (x1,...,%n)} je konzistentni systém
Striktni a slabd

stacionarita distribu¢nich funkci. Potom existuje ndahodny proces

Vlastnosti

etk {Xt, t € T} takovy, Ze pro kazdé n € N, libovolnd
ti,...,t, € T a libovolnd redlnd xq,...,x, plati

PXe <x1,000s Xy <] = Fry, oty (X055 %)

procesy

Procesy

i Diikaz: St¥pan (1987), v&ta 1.10.3.
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Definice:
Komplexni ndhodna veli¢ina X se definuje jako X = Y +iZ,
kde Y a Z jsou redlné ndhodné veliciny.

Pokud existuji stfedni hodnoty EY a EZ, definujeme stfedni
hodnotu komplexni ndhodné veli¢iny X jako

EX =EY +iEZ.

Existuji-li druhé momenty ndahodnych veli¢éin Y a Z, definujeme
rozptyl ndhodné veli¢iny X jako

var X := E [(X — EX)(X — EX)] = E[X — EX?,

coz je vzdy nezdporné &islo.

Definice:
Komplexni ndhodny proces je definovan jako rodina
komplexnich ndhodnych veli¢in na (12, 4, P).
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Definice:

Necht {X;, t € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kazdé

t € T existuje stfedni hodnota EX;. Potom funkce u; = EX;
definovana na T se nazyva stfedni hodnota procesu

{Xt, t € T}. Proces, jehoz stfedni hodnota je identicky rovna
nule, se nazyva centrovany.

Definice:

Jestlize {X;, t € T} je proces s kone&nymi druhymi momenty,
tj. E|X;|? < oo, ¥Vt € T, potom (obecn& komplexni) funkce
dvou proménnych definovand na T x T prFedpisem

R(s,t) = E [(Xs — ps)(X¢ — 7))

se nazyva autokovarianéni funkce procesu {X;, t € T}.
Hodnota R(t, t) se nazyva rozptyl procesu v Case t.



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

Definice procesu
Daniel-
Kolmogorovova
véta
Autokovarianéni
a autokorelagni
funkce

Striktni a slaba
stacionarita
Vlastnosti
autokovarian&ni
funkce

Markovovy
procesy
Procesy

s nezavislymi
pFirtistky

Definice:
Autokorelagni funkce procesu {X;, t € T} s kladnymi rozptyly

je definovana jako
R(s, t)
VR(s,5)\/R(t, 1)’

s, teT.

r(s,t) =

Definice:

Nahodny proces {X;, t € T} se nazyva gaussovsky (normalni),
jsou-li vechna jeho kone¢nérozmérna rozdéleni normalni, tj.
jestlize pro kazdé ne N a t1,...,t, € T ma vektor

(Xt -+, Xt,) | n—rozmé&mé normalni rozdéleni N,(my, Vy),
kde m¢ = (EX;,,...,EX;,)" a

varXy cov(Xy, Xt,) ... cov(Xy, Xt,)

y cov(Xt,, Xt ) var Xy, oo cov(Xey, Xt,)
t :

cov(X,, Xy,) cov(Xe,, Xe,) .. var X,
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Definice:

Rekneme, 7e ndhodny proces {X;, t € T} je strikin&
stacionarni, jestlize pro libovolné n € N, pro libovolna redlna
X1,...,Xn a pro libovolnd ti,...,t, a h takova, Ze

tk e T,tx +he T,1 <k<n,plati

Ftl,...,tn(xla o 7Xn) — Ft1+h,“.,t,,+h(x17 s 7Xn)~

Definice:

Nahodny proces {X;, t € T} s kone¢nymi druhymi momenty
se nazyva slabé stacionarni, ma-li konstantni stfedni hodnotu
wur = p, Vt € T a je-li jeho autokovarian¢ni funkce R(s, t)
funkci pouze s — t. Je-li splnéna pouze podminka na
autokovarianéni funkci, mluvime o kovarian&ni stacionaritég.
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Autokovarianéni funkce slab& staciondrnich procesi:
R(t) := R(t,0), t€ T,

(funkce jedné prom&nné).
Rozptyl stacionarniho procesu : var X; = R(t — t) = R(0)

Autokorelaéni funkce je potom dana predpisem

Véta 1:
Striktn& staciondrni ndhodny proces {X;, t € T} s kone¢nymi
druhymi momenty je i slabé& staciondrni.

Dikaz:
{Xt, t € T} striktn& stacionarni = X; maji pro vechna t € T
stejné rozdéleni a tedy stejnou kone¢nou stfedni hodnotu
EX: =EXiip, Vte T,YVh: t+he T
specidlné pro h = —t: EX; = EXy = konst
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Definice procest
Romegorovevs Podobné (X, Xs) a (Xtth, Xs1n) maji stejné sdruzené rozdéleni
ntovordiatat a tedy

funkce

Striktni a slaba

sconita ™ B [X, X, = E[Xeyp Xeyn] Vs, t € T,Vh: s+he T, t+heT

Vlastnosti
autokovarian&ni
funkce
specidln& pro h = —t : E[ X Xs] = E [XoXs—¢]
je funkce s — t. O
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P¥iklad:
{Xt, t € T} posloupnost iid ndhodnych veli¢in s distribuni
funkci F

Feoooto(X1,.-0yxn) = P[Xy <x1,..., Xe, <xq] =
n n
= [P0 <= Fx).
i=1 i=1
Feoih, torh(Xts oo 3xn) = P[Xyan <Xx1,.00, Xepgph < Xa| =

= H P Xytn < xi] = H F(xi),
i=1 i=1

= {Xt, t € T} je striktn& staciondrni.
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Priklad:
Posloupnost {X;, t € Z} definovana predpisem

Xt - (—].)t)<7

kde X je ndhodna veliina:

X — —% s pravdépodobnosti %,
% s pravdépodobnosti %.

Pak {X;, t € Z} je slab& stacionarni, nebot

EXt - 07
»_ 3
16’
R(s,t) = o2(—1)t = 0?(~1)°,

varX; = o

ale neni striktn& stacionarni (veli¢iny X a —X maji rizné

rozd&lent).
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Véta 2:
Slab& staciondrni gaussovsky proces {X;, t € T} je i striktn&

stacionarni.

Dikaz:

Ze slabé stacionarity procesu {X;,t € T} plyne

EX: = p, cov (Xe, Xs) = R(t —s) = cov (Xeqhy, Xsin), t,s€ T,
tedy

E(thv s vth) =p= (,LL, cees M) = E(Xt1+h7 s ath-i-h)

var (th, NN ,th) =X =var (Xt1+h7 ey th_;’_h)
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ProtoZe normalni rozdéleni je uréeno jednoznaéné vektorem
stfednich hodnot a varian¢ni matici, (X, ..., Xt,) ~ N(p, X),
a (Xeythy -y Xeyrn) ~ N(p, )= {Xt, t € T} je striktng

stacionarni. O
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Zakladni vlastnosti autokovarian¢ni funkce.
Véta 3:
Necht {X;, t € T} je proces s kone¢nymi druhymi momenty.
Potom pro jeho autokovarianéni funkci plati
R(t,t) >0,
IR(s, )] < v/R(s. s)\VR(&, ).

Diikaz:
Prvni vlastnost je vlastnost rozptylu. Druhd vlastnost plyne ze
Schwarzovy nerovnosti, nebot

R(s, ) = [B(X; ~ BX)(X, ~ EX0)| < X, ~ BX.)(¥ - EX)

< (E|Xs — EX4]?)2(E|X; — EX¢|?)2 = \/R(s,s)V/R(t, t)

U
Pro slab& staciondrni proces je tedy R(0) > 0 a |R(t)| < R(0).
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Definice:

Necht (s, t) je obecn& komplexni funkce definovana na
TxT, TCR. Iv?ekneme, Ze f je pozitivné semidefinitni,
jestlize Vn € N, libovolna komplexni &isla ¢y, ..., ¢, a libovolné
body ty,...,t, € T plati

n n
Z Z Cj@f(fj, tk) > 0.

j=1 k=1

Rikame, %e komplexni funkce g jedné prom&nné na T je
pozitivné semidefinitni, jestlize Vn € N, libovolnd komplexn{
¢isla c1,...,cp a libovolné body t1,...,t, € T, takové Ze
ti—te € T, plati

n n
> qae(ty — t) > 0.

j=1 k=1



Ndhodné

procesy Il Definice:
) Rekneme, Ze komplexni funkce f na T x T je hermitovsky
raskova

symetricka, jestlize f(s,t) = f(t,s) Vs, t € T. Komplexni
funkce g jedné proménné se nazyva hermitovsky symetricka,

kdyz Vt € T je g(—t) = g(t).
Pelncepecss - \/éta 4:

Daniel-

v govow Pozitivng semidefinitni funkce je i hermitovsky symetricka.
Autokovarianéni

ke e Dikaz:

Striktni a slabd P a, e ’ . . . . v 7 -
stacionarita V definici pozitivni semidefinitnosti pro n = 1 sta&i zvolit

Vlastnosti

it c1 = 1; pro n =2 stadi zvolit c; = 1,cp = 1 a ddle

funkce
C1:1,C2:i(: \/—1). O

Poznamka:
ol Redlnd funkce f dvou promé&nnych na T x T, kterd je pozitivng
Procesy . .. ;7 . . 7 . v
s nezsviljmi semidefinitni, je symetricka, tj. f(s,t) = f(t,s) pro vdechny

piriistky

body s,t € T. Pro redlnou funkci g jedné prom&nné na T
z pozitivni semidefinitnosti plyne g(t) = g(—t) pro kazdé
teT.
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Véta 5:

Necht {X;, t € T} je proces s kone€nymi druhymi momenty.
Potom jeho autokovarianéni funkce je pozitivné semidefinitni
na Tl xT.

Dikaz:

Bez djmy na obecnosti predpoklddejme, Ze proces je
centrovany. Potom pro kazdé n € N, komplexni konstanty
C1,...,Cpabody t1,...,t, € T plati

2 .
n n n
O<E Z Xyl =E Z CJ'XfJZ Ck Xy
= = k=1

= Z Z cch(E(thXTk) = Z Z Cj?kR(tj, tk).

j=1 k=1 j=1 k=1
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Véta 6:

Ke kaZdé pozitivné semidefinitni funkci R na T x T existuje
ndhodny proces {X;, t € T} s kone&nymi druhymi momenty
takovy, Ze R je jeho autokovarianéni funkci.

Dikaz:

Vétu dokazeme pouze pro redlnou funkci R. Dikaz pro
obecnou pozitivné semidefinitni funkci lze nalézt nap¥. v Loéve
(1955), kap. X, odst. 34.

Z pozitivni semidefinitnosti funkce R plyne, Ze pro kazdé n € N
a libovoln3d redlna &isla t1,...,t, € T je matice

R(tl,tl) R(tl,tg) R(tl,tn)

V. — R(t2,t1) R(t2,t2) ... R(t2,tn)
L =

R(tn, t1) R(tn,t2) ... R(tn, tn)

pozitivné semidefinitni.
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Dikaz Véty 6, pokr.

Funkce .
©(u) = exp {—ZuTVtu} , ueR”

je charakteristickou funkci norméalniho rozdéleni N,(0, Vy).

Vn € N a libovolna redlnd &isla ty,...,t, € T takto vytvofime
systém charakteristickych funkci, jemuZ odpovida systém
normalnich distribu¢nich funkci, ktery je konzistentni. Tudiz
podle Daniellovy-Kolmogorovovy véty existuje gaussovsky
nahodny proces, jehoZ vSechny vzijemné kovariance jsou
uréeny hodnotami funkce R(s, t); funkce R je tedy jeho
autokovarian¢ni funkce. g
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P¥iklad:

Zjistéte, zda je funkce cost, t € T = (—o00,00)
autokovarian¢ni funkci n&jakého ndhodného procesu.

Regenf:

Stadi ov&¥it, Ze funkce cost je pozitivng semidefinitni. Necht je
neN, c,...,cp,eCaty,..., t, € R. Potom plati

n n

n n
Z Z CjC cos(tj — ty) = Z Z CjCk(cos tj cos ty + sin t;sin ty)

j=1 k=1 j=1 k=1
n n 2
= chcostj +chsintk > 0.
j=1 k=1

Funkce cost je tedy pozitivné semidefinitni, a proto podle véty
6 existuje (gaussovsky) ndhodny proces {X;, t € T}, jehoz
autokovarianéni funkce je R(s,t) = cos(s — t).
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Véta 7:

Soucet dvou pozitivng semidefinitnich funkci je pozitivné
semidefinitni funkce.

Dikaz:

Tvrzeni plyne z definice pozitivné semidefinitni funkce, nebot
jsou-li funkce f a g pozitivné semidefinitni a h = f + g, plati
pro kazdé n € N, komplexni konstanty ci, ..., c, a body
t1,...,th €T

ZZchkh ), ty) = chjck[f ti, tx) + &(t). )]

j=1 k=1 j=1 k=1

= ZZ cickf(t, te) + ZZ cickg(tj, tx) > 0.

j=1 k=1 j=1 k=1
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Diisledek:
Soulet dvou autokovarian&nich funkci je autokovarian¢ni funkce
néjakého ndhodného procesu s kone¢nymi druhymi momenty.

Dikaz:
Tvrzeni je jednoduchym dusledkem vét 5, 6 a 7. O

Véta 8:

Redlnd ¢ast autokovarianéni funkce je také autokovarianéni
funkci. Imaginarni &ast je autokovarian¢ni funkci jen tehdy, je-li
identicky rovna nule.

Dikaz:

Bez Gjmy na obecnosti dokdZeme tvrzeni jen pro centrované
procesy. Je-li X; = Y; + iZ: komplexni proces s nulovou stfedni
hodnotou, pak EY; =EZ; =0 a

R(s,t) = EXsX: = E[(Ys +iZs)(Y: —iZ)] =

EYsY: + EZ:Z: +(EZ;Y: — EY;Z;). Redlna &ast je
autokovarianéni funkci podle ptedchoziho disledku. ProtoZze
pro s =t je imagindrni &ast nulova, plati i druhé tvrzeni. O
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Markovovy procesy

Definice:

Rekneme, ¥e proces {X;, t € T} je Markoviiv proces se
stavovym prostorem (S, £), jestliZze pro libovolné
to,t1,...,tn, 0< g < t1 < - < tp, plati

P(th S X‘th—17 .. '7Xt0) = P(th S X’th—l) SJ (]_)

pro kazdé x € R.

Vlastnost (1) se nazyvd markovska vlastnost. Jednoduchymi
p¥ipady jsou Markovovy procesy s diskrétnimi stavy, neboli
Markovovy Fetézce s diskrétnim a spojitym casem.
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Priklad:

Markovilv Yetézec {X;, t > 0} s mnoZinou stavi S = {0,1}, s
potdteénim rozdélenim P(Xp = 0) =1, P(Xo = 1) = 0 a matici
intenzit

Q:<_ﬁa _aﬁ>, a>0, >0

Zkoumejme stacionaritu tohoto procesu.
Vime:

p(t)" = p(0)"P(t) = (1,0)P(t) = (poo(t), pox(t))

1 ﬁ + ae_(a'f‘ﬁ)t o — ae_(a'i‘ﬁ)t
P(t) = +8 (ﬁ ﬂe (a+PB)t o+ ﬂe(a+ﬁ)t)
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Ptiklad, pokr.

Nyni mame vzhledem k pocateénimu rozdéleni

F)()<¥ = ]_) = l)o]_(t) = IE)(t = . ((y _ Cye'—(6¥+#3)t> ’

1
a+ 3
cozZ zavisi na t, proces tedy neni striktné, ani slab& stacionarni.

Pokud ale pocate¢ni rozdéleni je stacionarni rozdéleni daného
Markovova Fet&zce, potom {X;, t > 0} je striktn& stacionarni

proces se stfedni hodnotou EX; = o%ﬂ a autokovarianénf
funkci 5
o
R(s,t) = e (atB)ls—t|,
&)= oy

Je tedy i slabé stacionarni.
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Ptiklad, pokr.

Dik.
stacionarni rozd&leni: w7 = 7w P(t)

|ze Yedit jako 7' Q =07
To = 375 ™ = %5
ze stacionarity: p(t) = m = EX; = P(X; = 1) = ;35
pro t <s,
E(X:Xs)=1-P(X; =1, Xs=1)
=P(Xs =1 X: =1)P(X: =1)
=pu(s—t)P(Xy =1)
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Procesy s nezdvislymi pfrirtstky

Definice:

Rekneme, Ze proces {Xt, t € T}, kde T je interval, ma
nezavislé ptirlstky, jestlize pro kazdé t1,tp,...,th € T

s vlastnosti t; < tp < --- < t, jsou nahodné veliéiny

Xty — Xty ooy Xe,, — Xt,_, nezavislé.

Jestlize pro kazdé s, t € T, s < t, rozdéleni pFirlstkl X; — Xs
zavisi pouze na t — s, Yekneme, Ze proces {X;, t € T} ma
stacionarni pFirdstky.

PY. Poissoniv proces s intenzitou A je Markoviv Fetézec

{Xt, t > 0} se spojitym &asem takovy, ze Xo =0's.j. a pro

t > 0 maji ndhodné veli¢iny X; Poissonovo rozdé&len{

s parametrem At. P¥irlstky X; — Xs pro s < t maji Poissonovo
rozd&leni s parametrem A(t — s). Neni stacionarni ani ve
striktnim, ani v slabém smyslu.
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Wieneriv proces (n&kdy téZz nazyvany proces Brownova
pohybu). Je definovan jako gaussovsky ndhodny proces
{W, t > 0} s nasledujicimi vlastnostmi:
® Wo=0s.j. a {W;t >0} ma spojité trajektorie.
® Pro libovolné ¢asové okamziky 0 < t; < tp < --- < t, jsou
pFI’rﬁstky ‘/Vt17 Wt2 - th, Wt3 - Wt2, ey th — th—l
nezavislé nahodné velidiny.
© Pro libovolné ¢asové okamziky 0 < t < s maji pFirlstky
Ws — W; normalni rozdé&leni s nulovou stfedni hodnotou a
rozptylem o2(s — t), kde o2 je kladna konstanta.
Specidlng, pro kazdé t > 0 je EW; =0 a var W; = o2t.
Jak je vidé&t, ani Wienerlv proces neni stacionarni ve smyslu
vy$e uvedenych definic stacionarity.
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