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20 Fourierova transformace
20.1 Schwartziv prostor |

Definice (1 Schwartziv prostor D 21.1.3)

Necht N € N. Pak Schwartziiv prostor S(R) je mnozina viech funkci
f € C=(R"), které spliiuji

1flla,s := ||XaDﬂf||Loo(RN) < o0 pro viechna a, 8 € (NU {0})".

(1)
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Definice (1 Schwartziv prostor D 21.1.3)
Necht N € N. Pak Schwartziiv prostor S(R) je mnozina viech funkci
f € C=(R"), které spliiuji

1flla,s := ||XaDﬂf||Loo(RN) < o0 pro viechna a, 8 € (NU {0})".

Definice (2 Konvergence ve Schwartzové prostoru D 21.1.5)
Necht f € S(RY) a {£,}32, € S(R"). Rekneme, %e posloupnost {f,}22,
konverguje k funkci f ve Schwartzové prostoru, jestlize

n—o0o

o —fllag — O pro véechna a, 3 € (NU {0})".

N
Pak pizeme £, °8) f.



20.1 Schwartzlv prostor Il

Véta (1 O zakladnich vlastnostech Schwartzova prostoru V 21.1.8)

(i) Schwartziv prostor tvofi algebru vzhledem ke s&itdni a ndsobeni funkci.

(i) Necht f € S(RY), a € (NU{0})" a P je polynom vR™. Pak D*f ¢ S(R")
a Pf € S(RY).

(ii) S(RY) c LP(RM) pro vSechna p € [1, oq].

(iv) S(RY) je husty v LP(R") pro viechna p € [1,00).



20.1 Schwartzlv prostor Il

Definice (3 Konvoluce Text str. 110)
Necht f, g jsou méfitelné funkce v R". Ptedpoklidejme, e

(fxg)(x) = [ f(x—y)gly)dy

RN

ma smysl pro s.v. x € RV, Potom vyraz vy3e nazyvame konvoluci funkci f a g.
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Definice (3 Konvoluce Text str. 110)
Necht f, g jsou méfitelné funkce v R". Ptedpoklidejme, e

(fxg)(x) = [ f(x—y)gly)dy

RN

ma smysl pro s.v. x € RV, Potom vyraz vy3e nazyvame konvoluci funkci f a g.

Véta (2 O vlastnostech konvoluce V 21.1.9)

(i) Necht f,g € LY(R"). Pak f xg = gx f € L}(R").

(ii) Necht f € L°(R") a g € L*(R). Pak f xg = g xf € L(RY).

(iii) Necht k € N, f € CK(R"), sup|yj<s xern |D*F(X)| < 00 a g € L'(RY).
Pak f xg = g« f € CK(RY).

(iv) Necht f, g € S(RY). Pak f x g = g f € S(R).



20.2 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru |

Definice (4 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru D 21.2.1)

Necht f € S(R). Pak (pfimou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvame
funkci € € RN+ F(f)(€) zadanou predpisem

F()(€) = /R . f(x)e 2708 dx

a inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvdme funkci
¢ € RV s F71(f)(€) zadanou predpisem

FHEE) = / } f(x)e>" %) dx.

R
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a inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvdme funkci

¢ € RV s F71(f)(€) zadanou predpisem

FHEE) = / } f(x)e>" %) dx.

R

Lemma (1 O zdkladnich vztazich pro Fourierovu transformaci L 21.2.4)
Necht f € S(RV). Pak plati (od druhé do &tvrté dsti je integraéni
proménnou x)

(i) FHF)(©) = F(F) (=€), FLF)(€) = F(F)(E), F(F(E) = F(F)(©)

(i) F(f(x — 2))(&) = e PO F(£(x))(€) pro viechna z € R"

(iii) F(F(x))(€ —n) = F(e2™ ™ f(x))(€) pro vsechnan € RV

(iv) F(f(ex))(€) = [e] " F(f(x))(%) pro viechna € R\ {0}.



20.2 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru Il

Lemma (2 O zachovani parity pfi Fourierové transformaci L 21.2.7)
Necht f € S(RV) aj € {1,...,N}. Je-li f sudsd v proménné x;, pak je F(f)
sudd v proménné &;. Analogicky pro lichost v proménné x;. Specidlné v pripadé
N =1 mdme

2 [7F cos(2nx€)f(x)dx  pro f sudou

F(A)(E) = {—2i fooo sin(2rx€)f(x)dx pro f lichou.
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Necht f € S(RV) aj € {1,...,N}. Je-li f sudsd v proménné x;, pak je F(f)
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N =1 mdme

2 [7F cos(2nx€)f(x)dx  pro f sudou

F(A)(E) = {—2i fooo sin(2rx€)f(x)dx pro f lichou.

Lemma (3 O zachovani radialni symetrie pfi Fourierové transformaci L
21.2.8)
Necht f € S(R) je radidlné symetrickd. Pak i F(f) je radidlné symetricka.
Specidlné v pfipadé N = 3 pri zdpisu f(x) = g(|x|) mdme pro kazdé
EeR\ {0} .

FO© = [ sloesin(arele]) de.



20.2 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru Ill

Véta (3 O zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace V 21.2.10)
Necht f,g € S(R") a a € (NU {0})". Pak plati

(i) F(DF)(€) = (i2m€)* F(F)(€), FH(DF)(€) = (—i2m&)*F~H(f)(§)

(i) D*(F(F)(E)) = F((—12mx)* f(x))(€),

D (FH(£)(€)) = FH((12mx)* F(x))(8)

(iii) SUPg¢ern [F(EI < ||fHL1(RN)r SUPgern |-7:_1(f)(€)| < ”f”Ll(RN)

(iv) F(f) € S(R’V) FHf) € S(R)

(V) Jan FF(8)dx = [on F(F)gdx, [on FF(g) dxffR,\, “Y(f)gdx

(vi) F(f* g)(§) = F(FE)F(&)(E), F(F xg)(€) = F(F(E)F " (&)(&)-
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Véta (4 Schwartzova véta V 21.2.14)

Fourierova transformace je na prostoru S(RV) prostd, zobrazuje S(R") na
S(RM) a inverznim zobrazenim k Fourierové transformaci je na S(R") inverzni
Fourierova transformace.



