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Opakovani |

Véta (14 Cauchyova véta (druha verze) V 20.4.5)

Necht Q C C je jednoduse souvisla oblast a f: C — C je holomorfni v Q. Pak
pro kaZdou uzavienou po astech C'-kfivku o spliiujici () C Q plati

/ f(z)dz=0.



Opakovani |

Véta (14 Cauchyova véta (druha verze) V 20.4.5)

Necht Q C C je jednoduse souvisla oblast a f: C — C je holomorfni v Q. Pak
pro kaZdou uzavienou po astech C'-kfivku o spliiujici () C Q plati

/ f(z)dz=0.

Véta (15 Cauchyova véta (treti verze) V 20.4.7)

Necht k € N a @, p1, ..., ¢k jsou reguldrni Jordanovy po &astech C'-krivky
v C, pro které plati

Inty; U (p;) C Intp pro vSechna j € {1,..., k},

(Inti U (pi)) N(Intp; U(p;)) =0  kdykoliv i # j

a vsechny uvedené krivky jsou obihdany ve stejném smyslu. Polozme
Q:=lIntyp)\ Ujkzl(lnt ©j U {p;))). Necht funkce f: C — C je holomorfni na Q a

spojitd na Q. Pak

L (2)dz = Z /%_ () dz.



Opakovani Il

Véta (17 Cauchyiv vzorec V 20.5.1)

Necht T je kladné orientovand Jordanova po &istech C'-kfivka v C. Necht
f: C — C je holomorfni na IntT a spojitd na IntT. Pak pro kazdé zy € IntT

plati
1 f(z)
f =— [ —*—dz
(ZO) 27 /,— zZ— 2 ‘
Navic f ma v IntT derivace vSech fadi a pro kazdé zy € IntT a kazdé k € N

plati
I
£ (z5) = k./ f(z)
r

27i Jr (z — zo)kt! i




Opakovani Il

Véta (17 Cauchyiv vzorec V 20.5.1)

Necht T je kladné orientovand Jordanova po &istech C'-kfivka v C. Necht
f: C — C je holomorfni na IntT a spojitd na IntT. Pak pro kazdé zy € IntT

plati
f(Zo) = i/r f(z) dz.

27 zZ— 2

Navic f ma v IntT derivace vSech fadi a pro kazdé zy € IntT a kazdé k € N

plati
|
f(k)(zo): k-/ f(2)
r

27i Jr (z — zo)kt! i

Véta (21 Cauchyovy nerovnosti V 20.5.12)

Necht QQ C C je otevfenda mnoZina, f: C — C je holomorfni na Q, zo € Q a
r > 0 je dost malé, aby B.(z0) C Q. Pak pro viechna k € N plati

k!
f(20)| < = sup |f].
AIES)



Opakovani Il

Véta (26 O Taylorové fadé prislusejici holomorfni funkci V 20.7.1)

Necht Q2 C C je oteviend mnoZina, zp € 0, f: C — C je holomorfni na Q a
R > 0 je tak malé, Zze Br(z) C Q. Pak existuje jednoznacné uréend
posloupnost komplexnich koeficienti {an};o takovd, Ze

f(z) = Z an(z — 20)" na Bgr(zo)-
n=0
Navic pro kazdé n € NU {0} a r € (0, R) plati

SR R
" Cr(20) (

nl 2w z — zg)"tt




19.8 Taylorovy a Laurentovy fady |

Véta (27 O jednoznacnosti V 20.7.2)

Necht Q C C je oblast, f: C — C je holomorfni na Q a mnoZina
{z € Q: f(z) = 0} md alespori jeden hromadny bod leZici v Q). Pak f =0 na Q.



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady |

Véta (27 O jednoznacnosti V 20.7.2)

Necht Q C C je oblast, f: C — C je holomorfni na Q a mnoZina
{z € Q: f(z) = 0} md alespori jeden hromadny bod leZici v Q). Pak f =0 na Q.

Dusledek (9 Pozn. 20.7.3)

Necht Q C C je oblast, fi a f,: C — C jsou holomorfni na QQ, pfi¢emz fi = f, na
M C Q, kde M md alespori jeden hromadny bod lezici v Q2. Pak f = f, na €.



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady |

Véta (27 O jednoznacnosti V 20.7.2)

Necht Q C C je oblast, f: C — C je holomorfni na Q a mnoZina
{z € Q: f(z) = 0} md alespori jeden hromadny bod leZici v Q). Pak f =0 na Q.

Dusledek (9 Pozn. 20.7.3)

Necht Q C C je oblast, fi a f,: C — C jsou holomorfni na QQ, pfi¢emz fi = f, na
M C Q, kde M md alespori jeden hromadny bod lezici v Q2. Pak f = f, na €.

Véta (28 Liouvilleova véta (obecnéjsi verze) V 20.7.4)
Necht f: C — C je holomorfni na C a q, L, Ry € [0,00). Jestlize
If(z)| < L|z|7 kdykoliv |z| > R,

pak f je polynom stupné nejvyse [q] (dolni celd &dst Eisla q).



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady Il

Véta (29 O Laurentové rozvoji V 20.7.6)

Necht zp € C, 0 < a < b < 00 a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(z0).
Pak existuje jednoznacné uréeny systém koeficienti {an}ne o, C C takovy, Ze

plati
f(z) = Z an(z — 20)" pro vsechna z € B, ,(zo)
n=—o00
s konvenci
o) -1 k
n._ 7 n . _ n
Z an(z —2)" := kll)moo Zk an(z — z0) +k||_)rro10203,,(z 2)".
n=—oo n=— n=l|

Navic pro véechna n € Z a r € (a, b) plati

o= i/ )4,
27i Cr(z0) (Z — ZO)""—1



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady Il

Definice (14 Laurentova fada, reguldrni ¢ast Laurentovy Fady, hlavni &ast
Laurentovy fady D 20.7.7)

Necht zp € C, 0 < a < b < 0o a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(z0).
Pak se fada z pfedchozi véty nazyva Laurentova fada funkce f na mezikruzi
Bab(20), jeji &ast Y2 an(z — 20)" se nazyva reguldrni édst a East

S2 an(z — 20)" se nazyva hlavni East.

n=—oo



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady Il

Definice (14 Laurentova fada, reguldrni ¢ast Laurentovy Fady, hlavni &ast
Laurentovy fady D 20.7.7)

Necht zp € C, 0 < a < b < 0o a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(z0).
Pak se fada z pfedchozi véty nazyva Laurentova fada funkce f na mezikruzi
Bab(20), jeji &ast Y2 an(z — 20)" se nazyva reguldrni édst a East

St an(z — 20)" se nazyva hlavni &dst.

Dasledek (9 O korektnosti rezidua v nekone¢nu Disl. 20.7.9)

Necht r € [0,00), zo € C a f: C — C je holomorfni na C\ B.(z). Pro kazdé
71 € C pak existuje ri € [0,00) takové, Ze f je holomorfni na C\ B, (z1). Navic

21 %0
3_1 - a—17

kde a®; a a™; jsou koeficienty z pfislusného Laurentova rozvoje na mezikruzich

kolem nekonecna se stfedem v zy resp. z1 stojici u —1— resp. u ——.
z—z9 z—z1




19.8 Taylorovy a Laurentovy rady IV

Dasledek (10 Riemannova véta Disl. 20.7.10)

Necht zy € C, b > 0 a f: C — C je holomorfni a omezend na Bo,s(z0). Pak
(i) hlavni &ist Laurentova rozvoje funkce f na mezikruZi Bo,p(20) je identicky
nulovd

(ii) existuje viastni lim,_,, (z)

(i) po dodefinovani touto limitou je funkce f holomorfni na By(z).



19.8 Taylorovy a Laurentovy rady IV

Dusledek (10 Riemannova véta Dusl. 20.7.10)

Necht zy € C, b > 0 a f: C — C je holomorfni a omezend na Bo,s(z0). Pak
(i) hlavni &ist Laurentova rozvoje funkce f na mezikruZi Bo,p(20) je identicky
nulovd

(ii) existuje viastni lim,_,, (z)

(i) po dodefinovani touto limitou je funkce f holomorfni na By(z).

Dasledek (11 Dasl. 20.7.12)

Necht zp € C, a> 0 a f: C — C je holomorfni a omezend na B, (z0). Pak pro
kazdé zy € C md Laurentiv rozvoj funkce f na B, |z —z|,00(21) nulové
koeficienty u kladnych mocnin. Navic existuje vlastni lim,_, f(z) a rovnd se
koeficientu u nulté mocniny (hodnota zminéného koeficientu nezavisi na z).



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta IV

Definice (15 Izolované singularity a jejich typy D 20.8.1)

Necht f: C — C a z € C*. Funkce f ma v bodé& z izolovanou singularitou,
jestlize je f holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu z a neni
holomorfni v bodé z. O izolované singularité fikime, Ze je

(i) odstranitelnd, jestlize existuje vlastni lim,_,, f(z)

(ii) pdl, jestlize lim ., f(z) = oo

(i) podstatnd, jestlize lim,_,, f(z) neexistuje.



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta IV

Definice (15 Izolované singularity a jejich typy D 20.8.1)

Necht f: C — C a z € C*. Funkce f ma v bodé z, izolovanou singularitou,
jestlize je f holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu z a neni
holomorfni v bodé z. O izolované singularité fikime, Ze je

(i) odstranitelnd, jestlize existuje vlastni lim,_,, f(z)

(ii) pdl, jestlize lim ., f(z) = oo

(i) podstatnd, jestlize lim,_,, f(z) neexistuje.

Véta (30 O charakterizaci odstranitelné singularity V 20.8.3)

Necht f: C — C md v bodé z, € C izolovanou singularitu. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé& zy odstranitelnou singularitu

(ii) funkce f je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu z

(iii) hlavni &dst Laurentovy Fady funkce f se stfedem zy je identicky nulovd
(iv) funkce f Ize v bodé zy dodefinovat (nebo predefinovat), aby byla
holomorfni v bodé zg.



