Matematika pro fyziky Il

Milan Pokorny

Prednaska 20.2.2023



Opakovani |

Definice (9 K¥ivka D 20.3.1)
Necht [a, b] C R. Kfivkou tfidy C' v C nazyvame zobrazeni ¢ € C'([a, b];C) (v
krajnich bodech uvaZujeme jednostrannou derivaci z vnitfni strany intervalu).
Ktivkou po dstech tfidy C' v C nazyvame zobrazeni ¢: [a, b] — C, pro které
existuje n € N a uzaviené intervaly [ao, a1], [a1, 2], ..., [an—1, an] takové, Ze
a=a<a<a<--<an=bay|,_, . proj€{l,...,n} jsou kiivky
t¥idy C'. Je-li ¢ k¥ivkou po &astech t¥idy C' v C, ¥ikame, Ze je reguldrni,
jestlize plati

¢'(t)#0  nalab]
(v p¥ipadé krajnich bodi a vy3e citovanych délicich bodt bereme jen
jednostranné derivace).
Mnozina (p) := ¢([a, b]) se nazyvd geometricky obraz kfivky . Pokud existuje
©'(t) (tentokrat uz jako oboustrannd derivace), pak se nazyva tecny vektor ke
kfivce ¢ v bod& o(t). Rekneme, Ze ¢ je jednoduchd, jestlize ¢ je prostd na
[a,b) a na (a,b], a " je spojitd na obrazu intervalu (a, b). Rekneme, Ze ¢ je
uzaviend, jestlize p(a) = w(b). Rekneme, %e ¢ je Jordanova krivka, jestlize je
jednoducha a uzavrena.



19.3 Opakovani Il

Definice (10 Soucet k¥ivek, opa¢na kfivka D 20.3.2)
Necht (i, [a, b]) a (¢, [c, d]) jsou kfivky v C a ¢(b) = 9(c). Pak definujeme
soucet krivek ¢ @ 1) predpisem

_Je(t) pro t € [a, b]
(p@u)() = {1/1(t—b+c) pro t € [b,b — c + d.

Opacénou kfivkou ke k¥ivce (i, [a, b]) nazyvéme kfivku (©¢, [—b, —a]) danou
predpisem
op(t) = o(—t) pro t € [—b, —al.



19.3 Opakovani Il

Definice (10 Soucet k¥ivek, opa¢na kfivka D 20.3.2)
Necht (i, [a, b]) a (¢, [c, d]) jsou kfivky v C a ¢(b) = 9(c). Pak definujeme
soucet krivek ¢ @ 1) predpisem

_Je(t) pro t € [a, b]
(p@u)() = {1/1(t—b+c) pro t € [b,b — c + d.

Opacénou kfivkou ke k¥ivce (i, [a, b]) nazyvéme kfivku (©¢, [—b, —a]) danou
predpisem
op(t) = o(—t) pro t € [—b, —al.

Definice (11 Kfivkovy integrdl D 20.3.3)

Necht (i, [a, b]) je po &astech C'-k¥ivka v C a f: C — C je definovana na (¢).
Jestlize existuje Lebesguelv integral

b
/ f(z)dz = / Fo(D)¢ (1) dt,

pak se nazyva kfivkovy integrdl funkce f pres kfivku . Déle zavadime délku
krivky ¢ v C jako

b
to= [ 1)



19.3 Integrace podél krivek |

Véta (8 O vlastnostech kfivkového integrdlu V 20.3.7)

Necht @, v jsou po &dstech C*-kfivky v C a funkce f,g: C — C jsou
definované na (@) U (¢). Pak plati

() fw(f(z) +g(z))dz = fso f(z)dz + fso g(z) dz a fw cf(z)dz = Cfso f(z)dz
kdykollv /ntegra'ly na prav;?ch strandch existujia c € C

(ii fe z)dz——f f(z dzafweawf(z)dz:fwf(z)dz—&—fwf(z)dz,
kdyko/lv integraly na pravych strandch existuji

(iii) ’f f(z) dz’ <'sup, |f|€,, kdykoliv integral nalevo existuje

(iv) je-li {fa}2s posloupnost funkci komplexni proménné, které jsou spojité na
mnoZiné (), a fo = f na (p), pak existuje [ f(z)dz a plati

/p fo(z)dz "=° /o f(z)dz

(v) necht h: C — C m4 spojitou derivaci na néjaké oteviené mnoZziné
obsahujici (). Oznaéme 1 := ho ¢ (se stejnym definiénim oborem jako ma ).
Pak 1 je po &dstech C'-kfivka v C, plati n'(t) = (h(¢(t))) = b (o(t))¢'(t) a2
na konecény pocet bodi a

/nf(w)dw = L(fo h)(z)h (z) dz.



19.3 Integrace podél krivek Il

Definice (12 Primitivni funkce D 20.3.10)

Necht Q C C je oteviend mnozina a f, F: C — C jsou definované na €.
Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k f na €, jestlize

F'(z) = f(z)  pro viechna z € Q.
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Definice (12 Primitivni funkce D 20.3.10)

Necht Q C C je oteviend mnozina a f, F: C — C jsou definované na €.
Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k f na €, jestlize

F'(z) = f(z)  pro viechna z € Q.

Véta (9 O vlastnostech primitivni funkce V 20.3.11)

Necht Q C C je otevfend mnoZina a f,F,g, G: C — C jsou definované na Q, F
je primitivni funkci k f na Q a G je primitivni funkci k g na €.

(i) Jestlize o, B € C, pak aF + SG je primitivni funkci k af + g na Q.

(ii) Jestlize c € C, pak F + c je primitivni funkci k f na Q.

(iii) Je-li H primitivni funkci k fG na Q, pak FG — H je primitivni funkci k Fg
na Q.



19.3 Integrace podél krivek IlI

Véta (10 O charakterizaci existence primitivni funkce V 20.3.12)

Necht Q2 C C je oteviend mnoZina a f: C — C je spojitd na Q. Pak ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md na Q primitivni funkci.

(i) Pro kaZdou uzavfenou po Edstech C'-kfivku o, jeji¥ obraz leZi v Q, plati

/ f(z)dz = 0.

(iii) Krivkovy integrdl z funkce f nezadvisi na cesté v Q.



19.3 Integrace podél krivek IlI

Véta (10 O charakterizaci existence primitivni funkce V 20.3.12)

Necht Q2 C C je oteviend mnoZina a f: C — C je spojitd na Q. Pak ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md na Q primitivni funkci.

(i) Pro kaZdou uzavfenou po Edstech C'-kfivku o, jeji¥ obraz leZi v Q, plati

/ f(z)dz = 0.

(iii) Krivkovy integrdl z funkce f nezadvisi na cesté v Q.

Lemma (1 O vypoétu kfivkového integralu pomoci primitivni funkce L
20.3.14)

Necht Q C C je oteviend mnoZina, f: C — C je spojitd na Q a F je primitivni
funkce k f na Q. Pak pro kaZdou po &dstech C*-kfivku (¢, [a, b]), jejiz obraz
lezi v Q, plati

| #@)dz = Fle(e) - Fo(a)).



19.3 Integrace podél krivek IV

Lemma (2 O vztahu nezavislosti na cesté a existence primitivni funkce L
20.3.15)

Necht Q2 C C je oblast a f: C — C je spojita na Q2. Jestlize krivkovy integral
z funkce f nezdvisi na cesté v 2, pak f ma v Q primitivni funkci.

Specidlné pfi zafixovaném a € S0 polozme

F@)i= [ Fwyaw.

kde [7 f(w)dw je kFivkovy integral z funkce f pFes libovolnou po &dstech
Cl-kfivku s po&atenim bodem a, koncovym bodem z a obrazem lezicim v Q.
Pak F je primitivni funkce k f v €.



19.3 Integrace podél krivek IV

Lemma (2 O vztahu nezavislosti na cesté a existence primitivni funkce L
20.3.15)

Necht Q2 C C je oblast a f: C — C je spojita na Q2. Jestlize krivkovy integral
z funkce f nezdvisi na cesté v 2, pak f ma v Q primitivni funkci.

Specidlné pfi zafixovaném a € S0 polozme

F@)i= [ Fwyaw.

kde [7 f(w)dw je kFivkovy integral z funkce f pFes libovolnou po &dstech
Cl-kfivku s po&atenim bodem a, koncovym bodem z a obrazem lezicim v Q.
Pak F je primitivni funkce k f v €.

Lemma (3 O rozkladu uzaviené lomené &ary L 20.3.19)

Kazdou uzavrenou lomenou ¢aru je mozné preskladat do kone¢ného poctu
jednoduchych uzavienych lomenych car a kone¢ného poctu dvojic obracené
orientovanych lsecek. Tedy tvrzeni pfedchoziho lemmatu plati, je-li kfivkovy
integral dané funkce pres libovolnou jednoduchou uzavrienou &aru lezici v QQ
nulovy.



19.3 Integrace podél kiivek V

Véta (11 O jednoznacnosti primitivni funkce V 20.3.18)

Necht Q2 C C je oblast a f, F1, F2: C — C. Jestlize F1 a F> jsou primitivni
funkce k f na Q, pak existuje c € C takové, ze

Fi(z) = F(2) + ¢ na Q.



19.4 Cauchyova véta, komplexni logaritmus |

Véta (12 Jordanova véta V 20.4.1)

Necht ¢ je Jordanova kfivka v C. Pak existuji souvislé mnoZiny Int ¢ (vnitfek
) a Exty (vnéjsek ) takové, Ze plati

(i) Int ¢ je omezend a Ext ¢ je neomezend

(ii) Int o U (¢) U Ext ¢ = C, pricemz mnoZiny na levé strané jsou po dvou
disjunktni

(iii) O(Intp) = I(Ext @) = (p).
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Necht ¢ je Jordanova kfivka v C. Pak existuji souvislé mnoZiny Int ¢ (vnitfek
) a Exty (vnéjsek ) takové, Ze plati

(i) Int ¢ je omezend a Ext ¢ je neomezend

(ii) Int o U (¢) U Ext ¢ = C, pricemz mnoZiny na levé strané jsou po dvou
disjunktni

(iii) O(Intp) = I(Ext @) = (p).

Definice (13 Jednoduse souvisla oblast D 20.4.2)

Oblast Q2 C C se nazyva jednoduse souvisla, jestlize pro kazdou Jordanovu

kiivku @: [0,1] — Q existuje spojita funkce H: [0,1]*> — Q a bod z € Q takovy,

Ze

H(t,0) = ¢(t) pro vechna t € [0,1], H(0,s) = H(1,s) pro viechna s € [0,1]
a H(t,1)=2z proviechnat € [0,1].



19.4 Cauchyova véta, komplexni logaritmus Il

Véta (13 Cauchyova véta (prvni verze) V 20.4.3)

Necht ¢ je reguldrni Jordanova po &dstech C'-kfivka v C, funkce f: C — C je
spojitd na Int p a holomorfni na Int . Pak

/ f(z)dz=0.




