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19.2 Holomorfni funkce |

Véta (3 Prvni véta o Cauchy-Riemannovych podminkich V 20.2.9)
Necht f: C — C md v bodé a = a1 + ia> € C derivaci. Necht funkce F, u, v
jsou jako vysSe. Pak

(i) funkce u,v v bodé (a1, a2) € R? spliiuji Cauchy—Riemannovy podminky
(ii) funkce F ma v bodé (a1, a2) totdlni diferencial a plati Je(a1, a2) = |f'(a)|?.
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Véta (3 Prvni véta o Cauchy-Riemannovych podminkich V 20.2.9)
Necht f: C — C md v bodé a = a1 + ia> € C derivaci. Necht funkce F, u, v
jsou jako vysSe. Pak

(i) funkce u,v v bodé (a1, a2) € R? spliiuji Cauchy—Riemannovy podminky

(ii) funkce F md v bodé (a1, a») totdini diferencidl a plati J(a1, a2) = |f'(a)|>.

Véta (4 Druh3 véta o Cauchy—Riemannovych podminkach V 20.2.11)
Necht f: C — C, funkce u, v jsou funkci f pfifazeny jako vyse a jsou
definované na néjakém okoli bodu (a1, a2) € R%. JestliZe funkce u a v maji
v bodé (a1, ay) totdlini diferencidl a spliiuji v ném Cauchy—Riemannovy
podminky, pak funkce f md v bodé a = a1 + iap derivaci a plati pro ni

/ d .0
f'(a) = a*i(ah a) — 18—;(31, az).



19.2 Holomorfni funkce Il
Definice (8 Harmonicka funkce D 20.2.12)

Necht g: RV — R je definovana a je t¥idy C? na oteviené mnoziné Q c RV.
Rekneme, ze g je harmonickd na Q, jestlize

Ag=0 na Q

(p¥ipomerime, Ze Laplaceiiv operator je definovan predpisem
2 2
Ag:%é+...+§75).
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Véta (5 O harmoni¢nosti slozek holomorfni funkce V 20.2.13)

(i) Necht f: C — C je holomorfni v bodé a = a; + ia», funkce u, v jsou ji
pfitazeny jako vyde a jsou tfidy C? na né&jakém okoli bodu (a1, a;) € R%. Pak u
a v jsou harmonické na jistém okoli bodu (a1, az).

(i) Necht u: R> — R je na jistém okoli bodu (a1, a2) € R®> harmonicks a

t¥idy C2. Pak existuje funkce v: R* — R definovand na témze okoli bodu

(a1, a2) (dokonce tidy C2, harmonickd a spolu s u spliiujici
Cauchy-Riemannovy podminky) takovd, Ze funkce

f(z) := u(z, z) + iv(z1, 22)

je holomorfni v bodé a1 + ia2. Analogicky pro imaginarni sloZku v.



19.2 Holomorfni funkce Il

Véta (6 O ortogonalité izocar V 20.2.15)

Necht f: C — C je holomorfni na oteviené mnoziné Q2 C C a funkce u, v jsou ji
pfifazeny jako vyse a jsou t¥idy C'. Jestlize f' # 0 viude na Q, pak pro viechna
c, & € R je mozné mnoZiny

{(x,y) eR*: x+iy € Q u(x,y) =a} a {(x,y) €R*: x+y € Q, v(x,y) = &}

lokdIné popsat jako obrazy C'-kfivek a jsou ortogondini (v bodech priniku
obrazii jsou te¢né vektory ortogonalni).
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Véta (6 O ortogonalité izocar V 20.2.15)

Necht f: C — C je holomorfni na oteviené mnoziné Q2 C C a funkce u, v jsou ji
pfifazeny jako vyse a jsou t¥idy C'. Jestlize f' # 0 viude na Q, pak pro viechna
c, & € R je mozné mnoZiny

{(x,y) ER: x+iy € Q u(x,y) =a} a {(x,y) €R*: x+iy € Q, v(x,y) = @}
lokdIné popsat jako obrazy C'-kfivek a jsou ortogondini (v bodech priniku

obrazii jsou te¢né vektory ortogonalni).

Véta (7 O holomorfnosti sou¢tu mocninné rady V 20.2.16)
KazZdd mocninnd fada f(z) := 3 anz" s komplexnimi koeficienty definuje na
svém konvergencnim kruhu holomorfni funkci. Na konvergencnim kruhu navic

plati
f'(z) = Z na,z"
n=1



19.2 Holomorfni funkce 1V

Dusledek (3 Ds 20.2.17)

KazZdd mocninnd fada s komplexnimi koeficienty definuje na svém
konvergencnim kruhu holomorfni funkci, ktera je nekonecnékrat spojité
diferencovatelnd a jejiz derivace jsou rovny odpovidajicim derivacim pavodni
fady clen po ¢lenu.



19.3 Integrace podél krivek |

Definice (9 K¥ivka D 20.3.1)
Necht [a, b] C R. Kfivkou tfidy C' v C nazyvame zobrazeni ¢ € C'([a, b];C) (v
krajnich bodech uvaZujeme jednostrannou derivaci z vnitfni strany intervalu).
Ktivkou po dstech tfidy C' v C nazyvame zobrazeni ¢: [a, b] — C, pro které
existuje n € N a uzaviené intervaly [ao, a1], [a1, 2], ..., [an—1, an] takové, Ze
a=a<a<a<--<an=bay|,_, . proj€{l,...,n} jsou kiivky
t¥idy C'. Je-li ¢ k¥ivkou po &astech t¥idy C' v C, ¥ikame, Ze je reguldrni,
jestlize plati

¢'(t)#0  nalab]
(v p¥ipadé krajnich bodi a vy3e citovanych délicich bodt bereme jen
jednostranné derivace).
Mnozina (p) := ¢([a, b]) se nazyvd geometricky obraz kfivky . Pokud existuje
©'(t) (tentokrat uz jako oboustrannd derivace), pak se nazyva tecny vektor ke
kfivce ¢ v bod& o(t). Rekneme, Ze ¢ je jednoduchd, jestlize ¢ je prostd na
[a,b) a na (a,b], a " je spojitd na obrazu intervalu (a, b). Rekneme, Ze ¢ je
uzaviend, jestlize p(a) = w(b). Rekneme, %e ¢ je Jordanova krivka, jestlize je
jednoducha a uzavrena.



19.3 Integrace podél krivek Il

Definice (10 Soucet k¥ivek, opa¢na kfivka D 20.3.2)
Necht (i, [a, b]) a (¢, [c, d]) jsou kfivky v C a ¢(b) = 9(c). Pak definujeme
soucet krivek ¢ @ 1) predpisem

_Je(t) pro t € [a, b]
(p@u)() = {1/1(t—b+c) pro t € [b,b — c + d.

Opacénou kfivkou ke k¥ivce (i, [a, b]) nazyvéme kfivku (©¢, [—b, —a]) danou
predpisem
op(t) = o(—t) pro t € [—b, —al.



19.3 Integrace podél krivek Il
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Definice (11 Kfivkovy integrdl D 20.3.3)

Necht (i, [a, b]) je po &astech C'-k¥ivka v C a f: C — C je definovana na (¢).
Jestlize existuje Lebesguelv integral

b
/ f(z)dz = / Fo(D)¢ (1) dt,

pak se nazyva kfivkovy integrdl funkce f pres kfivku . Déle zavadime délku
krivky ¢ v C jako

b
to= [ 1)



