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19 Funkce komplexni proménné
19.1 Komplexni rovina, zdkladni vlastnosti komplexnich cisel, Riemannova
sféra |

Definice (1 Limita v C*)
Necht {a,} C C*. Potom lim,_,oc 8, = A € C* pravé tehdy, kdyZ pro kardé
€ > 0 existuje mp € N tak, ze a, € U-(A).
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Diisledek (1 Uplnost C)

C je dplny normovany vektorovy prostor s normou ||z|| = v/ zZz.
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Definice (2 Funkce komplexni proménné D 20.1.2)

Necht A C C* a funkce f: C* — C je definovand na A. Pak se f nazyva funkce
komplexni proménné a A je jejim defini¢nim oborem.
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Definice (3 Limita funkce komplexni proménné D 20.1.4)

Necht a € C* je hromadnym bodem mnoziny A C C*, funkce f: C* — C je
definovana na A a b € C*. Rekneme, ¥e f ma v bod& a limitu b vzhledem k A,

jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 s vlastnosti
zePs(a)NA = f(z) € U:(b).
V takovém pfipadé piseme Iingj f(z) = b nebo strué¢néji (je-li mnozina A

jasné dand) lim,_., f(z) = b.
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Definice (4 Spojitost funkce komplexni proménné D 20.1.5)
Necht a € A C C* a funkce f: C* — C je definovana na A. Rekneme, Ze f je
v bodé a spojitd vzhledem k A, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0

s vlastnosti
zels(a)NnA = f(z) € U(f(a)).
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Definice (5 Maximum modulu funkce komplexni proménné D 20.1.9)
Necht a € A C C* a funkce f: C* — C je definovana na A. Rekneme, Ze f ma
v bodé a maximum modulu, jestlize

If(2)| < |f(a)] pro viechna z € A.

Analogicky pro minimum modulu. O funkci f fikdme, ze je omezend na A, je-li
modulus f, tedy |f|, omezeny.
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Necht a € A C C* a funkce f: C* — C je definovana na A. Rekneme, Ze f ma
v bodé a maximum modulu, jestlize

If(2)| < |f(a)] pro viechna z € A.
Analogicky pro minimum modulu. O funkci f fikdme, ze je omezend na A, je-li

modulus f, tedy |f|, omezeny.

Dusledek (2 Nabyvani maxima/minima modulu)

Spojita funkce na kompaktni mnoZiné K C C je omezend a nabyva svého
maxima i minima modulu na K.



19.2 Holomorfni funkce |

Definice (6 Derivace funkce komplexni proménné D 20.2.1)

Necht Q C C je otevfenda mnozina, f: C — C je definovand na Q a a € Q.
Rekneme, ze f ma v a derivaci, jestlize existuje vlastni limita

i f(a+ h)—f(a)
it h '

V takovém pripadé hodnotu uvedené limity nazyvdme derivaci funkce f
v bod& a a znat&ime ji f'(a).
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Definice (7 Holomorfni funkce D 20.2.3)

Necht Q C C je otevfend mnozina, f: C — C je definovand na Q a a € Q.
Rekneme, ze f je holomorfni v bodé a, jestlize existuje okoli bodu a, na némz
ma f derivaci. Rekneme, Ze f je holomorfni na €, jestlize f ma derivaci vSude
na Q.
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Véta (1 O aritmetice holomorfnich funkci V 20.2.5)

Necht Q C C je oteviend mnoZina a f, g jsou holomorfni na Q. Pak
(i) funkce f + g je holomorfni na Q a plati (f +g) = f' + g’
(ii) funkce f — g je holomorfni na Q a plati (f —g) = f' — g’
(iii) funkce fg je holomorfni na Q a plati (fg) = f'g + fg’
(iv) pokud navic g # 0 viude na Q, pak é Je holomorfni na Q a plati
(ﬁ)/ — f’g;@’

g g
(v) pokud navic U C C je oteviend mnoZina spliiujici f(2) C U a g je
holomorfni na U, pak g o f je holomorfni na Q0 a plati

(gof)(2) = g'(f(2))f'(2) na Q.
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Véta (2 O derivaci inverzni funkce V 20.2.7)

Necht Q C C je otevfend mnoZina, f: C — C je definovand na ) a a € C.
(i) Jestlize existuje f'(a), pak je f omezend na jistém okoli bodu a.

(ii) Jestlize je f bijekci mezi Q a f(Q2), f(QQ) je otevfend mnoZina, f je
holomorfni v a, f'(a) # 0 a ! je spojitd na f(Q), pak

(YD) = iy




